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Im Folgenden ist immer K = R oder K = C. Setze R := RU {#00},C := CU {oo}. N bezeichnet die
natiirlichen Zahlen mit Null; ist die Null explizit ausgeschlossen, so steht N*. d-Intervalle (d € N*) sind
als d-Quader zu verstehen. o € N? steht immer fiir einen Multiindex zur Dimension d € N*. ,const*
bezeichnet eine generische Konstante. Auflerdem é =0 und % 1= 00.

Die Angaben basieren hauptséchlich auf D. WERNER: Funktionalanalysis, 5. Aufl., Springer 2005, E.
EMMRICH: Gewdhnliche- und Operator-Differentialgleichungen, Vieweg 2004 und K. ATKINSON, W.
HAN: Theoretical Numerical Analysis, Sec. Ed., Texts in Applied Mathematics 39, Springer 2005.

Hinweise auf Fehler und Anregungen bitte an rindler@math.tu-berlin.de.
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1 Folgenrdume

1.1 Raum der Nullfolgen ¢

Definition:

co = {x = (21)peny € KN ¢ lim zy, = O}

k—oo

ey = 2]l oo = sup ||
keN

Eigenschaften: Banachraum, separabel, nicht reflexiv.
Dualraum: (cp)* = ¢! (via T : ' — (co)* mit (T2)(y) :== > pen TkVk)-

1.2 p-summierbare Folgen /7, 1 < p < oo

Definition:
P = {x—(mk keNEK Z]mkp<oo}
keN
1/p
2|l == [z, :== (Z |$k|p>
keN

Eigenschaften: Banachraum, separabel fiir 1 < p < oo, reflexiv fiir 1 < p < oo, uniform konvex fiir
1 <p<oo.

Dualraum: (¢7)* = (7 mit % + é =1 (viaT: 47— (P)* mit (Tx)(y) := > ey ThUk)-
Hilbertraumstruktur fiir p = 2:

(CC, y)ZQ = Z TEYk

keN

Andere Namen: * = LP(N,P(N), (), wobei ¢ das ZéhlmaBl auf N bezeichne.

1.3 Beschrinkte Folgen (*°

Definition:

0> = {:L' = (z1)keny € KY & sup |z < oo}
keN

2o =[]l := sup |24 ]
keN

Eigenschaften: Banachraum, nicht separabel, nicht reflexiv, nicht uniform konvex.
Dualraum: (£°°)* D ¢! (aber (£1)* =2 (1)
Andere Namen: (> = L (N, P(N), (), wobei ¢ das Zéhlmaf auf N bezeichne.



2 Ra&aume stetiger und stetig differenzierbarer Funktionen

2.1 Stetige Funktionen C(); X)

Parameter: () C RY offen, (X, ||.||) Banachraum.
Definition:
CELX)={f:Q— X : fstetigauf Q }
C(Q; X) := {f : Q) — X : f stetig auf Q (stetige Fortsetzung) }
I lle@x) = [fllo 7= sup [|f(2)]

e

Eigenschaften: C(2; X) fiir kompaktes Q2: Banachraum, separabel (wenn X), nicht reflexiv (C(Q; X)
kein abgeschlossener normierter Raum).

Spezialfille: Falls X = R, wird es weggelassen.

Cla,b] :== C([a,b]), C(a,b) := C((a,b)).

Co(Q) :=C(Q) :={f € C() : supp f C Q}.

Andere Namen: C(; X) = C%(); X).

Verallgemeinerungen: Riume von stetigen Funktionen kénnen auch fiir allgemeine topologische
Réume als Urbild (und Definitionsbereich) definiert werden.

2.2 k-mal stetig differenzierbare Funktionen C*(Q; X)

Parameter: Q C R? offen, k € N.
Definition:
C*Q):={f: Q=R : f k-mal stetig differenzierbar in Q }
crQ) = {f:Q—R : f k-mal differenzierbar in  mit stetigen Ableitungen in Q }
1fller@y = 1l = > IID*fll <5quivalenti [fllerey 7= Ifllk o0 := max || Daf!oo>

o] <k
|a|<k

Eigenschaften: C*(Q) fiir kompaktes Q: Banachraum, separabel (wenn X), nicht reflexiv (C*(Q)
kein abgeschlossener normierter Raum).

Spezialfille: dhnlich wie bei C'(Q; X).

2.3 Unendlich oft stetig differenzierbare Funktionen C>(2; X)

Parameter: Q C R? offen.
Definition:
Ce(Q) =[] C*(Q)
keN
C5o(Q) :={f € C®(Q) : supp f C Q kompakt }

o= S0l (oder aaquivaent | flno) o= 1l = s |07
|a|=k N

Eigenschaften: Lokalkonvexer Raum mit Halbnormfamilie {|f[,},cy, (kein Banachraum).

Andere Namen: D := C$°(R?), der Testraum. Dessen Dualraum (bzgl. der lokalkonvexen Topologie
auf C§°(R%)) wird mit D’ bezeichnet und ist der Raum der Distributionen.



2.4 Hoélder-stetig differenzierbare Funktionen C*(Q)

Parameter: Q C R? offen, k € N, 8 € (0,1].

Definition:
Ck’ﬂ(ﬁ) = {f :Q—R | D (z) — D*f(y)| < const |z — y|ﬁ fiir alle @ mit || = k }
< D f(x) - Daf<y>|)

Ifllors@ = 1Flera + Y

la|=k

sup
z,yeQ) |z — y’ﬂ

Eigenschaften: Banachraum, separabel, nicht reflexiv.
Inklusionen: C*#(Q) C C*(Q).
Spezialfille: C*1(Q) sind die Lipschitz-stetigen Funktionen auf Q.



3 Lebesgue- und Bochner-Raume

3.1 p-integrierbare Funktionen LP(2,%, 1), 1 <p < oo

Parameter: (2,3, 1) o-endlicher Mafiraum.

Definition:

LP(Q,2, u) = {f : Q2 — K : f messbar und / |f1P dp < oo}
Q
N:={f:Q—K : f messbar und f = 0 p-fast iiberall}
LP(Q, %, pn) = L'p(Q,Z,u)/N

1/p
Fliss = 1 = 17, = ( [ du)

Eigenschaften: Banachraum, separabel fiir 1 < p < oo, reflexiv fiir 1 < p < 0o, uniform konvex fiir
1 <p<oo.

Dualraum: (LP(Q)* = L9(Q) mit %—l—% =1 (viaT: LYQ, A pn) — (LP(Q, A, p))* mit (Tg)(f) =
fQ f?d/t)-

Hilbertraumstruktur fiir p = 2:

(1) 1o an = (1-9)y = [ Fac

Inklusionen: Falls () < oo, dann L*(Q2, A, u) C LP(Q, A, p) fitr p < s < 0.
Dualitétsabbildung: 1 < p < co: §: LP(Q) — L), 1 4+ £ = 1 und @ C R? mit

, u € LP(Q)

p=1:F:LY(Q) — L®(Q), Q C R? mit

$(u) = {f € L2} [flle < lully wnd £(2) = 0 ull, £ in fu(@) 20}, we L'(Q)

(falls u reelwertig: f(z) = |Jul|; sgnu(z) f.i.)
Spezialfiille: LP(RY) := LP(R?, £¢, A9) mit der d-dimensionalen Lebesgue-o-Algebra £¢.
LP := LP(R). LP(a,b) := LP(Ja, b[, £*|jqp, A') fiir a,b € R™.

3.2 Wesentlich beschrinkte, messbare Funktionen L>(2, A, 1)

Parameter: (2, A, ) o-endlicher Mafiraum.

Definition:

esssup |f| :=inf {K € R : |f| < K pfii}
Q

LA ) = {f :Q — K : f messbar und esssup|f| < oo}
Q
N:={f:Q—K : fmessbar und f = 0 p-fast iiberall }
L0, A, 1) i= £(Q, A, p) /N
11l oo (a0 = Ifllse = 1 f 10,00 = essguplﬂ



Eigenschaften: Banachraum, nicht separabel, nicht reflexiv, nicht uniform konvex.
Dualraum: (L>®(Q, A, 1))* 2 LY(Q, A, ).

Inklusionen: Falls p(Q) < oo, dann L>®(Q, A, ) C L5(Q, A, p) fiir 1 < s < oo.
Spezialfille: dhnlich wie bei LP(Q, %, u).

3.3 p-Bochner-intergierbare Funktionen LP(a,b; X),1 <p < o0

Parameter: a,b € R, (X, ||.||) Banachraum.

Definition:

b
LP(a,b; X) = {f: [a,b] — X : f Bochner-messbar und / IF11P dX < oo}

N :={f:[a,b] = X : f Bochner-messbar und f = 0 \-fast iiberall}
LP(a,b; X) := LP(a,b; X) /N

b 1/p
1 oasy = 11 = 1l = ( / LIP dA)

Eigenschaften: Banachraum, separabel fiir 1 < p < oo und X separabel, reflexiv fiir 1 < p < co und
X reflexiv.

Dualraum: (LP(a,b; X))* = L(a, b; X*) mit % + % =1, falls X reflexiv oder X* separabel.
Hilbertraumstruktur fiir p = 2 und X Hilbertraum:

b
(f’g>L2(a,b;X) ‘:/a (f,g) dA

3.4 Wesentlich beschrinkte, Bochner-messbare Funktionen L*(a,b; X)

Parameter: a,b € R, (X, ||.||) Banachraum.

Definition:

L>®(a,b; X) = {f : [a,b] — X : f Bochner-messbar und esssup || f|| f < oo}
[a.,0]
N :={f:]a,b] = X : f Bochner-messbar und f = 0 A-fast iiberall}
L>(a,b; X) := L®(a,b; X) /N
11l oo a,0x) 7= [ fllo 7= [1fll0,00 := esssup [|£]

a,b

Eigenschaften: Banachraum, nicht separabel, nicht reflexiv.
Dualraum: (L*®(a,b; X))* 2 L'(a, b; X*).



4 Sobolev-Riume

Im Folgenden meinen D® und f’ immer die verallgemeinerten Ableitungen.

4.1 Eindimensionale Sobolev-Hilbertriume H'(a,b), H}(a,b) und H *(a,b)

Parameter: a,b € R.

Definition:
H'(a,b) :=={f € L*(a,b) : Es existiert f’ € L*(a,b) im verallgemeinerten Sinne }
Hj(a,b) :== {f € H'(a,b) : f(a) = f(b) = 0 (fiir absolutstetigen Repriisentanten) }
iy = 171z 2= (1 + 1702)
HfHHg(a,b) = |f’1,2 = Hf/H0,2

(auf H(a,b) sind [/l o und |.|; , nach der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung &quivalent)
Eigenschaften: Banachraum, separabel, reflexiv, uniform konvex fiir 1 < p < oo.

Hilbertraumstrukturen:

(f7 g)Hl(%b) = (f7 g) L2(a,b) + (f/7 g/)LZ(a,b)
(f, g)Hg(a,b) = (f/7g/)L2(a,b)
Dualraum: (H}(a,b))* wird auch mit H~'(a, b) bezeichnet.

c c, c,d
Einbettungen: H!(a,b) — Cla,b]. Gelfand-Dreier: H}(a,b) & L?(a,b) < H Y(a,b).

4.2 k-fach im verallgemeinerten Sinne differenzierbare Funktionen W"?(Q)

Parameter: Q) C R? offen, beschriinkt und Lipschitz (Lipschitz-Gebiet), k € N, 1 < p < oo.

Definition:

WHEP(Q) := {u € LP(Q) : Es existiert D% € LP(Q) fiir alle o < k}
k, YaTreN
Wy (Q) = C§°() bzgl. ”-HWW(Q)
H*(Q) == WH2(Q)
HE(2) == Wy*(2)
1/p
a,, [P e
ooy o= [l o= | (S| D20l ) 0 fir 1< p < oc

Max|q|<k I Do‘u||0,OO fiir p = 00

1/p
(Sjajr 1D, ) " fir 1< p < o0

lulyrn ) = [l = .
max|q|—f I D"‘uHO,Oo fiir p =00

Eigenschaften: Banachraum, separabel fiir 1 < p < oo, reflexiv fiir 1 < p < co, uniform konvex fiir
1 <p<oo.

Norméquivalenz: Auf I/VéC P(Q) ist |.| kp €ine zu |||, , dquivalente Norm (Ungleichung von Poincaré-
Friedrichs), die auch die Standard-Norm auf dem Wok P(Q) darstellt.



Hilbertraumstrukturen:

(“7”)Hk(g) = ((fvg))k 3_/ Z D*u D% dzx

2 al<k

(“7”)1{{;(9) = (f,9), 12/ Z D% D% dx

Q\a=k

Dualraum: (Wy?(€))* wird mit W~*?(Q) bezeichnet.
Inklusionen: Bei geniigend glattem Rand: C>(Q) C¢ WkP(Q).

Einbettungen:
o k< %: WHEP(Q) — L(Q) fiir alle ¢ < p*, wobei ]% = ;1) - §
o k<L Whr(Q) < L9(Q) fiir alle g < p*, wobei L =1 &

o k— %: Wke(Q) < L1(Q) fiir alle ¢ < 0o

d

o k> diwhe(Q) S = 15128(Q) mit g o, [2] +1-9).

e Falls dimQ = 1 gilt sogar W1(Q) A (Q).

Randwerte: Es gibt einen stetigen, kompakten, linearen Operator 7 : Whr(Q) — Wi=1/rr(9Q) C
LP(99Q) mit yu = u|gq, falls u € WP N C(Q).



