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Die Losungen sind vor dem Tutorium am 21./22.11.2011 abzugeben.

Aufgabe 5.1 [Lemma von Gronwall] (2 Punkte)
In der Vorlesung wurde das Lemma von Gronwall in der folgenden Form bewiesen:
SeiT > 0,1ty €1[0,T),a,be L>®(ty,T) (d.h. Lebesgue-messbar und wesentlich beschrinkt),

A € LY(ty,T) (d.h. Lebesgue-integrierbar), und A(¢) > 0 fast tiberall in (¢y,T).
Dann folgt aus

a(t) < b(t) + /)\(s) a(s) ds f . in (t,T)

fur fast alle t € (to, T')
t

a(t) < b(t) + /eA(t)_A(“") A(s) b(s) ds,

to
t
wobei A(t) := [ A(r) dr.
to
a) Zeige, dass die Voraussetzung A\(t) > 0 f. . in (¢9,7") wesentlich ist, durch Konstruk-

tion eines Gegenbeispiels zur Aussage des Gronwallschen Lemmas, wenn A nicht der
Vorzeichenbedingung geniigt.

b) Zeige eine dem Gronwallschen Lemma entsprechende Aussage fiir den Fall ¢ < .

Aufgabe 5.2 [Anfangswertaufgabe mit linear-beschrankter rechter Seitel] (2 Punkte)
Betrachte das Anfangswertproblem

mit #o € [0,7], up € X und f € C([0,T] x X; X).

Weiterhin sei f linear-beschrénkt und geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung.
Zeige, dass es unter diesen Voraussetzungen genau eine globale Lésung u € C([0, T]; X) gibt.



Aufgabe 5.3 [Stabilitidtseigenschaften] (8 Punkte)
Vorgelegt sei das Anfangswertproblem der vorherigen Aufgabe. Dieses Mal geniige die rechte
Seite einer globalen Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstanten L. Nach dem Satz
von Picard-Lindelof gibt es zu jedem Anfangswert aus X genau eine Losung. Seien nun u
und v die Losungen zu den Anfangswerten vy bzw. vg. Zeige, dass fiir alle ¢t € [0, 7] folgende
Abschitzung gilt:

lu(t) = o) < el llug — vol| < X flug — wo.

Nun seien f, g zwei rechte Seiten, die beide einer globalen Lipschitz-Bedingung mit den Kon-
stanten L; bzw. L, geniigen. Erneut ist der Satz von Picard-Lindel6f anwendbar. Seien nun v
und v die Losungen der Differntialgleichung mit rechter Seite f bzw. ¢ und dem Anfangswert
u(to) = v(to) = ug. Zeige, dass fiir alle ¢ € [0, T] folgende Abschitzung gilt:

lu(t) = v(B)|| < [t — tole™™ErEadlt=tol  qup (2, w) — gt w)]
tel0,T],weX

< Temin{Lfng}T sup ||f(t, U)) - g(ta ’U))H
te[0, T, weX

Aufgabe 5.4 [Fredholmscher Integraloperator] (2 Punkte)
Wir betrachten die Integro-Differentialgleichung

1
wlat)+ [ K€ u(€.t) d§ = fat), (o.0) € (-1,1) x 0.7)
~1
mit stetigem Kern % : [-1,1] x [-1,1] — R.

Essei A: L?(—1,1) — L%*(—1,1) der zugehérige Fredholmsche Integraloperator.
Weise nach, dass —A in L?(—1, 1) nicht stark dissipativ sein kann.



