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Aufgabe 2.1 [Tschebyschew-Polynomel] (5 Punkte)
Das n-te Tschebyschew-Polynom erster Art 7,, = T,,(x) (x € [-1,1], n € N) ist definiert
durch

T, (x) = cos(n arccos x). (1)

a) Man berechne die Tschebyschew-Polynome Ty, ..., 7, und stelle diese graphisch
dar.

b) Man beweise die rekursive Vorschrift
T.(z) =2xT, 1(x) — T, 2(x), n=2,3,..

und zeige damit, dass 7, € P" gilt und der fithrende Koeffizient 2! ist, falls
n > 1.

c¢) Man beweise die explizite Darstellung

To(z) = % (o + VT=22)" + (o~ iVT=22)")

d) Man zeige, dass T,, im Intervall (-1, 1) der Differentialgleichung
(1—2*)T)(x) — 2z T\ (x) +n® Tp(z) =0
genugt.

e) Man beweise die Orthogonalitatsbeziehung

1 . 0 firm #n
/ —Tm(x) TnZ(x)dx =< 7/2 firm=n#0
-1 Vi-z T firm=n=0

f) Man bestimme die Nullstellen und Extrema der Tschebyschew-Polynome.

g) Zeige ||T,||- = 1 fur alle n € N.



Aufgabe 2.2 [Dividierte Differenzen] (1 Punkt)
Gegeben seien die Punkte (g, %), ..., (5, yn) € R*(n € N) zu paarweise veschiedenen

Stiitzstellen z, ..., z,,. Zeige, dass das interpolierende Polynom p, € P" gegeben ist
durch

pn(T) = co + crwi(x) + ... + cpwp(x), wobei
Y2—Yi1 __ Yi1—Yo

Co = Yo, C1 = - yO, Cg = B2 TTT0 yusw
1 — X To2 — X
Aufgabe 2.3 [Abschétzung bei dquidistanten Stiitzstellen] (1 Punkt)

Zeige die Abschitzung [|w, i1 < 2R, wobei h = =2 (n > 1), wenn die Stiitzstellen
aquidistant gewéhlt sind.

Aufgabe 2.4 [Gleichméallige Konvergenz] (1 Punkt)
Man beweise: Wird f(z) = 1/(1 + ) in den &dquidistanten Stiitzstellen xz(»") = i/n,
1 =20,1,...,n (n € N), durch das Polynom p,, € P™ interpoliert, dann konvergiert die
Folge der Interpolationspolynome (p,),, . auf dem Intervall [0, 1] gleichmdflig gegen f.

Aufgabe 2.5 [Interpolationsfehler] (2 Punkte)
Die Funktion f(z) = Inz werde in den Stiitzstellen 10, 11 und 12 quadratisch interpo-
liert.

a) Man schétze den Interpolationsfehler an der Stelle 11.1 ab.

b) Wie hiangt das Vorzeichen des Interpolationsfehlers von x ab?

Aufgabe 2.6 [Genauigkeit der Interpolation] (2 Punkte)
Die Funktion f(x) = sinz soll d4quidistant auf dem Intervall [0, 27] durch ein Polynom
p € P™ interpoliert werden. Wie grofl muss n gewéahlt werden, damit

|f(x) — p(x)| < 10710 fiir alle z € [0, 27] gewdhrleistet ist?



Aufgabe 2.7 [Programmieraufgabe zum Beispiel von Runge]

Zu der Funktion f : [-5,5] —: R mit f(z) = {7z bestimme man die interpolierenden
Polynome vom Grade n fiir gro3es n bei dquidistanter Zerlegung des Intervalles [—5, 5]
und stelle die Fehlerfunktion graphisch dar. Desweiteren versuche man, eine geeig-
netere Zerlegung zu finden, die eine bessere Approximation ergibt (Tschebyschew-

Stuitzstellen).

Hinweis: Die vorgenannte Aufgabe gehort zu den praktischen Aufgaben, fiir deren
Bearbeitung das Programmpaket MATLAB empfohlen wird (hier insbesondere die
Funktion polyfit). Abzugeben sind ein leicht verstidndlicher, kommentierter Pro-
grammausdruck und die erzielten Ergebnisse samt Erlduterungen und Zusammen-
fassung in uibersichtlicher Form.

Von den Programmieraufgaben sind mindestens die Halfte zu bearbeiten.

Zusatzaufgabe

Aufgabe 2.8 [Interpolation der Betragsfunktion] (3 Punkte)
Interpoliere die Betragsfunktion f(z) = |z| auf [-1, 1] durch Polynome p, mit Maxi-
malgrad n, n = 1,2, 3, ... Die Stiitzstellen seien dabei jeweils dquidistant gewéhlt.
Zeige, dass fiir alle z € [-1,1]\{—1,0,1} die Folge (p,(x)), .y divergiert.



