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Die Losungen sind vor dem Tutorium in der Woche vom 09.05.-13.05.2011 abzugeben.

Aufgabe 4.1 [Landau-Symbolik] (2 Punkte)

Man schreibe die folgenden Ausdriicke in der Form
f(h) =O(RP), f(h)=o(h?) (fur h — 0+) bzw. g(n)=0(n?) (furn — oo)

mit moglichst groem bzw. kleinem p € N und gebe jeweils eine Begriindung an.

f(z) =0O(g(z)) < limsup % < 00,
f(z)=0(g(x)) < lim ‘% = 0.
Aufgabe 4.2 [Spline-Konstruktion] (3 Punkte)

Gegeben seien die Punkte (0, 2), (1,1),(2,2).
a) Man gebe das Newtonsche Interpolationspolynom p, an.

b) Man bestimme den quadratischen Spline s, durch die Punkte mit der zusatzli-
chen Bedingung s,(0) = 1.

c) Stelle einen grafischen Vergleich der Funktionen p, und s, im Intervall [0,2] an.
An welcher Stelle ist die Abweichung |p; — so| am grofiten?

d) Berechne den natiirlichen kubischen Spline s;.



Aufgabe 4.3 [Restriktion von LP-Funktionen] (2 Punkte)

b
Es sei f € L”(a,b), d. h. insbesondere [ |f(z)[P dz < c0.

Ferner sei zu jedem n € N der Operat(:)r R, : LP(a,b) — L?(a,b) definiert durch
1 J
(Ru)a) = [ 1) ds, falls s € (1,5,

wobei h = =% und z; = a+ jh, j =1,...,n, (R.f)(a) = (R.f)(z1).

Beweise R,f “=>% fin L”(a,b).
Benutze dabei, dass C'([a,b]) dicht in L?(a,b) liegt.

Aufgabe 4.4 [L>-Norm] (1 Punkte)

1
2

b
Es sei C([a, b]) der Raum der auf [a, b] stetigen Funktionen und ||g||> = ( [ 1g(x)? dx)

Zeige, dass ||| eine Norm auf C([a, b)) ist, aber C([a, b]) mit dieser Norm nicht vollstandig
ist.

Aufgabe 4.5 [Kubische Splines] (2 Punkte)
Es bezeichne S den linearen Raum der kubischen natiirlichen Spline-Funktionen auf
dem Intervall [0, 2] zu den Stiitzstellen 2o = 0, z; = 1 und z, = 2.

a) Welche der folgenden Funktionen liegen in S?

fl@) = a*(z—6)— (z—2)°
g(r) = max{0,z— 1} — %

b) Man bestimme den interpolierenden Spline s € S fiir die Funktion f(z) = 3.
Wie lautet das Ergebnis, wenn die natiirlichen Randbedingungen durch die In-
terpolationsbedingungen

ersetzt werden?



Zusatzaufgabe
Aufgabe 4.6 [Interpolation bei gegebenen Mittelwerten] (3 Punkte)

Bei zahlreichen Anwendungen (etwa Finite-Volumen-Methode zur numerischen Losung
partieller Differentialgleichungen oder Intensitdtsmessungen) sind nicht Funktions-
werte u(z;), sondern Mittelwerte u; gegeben, aus denen die Funktion u = u(z) rekon-
struiert werden soll.

Vorgelegt sei eine dquidistante Zerlegung der Schrittweite h = (b—a)/n des Intervalls
la, b]. Aus den Mittelwerten

soll durch geeignete Interpolation die Funktion u = u(z) approximiert werden.
a) Man zeige: Ist u € C?([a, b]), so gibt es ein ¢ > 0 mit

lu(z;) —ug| <ch?® di=1,..,n—1.

b) Wegen a) wiirde die herkommliche Interpolation stets auf die Ordnung O(h?)
beschrankt sein. Finden Sie eine Interpolationstechnik, die bei glatter Funkti-
on u dennoch auf eine Approximation von beliebiger Ordnung fiihrt, sofern nur
geniigend Mittelwerte u; gegeben sind.

Hinweis: Man approximiere zunichst die Stammfunktion von w.



