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Die Losungen sind vor dem Tutorium in der Woche vom 23.05.-27.05.2011 abzugeben.

Aufgabe 6.1 [Newton-Cotes-Formeln] (2 Punkte)

Es sei das Intervall [a,b] C R &dquidistant unterteilt durch die n + 1 Stiitzstellen
T, =a+ %(b —a),1=0,...,n. Zeige, dass die Newton-Cotes-Formeln zu dieser Untertei-
lung fiir ungerades n von der Ordnung n und fiir gerades n von der Ordnung n+1 sind.

Aufgabe 6.2 [Ordnung einer Quadraturformel] (2 Punkte)

Zeige, dass die Quadraturformel

f (‘\/%) +4f(0) + f <\/§> — % /Z e f(x)dx

von der Ordnung 5, aber nicht besser ist. Hinweis: [ e dr = \/T.
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Aufgabe 6.3 [Legendre-Polynome] (5 Punkte)
Das n-te Legendre-Polynom L,, = L, (z), z € [—1, 1] ist definiert als

1 da

_ 2 n o
= Snri dx”(x D" n=0,1,2,..

Ln()

a) Man gebe die Legendre-Polynome L;, i = 0, ...,4 an und stelle sie graphisch dar.

b) Man zeige die rekursive Vorschrift

n-Ly(z)=2n—1)xL,—1(z) — (n —1)L,o(x), n=2,3,4,..

¢) Man zeige, dass L,, n =0, 1,2, ... der folgenden Differentialgleichung geniigt:

(1 —a2*) L, (x) = 2zL, (x) + n(n+ 1) Ly(z) =0, =z € (-1,1)



d) Man zeige die Orthogonalitiatseigenschaft

1
2
Lo, L) = | Ln(x)Lp(z)dx = —=—6,.,, m,n=0,1,2,..
(L) i= [ Lnla)Lafa)ds = 52 i

Man verwende partielle Integration und die Kenntnisse iiber die Lage der Null-
stellen der Ableitung eines Polynoms mit mehrfachen Nullstellen. Das Ergebnis
aus c) kann ebenfalls benutzt werden.

e) Es seien 7, k = 0,....,n — 1 die Nullstellen von L, und p € P"! beliebig. Man
beweise die Abschiatzung

Ipll < V2 _max[p(n)]

.....

wobei | - || die durch das Skalarprodukt (-, -) aus d) induzierte Norm ist.

Aufgabe 6.4 [Diskrete Faltung] (3 Punkte)
Viele Anwendungen der Fourier-Transformation gehen darauf zuriick, dass sich Fal-
tungsprodukte von Funktionen mit Hilfe der Fourier-Transformation viel einfacher
berechnen lassen. Seien v = (ug,...,ux_1)7, v = (vo,...,vy_1)7 € RY. Dann heil3t
uxv € RY mit

=2

-1

(u*xv) = U(k—7) mod NUj = Euk U+ E UNtk—V;, k=0,1,..., N—-1,
J J=k+1

Il
=)

(diskrete) Faltung und v ©® v € RV~ mit
(uOV)k =ugvr, k=0,1,...,N—1,
punktweises Produkt oder Hadamard-Produkt.

a) Faltungsprodukte treten z. B. bei der Multiplikation von Polynomen auf: Seien
p € P"und ¢ € P" mit

p(x)=po+mpma+ - +pnx™, q@@)=q+qr+--+ga"

gegeben. Dann kénnen wir p und ¢ in eineindeutiger Weise Vektoren
P = (Po;P1;--»Pm, 0, .-, 0)7 undq = (g0, q1,- -+ Gn, 0, - - . 0O eRYmit N =m+n+1
zuordnen. Man beweise, dass dann dem Produkt r(z) = p(z)q(z) € P"*" der Vektor

=pb*q
entspricht.

b) Es bezeichne F die diskrete Fourier-Transformation. Man beweise fiir u, v € RV
die Faltungssatze

Fluxv) = NF(u)o F@)
Fluov) = F(u)*F(v).



