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Ubungen zur Vorlesung

Spezielle Aspekte der Stochastik

Blatt 1

Aufgabe 1
a) Durch

2 [-05[ 0 | 1 |25
P(X=2z)[01]025[02]0,15]0,3

sei die Verteilung einer Zufallsvariablen X gegeben. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion
Fx von X und zeichnen Sie die Graphen von der Verteilung x — P(X = z) und von Fx.

b) Durch

0, falls y<—1
0,2, falls —-1<y<0

Fy(y)=1¢ 0,6, falls 0<y<1,5
0,75, falls 1,5<y<3
1, falls y>3

ist die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen Y gegeben. Bestimmen Sie die Verteilung
von Y und zeichnen Sie die Graphen der Verteilung « — P(Y = z) und von Fy.

¢) Kann durch die folgenden Funktionen p, ¢ bzw. r die Verteilung einer Zufallsvariablen gege-
ben sein, d.h. gibt es eine Zufallsvariable X mit P(X = z) = p(x) (bzw. = r(z), = q(z))?
Begriinden Sie Thre Entscheidung.

x | 6] 1 3 | 14 | 22
p(z) [ 0,1]0,05]035]0,15 [ 04

3 2| -1 0 | 1] 2 |3
g(2) [ 0102015 0,103 0,15 ] 0.2

x | 4]-01]0]01]| 6
r(z) | 01] 06 |0

d) Kann durch die folgenden Funktionen F' bzw. G die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen
gegeben sein? Begriinden Sie Thre Entscheidung.

falls r<—1

falls —-1<z<-0,5

falls —-0,56<z<1 G(z) =
falls 1 <x<?2

falls x> 2

falls r < —10
falls —10<z< -2
falls —2<z<0
falls x>0

F(z) =

© oo
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Hinweis: Die auf der ndchsten Seite folgenden Aufgaben sind wvielleicht nicht alle ganz leicht zu
losen, Sie sollten aber wenigstens versuchen, einige Teilaufgaben zu bearbeiten.



Aufgabe 2
Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a)

b)

Fiir die Folge By, Bs, ... € A von Ereignissen gelte
B C B, CB3C....
Beweisen Sie, dass das Wahrscheinlichkeitsmafl P o-stetig von unten ist, d.h. dass gilt:

P(B,) — P(|JB;) fiir n— 400

i=1

Hinweis: Definiere Ay := By, As := By \ B1, A3 := B3 \ Ba, usw., stelle B, und |J B; als
i=1

Vereinigungen der Mengen A,, dar und nutze die o-Additivitdt von P.

Fir die Folge By, Bs, ... € A von Ereignissen gelte
B12B;DB3; D ...

Beweisen Sie, dass das Wahrscheinlichkeitsmafl P o-stetig von oben ist, d.h. dass gilt:

P(B,) — P(m B;) fir n— +oo

=1

Hinweis: Betrachte statt der Mengen By, ihre Komplemente und wende a) an!

Aufgabe 3
Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P). Zeigen Sie die folgenden
Eigenschaften der Verteilungsfunktion Fy von X.

2)

»Fx kommt von 0 und geht nach 17, d.h. es gilt: lim Fx(—n) = 0 und lim Fx(n) = 1.

n—oo n—oo

Hinweis: Betrachte die Ereignisse By, := {X < —n} bzw. C,, := {X < n}, dann gilt (| B; =10
=1

1=

bzw. |J C; = Q (warum?). Wende nun Aufgabe 2 an.
i=1

=

P(X =a) = Fx(a) — lim Fx ()
r<a
Hinweis: Es reicht offenbar zu zeigen (warum?), dass P(X < a) = lim Fx(z). Dazu betrachte
r<a

eine beliebige Folge (xy)nen mit x, < a und x,, — a fiirn — oo. Zeige, dass fiir die Ereignisse
oo

B, :={X <a,} gilt |J B; ={X < a} und wende dann Aufgabe 2 a) an.
i=1

2

Fx ist rechtsseitig stetig an jeder Stelle a € R. Zeige dazu, dass fiir jede Folge (an)nen mit
an > a und a, — a fir n — oo gilt:  Fx(a,) — Fx(a) fir n — oo.

Hinweis: Definiere die Ereignisse By, := {X < an}, zeige {X < a} = () B; und benutze
=1
Aufgabe 2°b).

1=
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