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Ubungen zur Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie
Blatt 4 (Cantor-Verteilung / Unabhéingigkeit)
Aufgabe 15 (Cantor-Verteilung : 2 + 3 + 4 + 3 = 12 Punkte)

Bekanntlich besitzt jede Zahl z € [0,1] eine Entwicklung = Y 0° | @, 37" mit o, € {0,1,2}
(wobei die Entwicklung aber nicht immer eindeutig ist). Die Menge

C = {xé [0,1] :x:iani’rn mit anG{O,Q}}— ﬁ U {;ﬂ;kg‘ﬁj}}

n=1 m=1 keZ(m)

heiit Cantor-Menge, wobei Z(m) :={k €Z k=" | o, 3™ " mit a,, € {0,2}}.
Ist z € C,etwaz =) " @, 37" mit o, € {0,2}, so sei
(o)

Fy(x) = (an/2)27"

n=1
gesetzt. Dies liefert eine wohldefinierte monoton wachsende Funktion Fy : C' — [0, 1].

(a) Begriinden Sie (moglichst kurz): Die Menge C' ist iiberabzihlbar und kompakt.
(b) Zeigen Sie: Es gilt A(C) =0, A([0,1] \ C) = 1, wobei A das Lebesgue-Maf ist.

(c) Zeigen Sie: Die Funktion Fj ldsst sich eindeutig zu einer monoton wachsenden stetigen Funktion
F :R — [0,1] fortsetzen.

(d) Zeigen Sie: Es gilt u(C) =1, u([0,1]\ C') = 0, wobei u das Lebesgue-Stieltjes-MaB zu F ist.
Die Funktion F heifit Cantor-Funktion, und das Wahrscheinlichkeitsmaf} 1 heif3t Cantor- Verteilung.
Aufgabe 16 (Unabhéngigkeit I : 6 Punkte)

Es seien (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (&;);¢s eine Familie unabhéngiger und N-stabiler

Teilsysteme von F. Weiter sei I = | e I; eine Zerlegung von I in paarweise disjunkte Mengen I;.
Zeigen Sie, dass die Familie (F;);c; mit Fj := A(Uiejj &i), j € J, unabhingig ist.

Aufgabe 17 (Unabhingigkeit II : jeweils 3 = 6 Punkte)
Es seien (£, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und n > 3 eine fest gewihlte natiirliche Zahl.
Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Sind Aj,..., A, Teilsysteme von F mit P(A;N...NA4,) = P(4;) ... -P(4,) fir alle
A e Ay,..., A, € A,, sosind Ay, ..., A, P-unabhingig.

(b) Sind Ay, ..., A, Unter-o-Algebren von F mit P(A1 N...NA,) = P(A;) - ... -P(4,) fiir alle
Ay e Ay, ..., A, € A, sosind Ay, ..., A, P-unabhingig.

Aufgabe 18 (Unabhingigkeit III : jeweils 3 = 6 Punkte)
Es seien n > m > 2 und

Q:={(r1,...,xm) EN" 1 xy,...,xp € {1,...,n}},
O ={(z1,...,2m) EN" 1 2q,..., 2, € {1,...,n} paarweise verschieden} .
Betrachte auf (€2,93(12)) die Wahrscheinlichkeitsmafie
1 1
P:=— Euw und Q:=— €u -
€2 2 €] 2

we wes
Untersuchen Sie die Ereignisse A; := {(21,...,2m) € Q:2; =1} € PN),i=1,...,m,
(a) auf P-Unabhiingigkeit,
(b) auf Q-Unabhéngigkeit.

Wie lassen sich Thre Ergebnisse anschaulich begriinden?

Abgabe: Mittwoch, 11. November 2009, im Fach Ihres Tutors / Ihrer Tutorin



