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Blatt 5 (Unabhingigkeit / Messbarkeit)

Aufgabe 19 (Erzeugendensysteme : 4 Punkte)
Es seien f :  — Q' eine beliebige Abbildung und & C P(£2’) ein System von Teilmengen von €.
Zeigen Sie: o(f~ (&) = f1(a(&)).

Aufgabe 20 (Messbarkeit : 6 Punkte)
Es seien (2, .A) ein messbarer Raum, f : Q@ — R eine Funktion und D eine dichte Teilmenge von R.
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

1. fist (A, B)-messbar.
2. Firallea e D gilt {fwe Q: f(w) <a} e A
3. Firalle o € D gilt {w € Q: f(w) <a} € A

(Dabei bezeichne B wie iiblich die Borel’sche o-Algebra auf R.)

Aufgabe 21 (Dezimalbruchentwicklung : jeweils 4 = 8 Punkte)

Es seien z € [0,1] ,rein zufillig® gew#ihlt und z = Y 7, 2, 107" mit =, € {0,1,2,...,9}
die Dezimalbruchentwicklung von z. (Wenn die Dezimalbruchentwicklung nicht eindeutig ist,
betrachte diejenige mit x,, = 0 fiir fast alle n € N.) Dieses Zufallsxperiment lisst sich durch
den Wahrscheinlichkeitsraum (£2,4,P) mit Q := [0,1[, A := B‘[O,l[’ P .= )\|[071[ beschreiben.
(P heit auch Gleichverteilung auf Q.) Fiir jedes n € N sei X,, : Q@ — R die Abbildung,
die jedem x € [0,1] die n-te Nachkommastelle (also den Koeffizienten z,,) in der Dezimalbruch-
entwicklung von x zuordnet.

(a) Zeigen Sie, dass (X, )nen eine unabhingige Familie von Zufallsgrofien ist.

Hinweis: Warum geniigt es zu zeigen, dass fiir alle n € N und alle kq,...,k, € {0,1,2,...,9}
{Xl =kq,.. .,Xn = kn} € A sowie ]P)({Xl = kl, . .,Xn = kn}) =10"" g11t7

(b) Zeigen Sie: P ({ e ’ jede Ziffer k € {0,1,2,...,9} kommt unendlich oft }) _ 1L

in der Dezimalbruchentwicklung von = vor

Aufgabe 22 (limsup und liminf : jeweils 3 = 6 Punkte)
Es seien (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A,,),en eine Folge messbarer Mengen.

(a) Zeigen Sie: P(limsup,, . An) > limsup,,_, . P(A,) > liminf,, o P(A4,) > P(liminf, . A4,).

(b) Geben Sie (z.B. mit Hilfe von Aufgabe 21) ein Beispiel an, wo in der Ungleichungskette aus
Teil (a) an jeder Stelle die Ungleichheit eintritt.

Aufgabe 23 (Bildmafle : 6 Punkte)

Bs sei (2, A,P) = ([0, 1], Blj0,1], Alj0,17); P heiBt dann auch Gleichverteilung iiber dem Intervall [0, 1].
Es seien weiter F': R — [0, 1] die Verteilungsfunktion eines beliebigen Wahrscheinlichkeitsmafies Q
auf (R, B) und G(z) :=inf{y € R: F(y) > z}, « € [0,1], die sog. Pseudo-Inverse zu F. (Dabei ist
inf ) := +00 und inf R := —oo zu setzen.) Zeigen Sie, dass das Bildmafl Py gerade Q ist.

Hinweis: Wenn Ihnen die Aufgabe zu schwierig erscheint, bearbeiten Sie sie unter der Zusatz-
voraussetzung, dass F' bijektiv und (somit) G die Umkehrfunktion zu F ist!

Abgabe: Mittwoch, 18. November 2009, im Fach Ihres Tutors / Ihrer Tutorin



