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Ubungen zur Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie

Blatt 7 (MaBle mit Dichten, Konvergenzarten)

Aufgabe 28 (Transformation von Dichten : jeweils 3 = 6 Punkte)
(a) Zeigen Sie: Ist Q ein W.maf} auf (R, B), dessen Verteilungsfunktion F stetig differenzierbar ist,
so ist die Ableitungsfunktion F’ eine Dichte von Q beziiglich des Lebesgue-Mafles A.

(b) Zeigen Sie: Ist X eine reelle Zufallsgrofle, deren Verteilung die stetige A-Dichte f(x) besitzt,
und sind a € R\ {0}, b € R beliebig, so ist Y := aX + eine reelle ZufallsgréBe, deren Verteilung
die stetige A-Dichte g(y) = fmf(y;b) besitzt.

Aufgabe 29 (Normalverteilung : jeweils 3 = 9 Punkte)
Fiir alle 4 € R, 0% € (0,00) heifit das W.maBl N'(u, 0?) auf (R, B) mit der A-Dichte

W) = e )20
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Normalverteilung mit den Parametern p und o2; N(0,1) heiBt auch Standard-Normalverteilung.
(Dass h tatséchlich eine W.Dichte ist, also die Normierungsbedingung [, h(z)dX\(xz) = 1 erfiillt,
diirfen Sie voraussetzen und verwenden.)

(a) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der N(0, 1)-Verteilung.

(b) Zeigen Sie: Ist X N(u,0?)-verteilt und sind a € R\ {0}, b € R beliebig, so ist Y := aX +b
N (ap + b, a?c?)-verteilt.

(c) Berechnen Sie moglichst geschickt den Erwartungswert und die Varianz der N'(u, 0?)-Verteilung.

Aufgabe 30 (Konvergenzarten : 6 + 3 = 9 Punkte)
Es sei (X,,)nen eine Folge unabhingiger reeller Zufallsgrofen (auf irgendeinem W.raum (2, F,P))
mit P(X,, =n’) =n~%=1-P(X,, = 0) fiir alle n € N, wobei a,b € (0, ) beliebig.

(a) Untersuchen Sie, fiir welche Paare (a,b) die Folge (X, )nen
(1) P-stochastisch (ii) in L'(P) (iii) P-fast sicher
gegen Xy = 0 konvergiert.

(b) Untersuchen Sie, fiir welche Paare (a, b) die Folge (X,,)nen gleichméBig integrierbar ist.

Aufgabe 31 (,,Fast gleichmiflige Konvergenz* : 6 Punkte)

Es seien (9,4, ) ein endlicher Mafiraum und (f,,)nen eine Folge von messbaren Funktionen, die
punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Zeigen Sie, dass zu jedem ¢ > 0 eine Menge A, € A
mit pu(A:) < € existiert, so dass die Folge (f,,)nen auf AS gleichméBig gegen f konvergiert.

Hinweis: Fir alle k,1 € N sei Qi := U, {|fn — f| > 1/k}. Zeigen Sie, dass zu jeder Zahl k € N
eine Zahl I(k) € N mit p(Qp 1)) < £27" existiert, und setzen Sie A. := Uy~ Qi (k) -
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