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Ubungen zur Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie

Blatt 8 (Mafle mit Dichten, Konvergenzsitze, Konvergenzarten)

Aufgabe 32 (Transformation von Dichten : 6 + 3 4+ 3 = 12 Punkte)
Es seien I = (a,b) C R ein Intervall, P ein W.mafl auf (R|;, B|r), T : I — R eine Funktion und Pp
die induzierte Verteilung.

(a) Zeigen Sie: Hat P eine stetig Lebesgue-Dichte f: I — R und ist T : I — R injektiv und stetig
differenzierbar, so dass auch die ,,Umkehrfunktion* 7! : T(I) — R stetig differenzierbar ist,
so hat P eine stetige Lebesgue-Dichte g, ndmlich
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Bemerkung: Eine dhnliche Aussage gilt, wenn die Voraussetzungen nur stiickweise erfiillt sind:
Esselena =ty < t; < --- < t, = bendlich viele Punkte, I := (ty—1,tx), fx = f|Ix, Tx = T|1,,
k=1,...,n. Erfiillen fx bzw. T} die o.g. Voraussetzungen an f bzw. T, so gilt
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Diese Verallgemeinerung diirfen / miissen Sie im Folgenden verwenden.

(b) Bestimmen Sie g fiir den Fall, dass P’ die Gleichverteilung auf (=%, +%) und T'(z) = tanx ist,
und bestimmen Sie den Erwartungswert von Pp (falls existent).

(c) Bestimmen Sie g fiir den Fall, dass P die Standardnormalverteilung auf R und T'(x) = z? ist,

und bestimmen Sie den Erwartungswert von Pr (falls existent).

Aufgabe 33 (Gamma-Funktion : 3 + 2 + 3 = 8 Punkte)
Die Gamma-Funktion I" : (0,00) — R ist definiert durch

= =l o=t T .
Da) = /(O’oo)t Ad)  (z>0)

(a) Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Integral fiir alle z > 0 existiert.
(b) Zeigen Sie, dass die Gamma-Funktion stetig ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Gamma-Funktion unendlich oft differenzierbar ist, wobei
() = / (logt)kt*=Le t N(dt) (x> 0).
(O’Oo)

Hinweis: Benutzen Sie die aus der Vorlesung bekannten Sitze iiber parameterabhéngige Integrale.

Aufgabe 34 (Charakterisierung der stochastischen Konvergenz : 5 + 5 = 10 Punkte)
Es sei (2,4, 1) ein Mairaum, wobei p ein endliches Ma8 ist. Auf der Menge Z der messbaren reell-
wertigen Funktionen wird durch X ~Y < X =Y pu-fast iiberall offenbar eine Aquivalenzrelation
definiert. Bezeichne Z den Quotientenraum Z / ~. Fiir f,g € Z sei

_ [_1f =4 _
d(f,9) —/m dp;

dabei unterscheiden wir — wie in der Mafltheorie iiblich — nicht zwischen den Restklassen in Z und
ihren Représentanten in Z.

(a) Uberpriifen Sie, dass (Z,d) ein metrischer Raum ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir eine Folge (fn)nen, in Z gilt:
fn — fo p-stochastisch & d(fn, fo) — 0.

. . - . . . b b b :
Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass fiir a,b > 0 113% < ﬁ + 15 und a<b & ﬁ <15 gilt.

Abgabe: Mittwoch, 9. Dezember 2009, im Fach Ihres Tutors / Ihrer Tutorin



