Universitat Bielefeld Wintersemester 2009/2010
Dr. Guido Elsner
Dr. Holger Kosters

Ubungen zur Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie

Blatt 10 (Integration; endliche und unendliche Produktriume)

Aufgabe 39 (Integrationsformeln : jeweils 4 = 8 Punkte)
Sei (92, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

oo
(a) Zeigen Sie: Ist X eine Zufallsgrofie mit Werten in N>g, so gilt EX = Z P(X >n).

n=1

Hinweis: Schreiben Sie X (w) = 7 | 1{x(w)>n} und ordnen Sie um.
(b) Zeigen Sie: Ist X eine Zufallsgréfie mit Werten in R, so gilt EX = / P(X >t)dt.
0

Hinweis: Schreiben Sie X (w) = f[o oo) X (@)>1) A(dt) und ordnen Sie um.

Aufgabe 40 (Zufillige Dezimalbriiche : 6 Punkte)
Sei (X, )nen eine Folge von unabhiingigen ZufallsgroBen, wobei die Verteilung jeder Zufallsgrofie X,
die Gleichverteilung auf der Menge {0, 1,2,...,9} ist. Sei

Y = ixk 107,
k=1

Begriinden Sie, dass Y wieder eine Zufallsgrofle ist, und bestimmen Sie die Verteilung von Y.
(Hinweis: Wie hingt diese Aufgabe mit Aufgabe 21 zusammen?)

Aufgabe 41 (,,6 aus 49“ : jeweils 2 = 8 Punkte)
Beim in Deutschland iiblichen Lotto ,,6 aus 49“ werden bei jeder Ziehung (ohne Zuriicklegen und
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge) 6 Zahlen aus den Zahlen von 1 bis 49 gezogen.

(a) Beschreiben Sie die Situation, dass zu jedem Zeitpunkt n = 1,2,3,... eine Ziehung stattfindet,
durch ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell (d.h. einen geeigneten W.raum (€2, A, P)),
beschreiben Sie das Ereignis ,;es werden bei der n-ten Ziehung die Zahlen 1,2,3,4,5,6 gezogen*
(im Rahmen Ihres Modells) formal, und bestimmen Sie seine Wahrscheinlichkeit.

(b) Beschreiben Sie das Ereignis ,es werden irgendwann die Zahlen 1,2,3,4,5,6 gezogen“ formal,
und bestimmen Sie seine Wahrscheinlichkeit.

(¢) Beschreiben Sie das Ereignis ,,es werden unendlich oft die Zahlen 1,2,3,4,5,6 gezogen® formal,
und bestimmen Sie seine Wahrscheinlichkeit.

(d) Sei T der Zeitpunkt, zu dem zum ersten Mal die Zahlen 1,2,3,4,5,6 gezogen werden.
Beschreiben Sie T durch eine ZufallsgroBe (im Rahmen Thres Modells), und bestimmen Sie
die Verteilung von T (Hinweis: Aufgabe 9 (b)). Wie lange dauert es im Mittel, bis erstmalig
die Zahlen 1,2,3,4,5,6 gezogen werden?

Aufgabe 42 (Zufallsvektoren mit Dichten : 6 + 2 = 8 Punkte)

Es seien (0, A, 1), (", A", u") o-endliche Mafirdume und (X,Y) : (2, A, P) — (' xQ", A ®A")
eine ZufallsgroBe auf einem W.raum (9, A, P), so dass X eine Dichte fx bzgl. 4’ und Y eine Dichte
fy bzgl. 1 besitzt.

(a) Zeigen Sie: X und Y sind genau dann unabhéngig, wenn f(x,y) = fx(z)- fy (y) (x€, yeQ”)
eine Dichte von (X,Y") bzgl. des Produktmafes p/ @ p' ist.

(b) Die Verteilung von (X,Y) sei nun durch die Gleichverteilung auf dem Quadrat Q := [—1, +1]?
gegeben, die die Dichte f(z,y) := % 1g(z,y) beziiglich des MaBes A? besitzt. Bestimmen Sie
die Verteilungen von X und Y, und untersuchen Sie X und Y auf Unabhéngigkeit.

Abgabe: Donnerstag, 7. Januar 2010, 12.00, im Fach Ihres Tutors / Ihrer Tutorin



