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Aufgabe 43 (Eigenschaften integrierbarer ZufallsgréfSen : 5 Punkte)
Es seien (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Q,F) — (R,B) eine Zufallsgrofle.
Zeigen Sie: Aus X € LY(P) folgt lim, ., x P(|X| > z) = 0.

Hinweis: Analysieren Sie z. B. den Beweis der Markoff-Ungleichung (Lemma 7.7).

Aufgabe 44 (Charakterisierung der Konvergenz fast iiberall : 5 Punkte)
Es seien (€, A, 1) ein Mafiraum, wobei 4 ein endliches Ma$ ist, und (f,,)nen, eine Folge messbarer
reellwertiger Funktionen. Zeigen Sie:

fn konvergiert p-fast iiberall gegen fo < Ve>0: hm w(sup |fm — fol >€)=0

m>n

Aufgabe 45 (Momenterzeugende Funktion : jeweils 3 = 9 Punkte)
Ist X eine ZufallsgréBe, so dass der Erwartungswert E(efX) fiir alle ¢ € R endlich ist, so heifit
die Funktion pyx : R — Rt E(e!*) momenterzeugende Funktion von X. Zeigen Sie:

(a) px ist stetig.
(b) ¢x ist differenzierbar mit ¢’y (t) = E(Xe'X).
(¢) ¢x ist beliebig oft differenzierbar mit go()?)(t) = E(X*et¥) fiir alle k € Ny.

Insbesondere sind also die Ableitungen an der Stelle ¢t = 0 die sog. Momente E(X*) von X, was
die Bezeichnung erklért.

Aufgabe 46 (Summen unabhiingiger Zufallsgrofien : jeweils 3 = 12 Punkte)
Es seien X und Y im Folgenden stets unabhdngige Zufallsgrofen.

(a) Die Verteilungen von X und Y mdogen Dichten p, ¢ bzgl. der ZéhlmaBie px, py auf den Mengen
X.,Y C R besitzen, wobei X,) abzdhlbar. Zeigen Sie, dass X + Y bzgl. des Zdhlmafles auf
der Menge Z :={zx+y:xz € X,y € Y} die Dichte

(p*q)( Zp (z —x) (z €R)
z€R

besitzt, wobei die Reihe iiber diejenigen (héchtens abzéhlbar vielen!) 2z € R zu bilden ist, fiir die
e X und z —x € Y gilt.

(b) Berechnen Sie (als Anwendung) die Verteilung von X + Y, wenn X und Y Poisson-verteilt mit
den Parametern « bzw. § sind.

(¢) Die Verteilungen von X und Y mégen stiickweise stetige Dichten f, g bzgl. des Lebesgue-Mafles
auf R besitzen. Zeigen Sie, dass X + Y bzgl. des Lebesgue-Mafles die Dichte

(f*g)(z /f g(z — x) A(dx) (z € R)

besitzt.

(d) Berechnen Sie (als Anwendung) die Verteilung von X +Y, wenn X und Y jeweils gleichverteilt
auf [0, 1] sind.



Aufgabe 47 (Weierstraf3’scher Approximationssatz : jeweils 3 = 9 Punkte)

Es seien f : [0,1] — R eine stetige Funktion, (X,)nen eine Folge unabhéngiger Zufallsgréfen
mit P(X,, = 1) =p=1-P(X,, = 0) fiir alle n € N, wobei p € [0,1] fest, und (S,)nen die Folge
der zugehorigen Partialsummen, d.h. S,, := Y, _, X}, fiir alle n € N.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von S,.

Hinweis: Es geht einfacher ohne Aufgabe 46 (a).

(b) Zeigen Sie: lim,, .o E(f(Sn/n)) — f(p).
Hinwets: Schétzen Sie die Differenz ’E(f(Sn/n) — f(p))| ab, indem Sie die beiden Ereignisse
{|Sn/n —p| < 0} und {|S,/n — p| > §} (fiir geeignetes § > 0) getrennt betrachten.

(¢c) Zeigen Sie (mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden), dass es eine Folge von Polynomen
(fn)nen gibt, die auf [0, 1] gleichméfig gegen f konvergiert.

Hinweis: Betrachten Sie f,(p) :== E(f(Sn/n)), wobei der Parameter p nun variiert.

Sie kénnen sich aus den 5 Aufgaben 4 Aufgaben aussuchen, die Sie abgeben maéchten.
Wenn Sie Ihre Bearbeitungsquote aufbessern wollen / miissen, kénnen Sie auch alle
5 Aufgaben abgeben.

Abgabe: Mittwoch, 13. Januar 2010, im Fach Ihres Tutors / Ihrer Tutorin

Der Weihnachtsmann hat Ihnen als Weihnachtsgeschenk die Namen wichtiger Sdtze mitgebracht,
die Sie bei der Losung der Aufgaben verwenden kionnen (und die Sie sich iber die Weihnachtspause
in Erinnerung rufen sollten, wenn Sie sie vergessen haben sollten). Aber leider hat er vergessen
zu beschriften, welche Sitze fir welche Aufgabe niitzlich sind:

2 X Satz von Fubini
Substitutionsregel

’ Stetigkeitseigenschaften von Maflen ‘

’ Satz von der majorisierten Konvergenz ‘

’ Séatze iiber parameterabhéngige Integrale ‘

Tschebyscheff-Ungleichung (fiir die Varianz)

gleichméBige Stetigkeit

Wir wiinschen Ihnen ein schones Weihnachtsfest

sowie einen guten Start ins neue Jahr 2010.



