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Aufgabe 1 (Bemerkung 12.1).
a) Sei (Q, A, p) ein Mafiraum und g: 2 — R eine A-messbare, nicht-negative Abbildung. Sei v :=g-u
definiert durch
V() = (g 4) = [ g du
A

fiir alle A € A. Zeigen Sie, dass v wieder ein Maf§ auf (2, A) ist. (2 Punkte)
b) Beweisen Sie, dass eine A-messbare Funktion f: Q — R genau dann (g - p)-integrierbar ist wenn
f g p-integrierbar ist und dass in diesem Fall

/f‘gduz/fd(gw)

gilt. (2 Punkte)

Aufgabe 2.
Seid € N, sei U C RY eine offene Menge. Bemerke, dass B(R?) definiert ist als die kleinste o-Algebra,
die alle offenen Mengen des RY enthdlt. Wir definieren B(U) als die kleinste o-Algebra, die alle offenen

Mengen von U enthilt. Bemerke, dass eine Menge V. C R% offen in R ist genau dann wenn die Menge
VU offen in U ist.

Sei B(RY) N U definiert wie in Definition 2.6 (Spur-o-Algebra). Beweisen Sie, dass
BU)=BRYHNU

gilt. (2 Punkte)
Hinweis: Uberlegen Sie sich geeignete Erzeuger fiir die beiden o-Algebren

Aufgabe 3.

Sei d € N, seien U,V C R? offene Mengen und sei p: U — V ein C'-Diffeomorphismus. Zeigen
Sie, dass eine Funktion f: V — R genauw dann m-integrierbar iber V ist, wenn (f o ¢)|det Dy| m-
wntegrierbar uber U ist und dass in diesem Fall

/f dm:/(fogp)\dethpl dm
U

\%

gilt. (2 Punkte)
Aufgabe 4 (Nachtrag zum Bildmaf). ) )
Sei (Q, A, p) ein Mafraum. Sei (2, A) ein messbarer Raum und sei T: Q — Q eine A/ A-messbare

Abbildung und T(H) = po T das Bildmap von p unter T. Beweisen Sie, dass eine A-messbare
Funktion f: Q — R genau dann T(u)-integrierbar ist, wenn foT p-integrierbar ist und dass in diesem

Fall
[rerdu= [ arw
gilt. (2 Punkte)



