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Sei K ein Körper.

Aufgabe 1. Sei V ein K-Vektorraum, und W ein K-linearer Unterraum
von V . Definiere die folgende Relation R ⊆ V × V : Für v1, v2 ∈ V sei
(v1, v2) ∈ R genau dann, wenn v1 − v2 ∈W .

(1) Zeigen Sie, dass R eine Äquivalenzrelation ist.
(2) Beschreiben Sie die Äquivalenzklassen von R. Welche Klassen sind

K-lineare Unterräume von V ?

Aufgabe 2. Sei

K[t] :=

{ ∞∑
i=0

kit
i | ki ∈ K für i ∈ N0, ki = 0 für fast alle i

}
die Menge der Polynome in der Unbestimmten t mit Koeffizienten in K. Wir
definieren:

+ : K[t]×K[t]→ K[t] · : K ×K[t]→ K[t](∑
i

kit
i,
∑
i

k′it
i

)
→
∑
i

(ki + k′i)t
i

(
k,
∑
i

kit
i

)
→
∑
i

kkit
i.

Zeigen Sie, dass K[t] mit diesen Operationen ein K-Vektorraum ist. Bestim-
men Sie eine K-Basis von K[t]. Ist dimK(K[t]) < ∞? Begründen Sie Ihre
Antwort.

Für n ∈ N0 sei
tnK[t] := {tnf(t) | f(t) ∈ K[t]}.

Zeigen Sie, dass tnK[t] ein K-linearer Unterraum von K[t] ist. Bestim-
men Sie eine K-Basis des Quotientenraumes K[t]/tnK[t]. Zeigen Sie, dass
dimK(K[t]/tnK[t]) = n gilt.

Aufgabe 3. Sei A := Abb(N0,K) = {f | f : N0 → K}. Wir definieren∫
: A → A, f 7→

(
n 7→

n∑
i=0

f(i)

)
=:

∫
f

und
∆ : A → A, f 7→ (n 7→ f(n)− f(n− 1)) =: ∆f.

(Hier ist, per Konvention, f(−1) = 0 für alle f ∈ A.) Zeigen Sie, dass die
Abbildungen

∫
und ∆ K-linear sind und dass

∆ ◦
∫

=

∫
◦∆ = IdA

gilt. Sei nun
F := {f ∈ A | |{i ∈ N0 | f(i) 6= 0}| <∞}

die Teilmenge aller Abbildungen in A mit endlichem Träger ; siehe Übungs-
blatt 4, Aufgabe 3. Bezeichne mit

∫
|F : F → A, f 7→

∫
f , die Einschränkung

von
∫

auf F . Analog ist ∆ |F : F → A definiert. Gilt im(∆|F ) ⊆ F? Gilt
im(
∫
|F ) ⊆ F? Begründen Sie jeweils Ihre Antwort.


