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Chapitre 1

Introduction

1.1 Résultat principal

Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, par exemple
k= C. Soit Ry = k[tlﬂ, tQﬂ] I’anneau de polynémes de Laurent sur k. Ce travail
porte sur la classification des torseurs sous les groupes algébriques classiques
(i.e. les groupes de types A,_1 et B, (n > 2), C,, (n > 3) et D,, (n > 4) sauf
36D,). Fixons une famille compatible de racines n-iemes de I'unité primitives
(Cn)n>1, i-e. pour tout I > 1, ¢}, = ¢,. Notons A(s,t) (s,t > 1) la Rs-algebre
d’Azumaya définie par les relations

Xt=t;, Y=t et XY =(,YX.

Disons que le Rs-schéma en groupes semi-simples simplement connexe G satis-
fait & la condition (*), si G = SL;(A(s,t)) avec pged (s,t) > 2.
Alors le théoreme principal de ce travail est le suivant :

Théoréme 1.1. Soit G un Rg-schéma en groupes semi-simples simplement
connexe de type :

1. YA, satisfaisant a (*)
2. 24,1 n>7)
3. Cp (n>6)
4. 12D, (n >38)
alors HY,(R2, G) =1 ou ét est la topologie étale sur R.

Remarque 1.2. Pour G = Spin(q), ot ¢ est une Ro-forme quadratique de
rang > 5, on a également Hl(Rg, G) = 1. La trivialité de cet ensemble découle
d’un travail de Parimala [Pa], voir [GP1, Cor. 6.3]. On a donc H*(R2,G) =1
également pour G de type B, (n > 2) et pour certains G de type 12D, (n > 4).

L’ensemble H ét (R2, G) classifie les torseurs ou espaces principaux homogenes
sous le Rz-schéma en groupes G (voir [Gir, ITI] ou [Mi, I11.4] et le début du
chapitre 2). Observons I’analogie de ce théoréme avec la conjecture II de Serre
[Se, Conjecture II] :
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Conjecture II. Soit F' un corps parfait de dimension cohomologique 2 et soit G
un F-schéma en groupes semi-simples simplement connexe, alors H},(F,G) = 1.

Le corps de fractions K := k(t1,t2) de Rs est de dimension cohomologique 2.
Par un théoreme de de Jong [dJ] I'indice et 'exposant dans le groupe de Brauer
coincident sur K. Il suit qu’en utilisant ce théoreéme, par [CTGP, théorémes
1.3 et 2.1] — pour le cas ot G est sans facteur de type Eg — et par [GP1,
Thm. 2.5] — pour le cas o G contient un tel facteur — la conjecture II est
vraie pour F' = K. On peut alors voir le théoreme 1.1 comme une variante
“globale” de cette conjecture pour K. Notons qu’il y a une obstruction a ce que
la conjecture II soit vraie pour 'anneau Ro pour groupes de tous les types :
L’ensemble H} (Ra, SLi(A(1,n))) nest trivial pour aucun n > 1 (voir [GP1,
Prop. 3.20 et Rem. 3.23] et chapitre 3.3). Par contre il y a lespoir que les
autres bornes puissent étre améliorées : la trivialité de H},(R2,SL1(A(s,t)))
pour pged (s,t) = 2, et de H},(Ra, G) pour G de type ?A,_1 (avec 2 < n <6),
C, (avec 3 <n < 5) et L2p, (avec 4 < n < 7, et G n’étant pas le groupe des
spineurs d’une Ra-forme quadratique) reste une conjecture (cf. [GP1, Conjecture
6.1] et chapitre 3.3).

1.2 Algebres de Lie de dimension infinie

A part la relation avec la conjecture IT de Serre, les torseurs sur Spec Ry ont
une relation importante avec une certaine classe d’algebres de Lie de dimension
infinie sur C, appelées extended affine Lie algebras (EALA’S) (cf. section 3.3,
[AABGP] et [Ne]). Pour préciser cette relation présentons le cas général pour
les anneaux de polynémes de Laurent a m variables et introduisons la notion
d’une algebre de multi-lacets.

Soit donc R, = k[tF!, ..., tE!]. Fixons (Cn)(n>1) une famille compatible de
n-racines de I'unité (¢}, = ¢,). Soit g une k-algebre de Lie simple, de dimension
infinie. Soit G = Aut(g) son groupe de k-automorphismes. Notons également
par G le groupe de R,,-automorphismes de la R,,-algebre g R, . Etant donnée
une famille o = (07, ..., 0y, ) d’automorphismes d’ordre fini de la k-algébre g qui
commutent, on peut construire une k-algebre L(g, o), dite algébre de multi-lacets
associée & cette donnée (voir section 3.2.1 et [GP1, 5.1]). Cette k-algebre est de
dimension finie vue comme R,,-algebre, et en fait, elle est une R,,-forme de g'. Il
suit que l'on peut lui attacher un torseur qui définie une classe dans I’ensemble
de cohomologie H(R,,,G) (si G est un k-groupe semi-simple?, cette classe
correspond & des torseurs de lacets (ou loops torsors en anglais) comme ils ont
été définis et étudiés dans [GP1, section 3], voir aussi 3.1). Le formalisme général
d’espaces principaux homogenes (ou torseurs) sur des schémas permet alors
d’étudier ces algebres de multi-lacets a I’aide de cet ensemble de cohomologie.

Ensuite, ces algebres de multi-lacets ont 'anneau R,,, comme centroide;
l'interét de ces algebres provient donc du théoréme principal de [ABFP], qui
montre que des centre-less cores (loc.cit.) des EALA, qui sont des modules de
dimension finie sur leur centroides, sont toujours des algebres de multilacets.

1Strictement, elle est une R,-forme de g®j Rm, mais ce petit abus de notation sera utilisé
tout au long de ce travail.
2dans le sens de Borel [Bo].
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Pour m = 1,2, les algebres de multi-lacets ont déja fait I’objet de plusieurs
études :

Dans le cas m = 1, la classification des torseurs sur Ry = k[tT1] a été faite
dans [Pi]. Tous les torseurs correspondent a des algebres de multi-lacets. Celles-
ci sont toutes des centre-less cores de EALA, et ces dernieres sont des algebres
de Kac-Moody affines.

Le cas m = 2 a déja été étudié dans [GP1] et [GP2]. Si G est un Ra-groupe
semi-simple®, Gille et Pianzola ont entierement décrit la classe des torseurs de
lacets sur Ry (i.e. les classes dans H!(Ry, G), qui correspondent aux algebre
de multi-lacets). Ils ont d’ailleurs conjecturé que si le schéma en groupes G
(pas forcément semi-simple) est rationnellement isotrope (i.e. isotrope sur K =
Frac(Rz) = k(t1,t2), voir section 4.1) alors tous les torseurs sous G correspon-
dent a des algebres de multi-lacets. Le théoreme 1.1 montre que, en rang assez
grand, ceci est le cas pour tous les groupes classiques. Gille et Pianzola ont
observé que le cas ot G = Spin(q), avec g une Ry-forme quadratique de rang
> 5, découle d’un travail de Parimala [Pa] sur les formes quadratiques sur les
anneaux de Dedekind, voir la remarque 1.2.

En ce qui concerne les algebres de multi-lacets, Gille et Pianzola ont conjec-
turé qu'ils sont, en dehors de type A, entierement determinées (a k-isomorphisme
prés) par leur indice de Witt-Tits, cf. [GP1, Conj. 6.4]. Dans le chapitre 6 du
présent travail, on déduit du théoreme 1.1, que cette conjecture est en fait vraie
en dehors de type 1A, & savoir :

Corollaire 1.3. Soit g une algébre de Lie simple, de dimension finie sur k de
type Ap—1 (n>7), B, n>2),C, (n>6) ou D,, (n>8). Notons Auty(g)
son groupe de k-automorphismes. Soient x = (x1,x2) ety = (y1,y2) deux paires
d’automorphismes d’ordre fini de g qui commutent, i.e. on a x1x2 = Tox] €t
Y1Y2 = Yo2uy1. Si g est de type A,_1, supposons de plus que les éléments x1, T2,
y1 et yo me sont pas tous contenus dans la composante connexe de l'élément
neutre de Auty(g). Alors L(g,x) ®r, K est une algébre de Lie de dimension
finie et isotrope sur K. De plus,

L(g, %) =k—rie L(g,y) & 1(x) = I(y)

ou I(x) et I(y) sont les indices de Witt-Tits de x et 'y respectivement (voir
section 3.1.1).

1.3 Structure de ce travail

La stratégie pour prouver le théoreme 1.1 est analogue a celle de Bayer et
Parimala dans [BFP] : on utilise la description (due & Weil [We] dans le cas
d’un corps de base) des torseurs sous les groupes classiques sur Rp en termes
d’algebres d’Azumaya pour les groupes de types 'A, et en termes d’algebres
d’Azumaya & involutions pour les autres groupes classiques, cf. [Kn, II1.8.5].
Ensuite on calcule les groupes de Grothendieck des algebres d’Azumaya sur
R et les groupes de Witt des formes hermitiennes et anti-hermitiennes sur des
algebres d’Azumaya a involutions sur Rs. Pour cela on utilise une suite spectrale

3ou plutét GR,-
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de K-théorie de Panin et Suslin [PS] pour le cas 1 4,,_; et deux suites spectrales
de Stefan Gille [Gill] et [Gil2] pour les cas 24,,_1,Cy, D,,. Enfin on utilise des
théorémes de scindage et de simplification de Knus et Bertuccioni [Kn] pour
obtenir des résultats non stables qui portent sur les torseurs sur Rs.

Par rapport a la structure de ce travail, le chapitre 2 introduit des résultats
sur les algebres d’Azumaya, les formes quadratiques et hermitiennes et sur les
algebres a involutions dont on aura besoin par la suite. Le chapitre 3.3 explicite
le lien avec les algebres a multi-lacets et introduit les conjectures. Ensuite les
chapitres 4 et 5 traitent de la preuve du théoreme 1.1 pour les groupes des
différents types. Le chapitre 6 est dédié a la demonstration du corollaire 1.3 et
finalement 'appendice contient la preuve d’un théoréeme de compatibilité entre
I’équivalence de Morita et une suite spectrale de groupes de Witt dont on aura
besoin dans le chapitre 5.

1.4 Conventions et notations

Tous les anneaux et homomorphismes d’anneaux qui apparaissent sont dans
la catégorie des anneaux avec un élément unité et tous les modules sont, sauf
mention expresse du contraire, des modules a gauche. Pour un anneau R, la
catégorie des R-modules a gauche est notée R — o0 et quand il est clair dans
le contexte qu’il s’agit de modules & gauche ou a droite, cette catégorie est notée
M(R). On note M" la somme directe de r copies du module M. Si R est un
anneau, M un R-module et R — S un homomorphisme d’anneaux, on note
Mg = M ®pg S le S-module obtenu par extension d’anneaux. De méme pour
un homomorphisme f : M — M’ entre R-modules on note fs = f Qg idg :
M ®r S — M ®pr S 'hnomomorphisme obtenu par extension d’anneaux. Si
A est un anneau, on note par A°? I'anneau avec la multiplication opposée. On
identifie toujours 'anneau (A°P)°P avec A. Toutes ces conventions se traduisent
de maniére analogue pour les catégories des faisceaux d’anneaux sur un schéma
et les faisceaux de modules sur un tel faisceau d’anneaux. Tout au long de ce
travail, A désigne un anneau, R désigne un anneau commutatif et & un corps
commutatif. La catégorie des groupes abéliens est notée b.



Chapitre 2
Généralités et préliminaires

Ce chapitre expose des résultats sur des algebres d’Azumaya, des formes
quadratiques et hermitiennes et sur des algebres a involutions dont on aura be-
soin dans ce travail. A part les généralités de géométrie algébrique et celles sur les
algebres d’Azumaya et le groupe de Brauer, qui sont évidémment en grande par-
tie dues & Grothendieck, nos sources principales sont les livres [Kn] et [KMRT].
Dans [Kn], Knus donne une exposition de généralités sur des formes hermitiennes
et quadratiques sur des anneaux, de théoremes de comparaison de catégories de
formes hermitiennes et d’une théorie de Morita pour les catégories de formes
hermitiennes, que ’on réproduit dans ce chapitre. On tire de ce livre également
des théoremes de simplification pour des modules (du & Bass et Schanuel) et
pour les formes hermitiennes (du & Bak). Le livre [KMRT] contient une étude
détaillée de I'ensemble HZ, (k, G), pour G un k-groupe algebrique linéaire semi-
simple de type classique, en termes d’algebres simples centrales a involutions.
On étend ces descriptions & des ensembles HY, (R, G) (out R désigne un anneau
et G désigne un schéma en groupes algébriques linéaires) sous certains condition
sur R et G.

2.1 Géométrie algébrique et modules

Soit X un schéma. Pour z € X on note O, ’anneau local en z et k(x) son
corps résiduel. Supposons que le schéma X est affine, i.e. X = Spec R pour un
anneau commutatif R. On note son espace topologique sous-jacent aussi Spec R,
c’est ’ensemble des idéaux premiers de R muni de la topologie de Zariski. Le
sous-ensemble des idéaux maximaux de R, muni de la topologie induite est noté
Spm R. La dimension (combinatoire) (cf. [Kn, VI.2.2]) de I’espace topologique
Spec R, noté dim Spec R, est aussi la dimension de Krull de I'anneau R. Pour un
anneau noethérien, la dimension de ’espace Spm R n’excede pas la dimension
de Spec R, cf. [Kn, VI.2.2].

Soit G un schéma en groupes commutatifs sur X. Soit £ une topologie sur
X (e.g. E = ét la topologie étale, E = fppf la topologie fideélement plate de
présentation finie). Alors les groupes de cohomologie H% (X, G) correspondent a
la cohomologie “foncteur dérivé” pour la topologie E et les ensembles H (X, Q)
signifient la cohomologie de Cech pour la topologie F.

9
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Dans le cas ou G est un schéma en groupes non commutatifs sur X, les seuls
ensembles de cohomologie qui existent sont les ensembles Hi(X, G) (i = 0, 1),
c.f. [Gir, Ch. III].

Pour G commutatif, on a par [Mi, I11.2.10] que H (X, G) ~ H (X, G) pour
i = 0,1. Donc on va noter pour tout G les premiers ensembles de cohomologie
HY%(X,G) et H,(X,G) étant clair qu’il s’agit des ensembles de cohomologie de
Cech si G est non commutatif.

De plus on a le résultat suivant de comparaison des topologies : soit G un
schéma en groupes lisses sur X, alors H,(X,G) ~ H}, (X, G) (i > 0) [Mi,
II1.4.2 et II1.3.9]. Ce résultat provient du fait que tout torseur sous un schéma
en groupes lisses est lisse.

Rappelons quelques défintions concernant de modules :

Définition 2.1. Soit M un A-module a gauche, i.e. M € A—900. On dit que :
— M est projectif si le foncteur Hom 4 (M, ) : A — 9od — Ab est exact.
— M est fidéle si le foncteur Homa (M, —) : A — Mod — Ab est fidele.
— M est fidelement projectif s’il est fidéle et projectif.

Soit A une R-algebre finie, qui est un R-module fidelement projectif de rang
constant m sur R (e.g. si Spec R est connexe). Alors on dit quun A-module
fidelement projectif est de rang relatif n sur A, s’il est un R-module projectif
de rang mn. La définition suivante est tirée de [Bs3], voir [Bs3, IV.1 (p.167)] et
[Bs3, IV.2 (p.171)].

Définition 2.2. Soit D une R-algebre finie, i.e. une R-algebre qui est de type
fini comme R-module. Soit M un D-module. On dit que

frang, (M) > r

si pour tout idéal maximal m € R, le Dy-module My, possede un facteur direct
isomorphe a Dy,.

2.2 Algebres d’Azumaya et groupe de Brauer

Les références pour les définitions et résultats suivants sont principalement
les deux exposés de Grothendieck [Grl] et [Gr2].

Définition 2.3. Soit (X, Ox) un schéma noethérien. On appelle algebre d’Azu-
maya de degré n sur X un faisceau A de O x-algebres localement libres de rang
n? tel que ’lhomomorphisme naturel

ARy AP — Endy, (A)

donné par a ® b°? — (z +— axb) est un isomorphisme.

Ceci équivaut a dire que A est un faisceau en O x-algebres localement libres,
localement isomorphe & M,,(Ox) pour la topologie étale, cf. [Grl, th. 2.5.1].
En particulier, pour un schéma affine X = Spec R, on retrouve les algébres
centrales séparables sur R [Kn, II1.5.1.1] et pour R = k un corps, les algebres
simples centrales sur k.
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Observons que si A et B sont deux algebres d’Azumaya sur X, alors leur
produit tensoriel A ®¢, B en est de méme. L’ensemble de classes d’isomorphie
par la relation d’équivalence “A ~ B si et seulement si les catégories Mod — A et
Mo0 — B sont équivalents” est un groupe abélien dont 'opération est donnée par
le produit tensoriel, cf. [Grl, p.47]. On note ce groupe Br,(X). Pour X quasi-
compact, ce groupe est de torsion, voir [Grl, cor. 1.5]. On définit le groupe de
Brauer cohomologique (ou simplement groupe de Brauer) de la fagon suivante.

Définition 2.4. Soit X un schéma. Le deuxieme groupe de cohomologie pour
la topologie étale a coefficients dans G,,, est appelé le groupe de Brauer de X et
noté Br(X) = H?(X,G,,).

Pour X = Spec R, R un anneau local, on a H?(R,u;) = H*(R,G,,).
Pour un corps k, on a Bra,(k) = Br(k). Pour tout schéma X on dispose d’un
plongement naturel

Bra,(X) — Br(X),

voir [Grl, prop. 1.4]. Si X est affine, par un théoréme de Gabber [Ga, Ch.II,
Thm.1], cette injection induit un isomorphisme de Bra,(X) avec le sous-groupe
de torsion de Br(X). De plus on a le théoréme suivant de Grothendieck.

Théoréme 2.5. Soit X un schéma noethérien de points mazrimaux Ty, ..., Ty.
On a alors une injection

Br(X) — @ Br(k(x;)).

1<i<n

dans les deux cas sutvants :
1. X est régulier,

2. X est de dimension 1 et pour tout point fermé x € X, le corps résiduel
k(x) est séparablement clos.

En particulier, Br(X) est de torsion dans ces deux cas.
Démonstration. [Gr2, cor. 1.5, cor. 1.8 et cor.1.10]. O

Observons que l'on a alors un isomorphisme Br(X) = Bra,(X) pour X
nothérien, affine et régulier.

Le théoreme suivant de Wedderburn sur les algebres centrales simples est
utilisé par la suite librement :

Théoréme 2.6. Soit A une algebre simple de dimension finie sur un corps k.
Alors il existe un entier r > 1 et une algébre a division A sur k, tels que A est
isomorphe a 'anneau de matrices M, (A). De plus A est unique & isomorphisme
pres.

Démonstration. [GS, Th. 2.1.3] O

Il en est de méme pour le fait suivant :

Proposition 2.7. Soit A une algébre d’Azumaya de rang m sur un anneau R.
Soit P un module projectif de type fini sur A. Alors f-rang ,(P) est égal au rang
relatif de P sur A.
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Démonstration. Soit n le rang relatif de P sur A. Soit m un idéal maximal de R.
Il faut montrer que Py, contient un facteur direct isomorphe & (Ay)™. Mais Ay
est une algebre d’Azumaya sur un anneau semi-local et Py, est un Ay-module
qui est un module projectif de type fini de rang mn sur Ry,. On peut donc
appliquer [Kn, II1.5.2.2] pour obtenir que Py, est isomorphe au Ay-module libre
(An)". 0

2.3 Formes hermitiennes, groupe de Witt et théoremes
de simplification

2.3.1 Involutions et formes hermitiennes

Soit A un anneau. Une involution sur A est un isomorphisme 7: A — A°P
tel que 72(a) = a pour tout a € A. Dans ce qui suit, on écrit parfois @ au lieu
de 7(a). Soit alors (A, 7) un anneau avec involution. Si 2 € A*, on définit :

Sym(A,7) :=={a € A|7(a) =a}

et
Skew(A,7) :={a€ A | 7(a) = —a},

les ensembles des éléments symétriques et respectivement antisymétriques.

Soit dans ce qui suit (A, 7) un anneau avec involution (pas nécessairement
avec 2 € RX). Soit M un A-module & gauche. Il peut étre regardé comme
A-module & droite M par la régle :

am=ma, m € M.

Plus précisément on définit M = M comme le groupe additif sur lequel A agit
par la regle ci-dessus. Si maintenant M est un A-module a gauche
MY := Homu (M, A) est un A-module & droite. Donc

M* ;= Homa (M, A)
est un A-module a gauche. On peut définir un foncteur contravariant
A —9Mod — A — Mod

par ¢ — Y oll ¢ € Hom4 (M, N) et ¢V est défini par ¢V (f) = fo pour f € NV,
cf. [Kn, I1.2.1]. De plus, on a une fleche canonique

* kk
wy =wym M — M™,

cf. [Kn, 1.2.1.2]. Sur la sous-catégorie de A-modules projectifs de type fini, la

* se restreint en une dualité, cf.

fleche wys est un isomorphisme et le foncteur
[Kn, 1.3.1.2].
Donc une involution sur un anneau non commutatif permet de définir une

dualité sur sa catégorie des modules projectifs de type fini.
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Définition 2.8. [Kn, I1.2.3]

Soit (A, 7) un anneau avec involution et soit M un A-module fidélement pro-
jectif. Un homomorphisme h € Hom(M, M*) est appelé forme sesquilinéaire et
la paire (M, h) est appelée module sesquilinéaire. Si h est un isomorphisme, la
paire (M, h) est appelée espace sesquilinéaire. Définissons

GA,1):={ue Z(A)|uu=1},

ou Z(A) désigne le centre de A. Soit e € G(A, 7) et h € Hom(M, M*) une forme
sesquilinéaire. Si le diagramme

M
WM l / h*
M**

est e-commutatif, i.e. h = eh*wys, alors h est appelé forme e-hermitienne et la
paire (M, h) est appelée module e-hermitien. Si h est un isomorphisme, la paire
(M, h) est appelée espace e-hermitien.

Un morphisme « de modules sesquilinéaires (Mi, hy) — (Ma, h2) est un
homomorphisme « € Hom (M7, M) tel que hy = a*haq, i.e. tel que

Mli)]\@

m| |2

.
My —— M3
commute. Les isomorphismes sont appelés isométries.

Remarque 2.9. 1. Si e =1 les formes e-hermitiennes sont juste appelées
formes hermitiennes, et si € = —1 on les appelle anti-hermitiennes. Ces
deuz cas sont les plus importants.

2. Sil’anneau A est commutatif et l’involution est triviale, une forme hermi-
tienne est une forme bilinéaire symétrique, et une forme anti-hermitienne
est une forme alternée. Si 2 € A* | les formes symétriques correspondent
auz formes quadratiques.

Les (A,7)-modules e-hermitiens forment ainsi une catégorie. Les (A, 7)-
espaces e-hermitiens avec les isométries comme morphismes en forment une
sous-catégorie. Cette sous-catégorie est notée Herm®(A, 7).

2.3.2 Comparaison de catégories de formes hermitiennes

Les deux propositions suivantes comparent des catégories de formes hermi-
tiennes. La premiere est utile pour étre ramené & une involution privilegiée, dite
canonique ou standard, cf. [Kn, I.1.3], qui existe sur certaines algebres, quitte,
par exemple, a considérer les formes anti-hermitiennes a la place des formes her-
mitiennes (ou vice versa). Ceci nous est particulierement utile dans les sections
5.4 et 5.5. La deuxiéme proposition est une forme de 1’équivalence de Morita
pour les catégories de formes hermitiennes.
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Proposition 2.10. Soit (A, 7) un anneau avec involution et soit u € A* tel

que

/ —1

iz ur(z)u

est aussi une involution de A. Alors ey := ut(u)™! € G(A,7), i.e. €g est un
élément du centre de A et eg7(eg) = 1. On a alors un isomorphisme de catégories
qui respecte les sommes orthogonales et les espaces hyperboliques :

Herm®(A, 7) — Herm“° (A, 7')
defini par (M, h) — (M,uh) ot (uh)(z,y) = uh(z,y) pour x,y € M.
Démonstration. [Kn, 1.5.8.2] O

Proposition 2.11. Soit (A,7) un anneau avec involution et soit (P, hg) un
espace eg-hermitien, ot €g € {£1}. Soit B = End4(P) et 7' Uinvolution adjointe
sur B, i.e.
7'(9) =ho" 9" ho.
Alors pour € € {£1} la fleche
Herm®(A, 1) — Herm®° (B, 1)
donnée par

(M, h) — (Homu (P, M),R),

ot
W(f)(g) =ehy' f*hy

pour f,g € Homu (P, M), est une équivalence de catégories.
Démonstration. Voir [Kn, 1.9.3.5] et [Kn, 11.3.4.2]. O

Corollaire 2.12. Soit R un anneau avec 2 € R* et soit € € {£1}. On a une
équivalence de catégories

Herm®(R,id) — Herm™ ¢(M3(R), o)

ot o est Uinvolution sur Ma(R) donnée par

a b d —b
— .
c d —c a
Démonstration. On applique la proposition 2.11 en posant A = R avec 'involu-
tion triviale, g = —1, P = R? et hg : R?2 x R? — R la forme alternée standard,

définie par ((x1,z2), (y1,¥y2)) — T1y2 — T2y1 : dans ce cas, 'involution adjointe
sur B = M3(R) est bien I'involution o. Le corollaire suit. O

Remarque 2.13. L’involution o est appelée linvolution standard de l’algébre
quaternionique Ms(R), voir [Kn, 1.1.3]. Elle est, par [Kn, Prop. 1.1.3.4], lu-
nique involution standard sur Ms(R).
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2.3.3 Groupe de Witt

Considérons maintenant X, l’ensemble sous-jacent de la catégorie
Herm®(A, 7) quotienté par la relation d’équivalence d’isométrie. La somme or-
thogonale de deux espaces hermitiens induit une structure de monoide sur X+ :

(M, 1)) + (M7, 1)) = [(M', ) L(M", 1)],

ou [(M,h)] représente la classe d’isométrie d’'un espace hermitien (M,h). En
faisant de ce monoide d’une maniere canonique un groupe, la “construction de
Grothendieck” expliquée dans ([Sch, 2.1]) par exemple, on obtient le groupe
de Witt-Grothendieck W¢ (A, 7). Le quotient de ce groupe abélien par le sous-
groupe des classes définies par les espaces hyperboliques (voir [Kn, 1.3.5] pour
la définition d’un espace hyperbolique) est appelé le groupe de Witt de formes
e-hermitiennes sur 'anneau avec involution (A, 7) et est noté W€¢(A, 7). Cer-
tains foncteurs entre catégories de formes hermitiennes induisent des homomor-
phismes (voir isomorphismes) de groupes de Witt. Deux exemples importants
qui induisent des isomorphismes de groupes de Witt sont le “scaling” (proposi-
tion 2.10) et I’équivalence de Morita (proposition 2.11).

2.3.4 Théorémes de simplification

Rappelons que pour un anneau commutatif R, Spm R est le sous-ensemble
de Spec R consistant en les idéaux maximaux avec la topologie induite. Si R est
noethérien, on a dim Spm R < dim Spec R, cf. [Kn, VI.2.2]. Observons aussi que
dim Spm R = 0 si et seulement si R est semilocal. Pour I’anneau qui est ’objet
principal de ce travail on a en fait égalité de la dimension du spectre et de celle
du spectre maximal :

Lemme 2.14. Soit R = k[t:',t5'] lanneau de polynémes de Laurent d deuz
variables sur un corps algébriquement clos k. Alors on a dim Spm R = dim Spec R.

Démonstration. Comme R est noethérien, on a dim Spm R < dim Spec R et la
chaine d’inclusions de sous-ensembles fermés irréductibles de Spm R

0C ((z—a),(z—0b) S V((z—a)NSpmR
(olt a,b # 0) est de longueur 2, donc dim Spm R > 2 = dim Spec R. O

On rappelle le théoreme de simplification de Bass-Schanuel sur la simplifi-
cation de modules projectifs sur les R-algebres finies :

Théoréme 2.15. Soit R un anneau commutatif avec dim Spm R = d. Soit A
une R-algébre finie et P un A-module projectif tel que frang,(P) > d. Alors,
pour tout A-module projectif de type fini Q et tout A-module P’,

PoQ~PaQ

entraine que P ~ P’.
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Démonstration. [Bs3, IV, Cor. 3.5] O

Une version pour les algebres a involutions est le théoreme suivant, di a Bak
[Bk, Sect. 4 (p.60)].

Théoréme 2.16. Soit R un anneau commutatif avec dimSpm R = d. Soit
(A,7) une R-algébre finie avec involution et soit P un A-module projectif de
type fini. Soit € € {£1} et supposons que (M,h), (M',h") et (N,g) sont des
espaces e-hermitiens sur (A, 7). Si

(M,h) L $(P) L (N,g) ~(M',h') L(N,g)
et frang, P > d, alors (M,h) L $H(P)~ (M',1).

Démonstration. [Kn, V1.6.2.5] O

2.4 Involutions sur les algebres d’Azumaya

Soit R un anneau (commutatif) avec 2 € R*. Soit (A, 7) une algebre d’Azu-
maya sur R a involution. La restriction de 7 & R, au centre de A, induit une
involution 7|g sur R. Comme R est commutatif, 7| est un automorphisme de
R d’ordre 2. Notons Fix(7|g) := {r € R|7(r) = r}. C’est un sous-anneau de R.
Dans ce travail, deux cas particuliers nous sont utiles :

Définition 2.17. Si 7|r = idg, ie. Fix(7|r) = R, on dit que 7 est une involution
de premiere espéce.

Si R est une Fix(7|g)-algebre quadratique (un module localement libre de rang
2), on dit que T est une involution de deuziéme espéce.

Remarque 2.18. Comme 2 € R*, la condition sur R d’étre une Fix(7|g)-
algébre quadratique revient a dire que R est une extension étale quadratique.

Observons que si le groupe de Picard de R est sans torsion on obtient le corollaire
suivant de la proposition 2.10 :

Corollaire 2.19. Soit A une algebre d’Azumaya sur un anneau commutatif
R tel que Pic(R) est sans torsion. Soient T et 7' deux involutions de la méme
espéce sur A. Alors il existe e € {£1} tel que l'on a pour tout € € {£1} un
isomorphisme de catégories

Herm®(A,7') — Herm®° (A4, 7).

Démonstration. La composition 7’ o 7 est un R-automorphisme de A. Par
[Kn, II1.5.2], tout R-automorphisme de A est intérieur. On a donc un élément
u € A% tel que 77 o 7 = int(u), ie.

(x) =7 (r(1(z)) =u-1(x) - ut.

Le résultat suit alors de la proposition 2.10. |
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Soit maintenant (A4, 7) une algébre d’Azumaya & involution sur un anneau
R (quelconque avec 2 € R*). La théorie de la descente permet d’étudier ces
algebres a partir des algebres de matrices. Si 'involution est de premiere espece,
le prochain lemme est fondamental et il nous renseigne sur les notions d’involu-
tion de type symplectique et d’involution de type orthogonal. Pour u € GL,,(R),
notons l'involution z — u ! u~! sur l'algebre des matrices M, (R) par oy.

Lemme 2.20. Soit (A,7) une algébre d’Azumaya de rang n? & involution de
premiére espéce sur un anneau, commutatif R. Il existe une extension d’anneau
fidelement plate S/ R telle que o : AQrS —— M, (S) et telle que a(T®id) a~! =
ou pour un certain u € M, (S) avec u' = eu et € € pus(R). L'élément € est
indépendant du choix de S et a.

Démonstration. Voir [Kn, IT1.8.1], en particulier [Kn, IT1.8.1.1]. O
L’élément € est appelé la parité de (A, 7). Plus précisément :

Définition 2.21. Soit (A4,7) une algebre d’Azumaya de rang n? A involution
de premiere espece sur un anneau commutatif R. Si € = 1, on dit que 7 est de
type orthogonal, si e = —1, on dit que T est de type symplectique.

Enongons un lemme d’annulation qui nous sera utile plus tard.

Lemme 2.22. Soit S un anneau strictement hensélien et G un S-schéma en
groupes lisse, alors H'(S,G) = 1.

Démonstration. Soit k le corps résiduel de S, on a donc une fleche évaluation
ev : HY(S,G) — H'(k,Gy). L’ensemble H'(k,Gy) est trivial puisque k est
séparablement clos. Par [SGA3, XXIV, prop. 8.1], ev est une bijection, d’out le
lemme. O

Ce lemme nous permet d’étendre au cas des anneaux beaucoup de descrip-
tions des ensembles de cohomologie déja connues dans le cas des corps.

Pour les algebres d’Azumaya a involutions on peut aussi définir par descente
les ensembles d’éléments symétriques et antisymétriques inversibles. Supposons
dans ce qui suit que 1’on se trouve dans un des cas deux suivants :

1. (A, 7) est une R-algebre d’Azumaya & involution de premiere espece;

2. (A, ) est une S-algébre d’Azumaya & involution de deuxiéme espeéce avec
Fix(7]|s) = R (donc S/R est une extension étale de degré 2).

Remarque 2.23. Désormais jusqu’a la fin de cette section tous les faisceaux
s’entendent pour la topologie fidelement plate de présentation finie.

Définition 2.24. On définit les faisceaux d’ensembles suivants :
Algr — Ens

A R — A®prR
GL,(4) : R — GL(A®grR)
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Sym(A,7): R — {zeAR)|7(x) =2z}
Sym(A,7)* : R — {zeGLi(A)(R)|7(z) =1z}
Skew (A, T) : R — {ze€AR)|7(x)=—xa}

Skew (A, )% : R — {zeGLi(A)R)|7(x) = —x}.

Lemme 2.25. Ces faisceaur sont représentables par des R-schémas affines et
lisses sur R.

Démonstration. Par descente fidelement plate, cette question est locale pour
la topologie fidelement plate de présentation finie sur Spec R. On peut donc
supposer que A ~ M, (R) dans le premier cas et A ~ M, (R) x M,(R) dans
le deuxieme. Il suit que 'on est ramené a R = k, un corps, pour lequel il est
clair que A est juste l'espace affine de dimension n? sur k, et que Sym(A, 1)
et Skew(A,7) (resp. Sym(A,7)* et Skew(A,7)*) sont des sous-foncteurs
fermés de A (resp. GL;(A)). Remarquons que lon peut aussi donner une
démonstration élémentaire (i.e. sans utilisation de descente) de cela. O

Considérons maintenant 1’action suivante du R-groupe algébrique GL;(A)
sur lui-méme :

GL;(4) x GL1(A) — GL1(A)
(a,2) = a-z-7(a).
On définit les deux R-schémas
Iso(A,7) := Stabgy = {a € GL1(4) | a7(a) =1}
le stabilisateur de 1, et
Sim(A, 1) := Stabg, } = {a € GLi(A) | a7(a) € G}

le stabilisateur de G,,. Ils sont lisses sur R. Le premier groupe s’appelle le groupe
d’isométries de (A, T) et le second le groupe de similitudes de (A, 7). Observons
que pour toute R-algebre R', 'ensemble GL1(A)(R’) / Iso(A, 7)(R’) s’identifie
a Porbite de 1 sous l'action du groupe abstrait GL1(A)(R’) sur lui-méme, i.e.
a Pensemble {a7(a) | a € GL1(A)(R')}. Comme un élément de la forme a7(a)
est symétrique, on peut définir un morphisme de préfaisceaux pour la topologie
fidelement plate sur R

f:GLy(A)/ Iso(A,7) — Sym(A4, 1)~
par a7(a) — at(a).

Lemme 2.26. Le morphisme de faisceaux f associé a f est un isomorphisme.
Donc le faisceau associé au préfaisceau

Algr — €Ens

R — GL(A)(R)/ Iso(A,7)(R')

est représentable par un R-schéma affine et lisse.
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Démonstration. Comme f est évidemment injectif, il s’agit de montrer sa sur-
jectivité. On peut supposer que R est local et strictement hensélien.

Traitons le premier cas (i.e. A est une R-algebre d’Azumaya & involution de
premiére espece). Alors on a A ~ M, (R) pour un certain n par le lemme 2.22.
Notons 7o I'involution a — af, oll t signifie le transposé de a. Par le lemme 2.20
il existe un u € M, (R) avec 7 = int(u) o 79 ; alors 7(a) = ua’u™' pour tout
a € My(R).

Supposons d’abord que u € Sym(M,,(R), ) (R), ¢’est-a-dire u’ = . Soit
r € Sym(M,(R),7)*(R). On a ru € Sym(M,(R),7)*(R). Comme
HY(R,Iso(M,(R), 7)) = 1, par le lemme 2.22, toutes les involutions adjointes
A des formes symétriques sont conjuguées sur M, (R) et on a ru = vuv® pour
un certain v € GLy,(R). Donc r = v7(v) et r € Im(f).

Supposons maintenant que u € Skew (M, (5),70)*(R), i.e. ' = —u. Soit
r € Sym(M,(R),7)*(R). Onar = (3ru—3(ru)’) u~!. Comme r est inversible,
s = 2ru — 1(ru)t € Skew (M, (S),79)*(R). Les matrices u et s définissent des

formes anti-symétriques sur R. Suivant [Kn, 1.4.1.2] n doit alors étre pair. Soit

t

vg 'involution symplectique définie par = +— ag x! ag, ol

w0 I
7\ o
2

désigne la matrice alternée standard. Comme H'(R,Iso(M,(R),1p)) =1, de
nouveau par le lemme 2.22, toutes les involutions adjointes a des formes anti-
symétriques sont conjuguées sur M, (R) et on a s = vuv® pour un certain
v € GL,(R). Donc r = v7(v) et r € Im(f).

Finalement si 'on se trouve dans le deuxiéme cas, alors A est une S-algebre
d’Azumaya, ou S/R est une extension étale quadratique. Donc, par le
lemme 2.22, S ~ R x R, A ~ M,(R) x M,(R)°? et par [KMRT, Prop. 2.14]*,
il existe u € GL, (R x R) tel que 7(a) = ue(a)u™! pour tout a € A, ot € est
I'involution d’échange : € : (z,y) — (y,z). Comme 72 = id, on a ue(u)~! € $*.
Soit A € S§* tel que e(u) = Au. En appliquant € aux deux cotés, on obtient
Ngxr/r(A) = 1. On a alors A = (w,w™!) pour un certain w € R*. L’élément
pi= (w,1) € R* x R* satisfait & A\ = pe(u)™! et P'élément v’ := pu est donc
tel que

e(w)=u" et 7(a)=u"e(a)u/ " .

Soit maintenant r € Sym(M, (R x R),7)*(R). Comme plus haut, on obtient
ru’ € Sym(M,,(R x R),¢)*(R). Comme H'(R,Iso(M,(R x R),¢)) =1, par le
lemme 2.22, toutes les involutions adjointes & des formes unitaires
sont conjuguées sur My(R x R) et on a ru’ = vu' e(v) pour un certain
v € GL,(R x R). Donc r = v7(v) et aussi ici, 7 € Im(f).

Observons que dans ce cas on pourrait aussi démontrer la représentabilité de
GL;(A)/Iso(A, 7)(S) par un argument analogue & celui de la preuve du lemme
2.25, et en utilisant la représentabilité des quotients de schémas sous l'action

d’un groupe si R = k, un corps ([Bo, I1.6.7]). O

IBien que cette proposition soit rédigée pour R étant un corps, elle s’étend au cas out R
est un anneau commutatif.
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Proposition 2.27. Supposons que H'(R,GL1(A)) = 1. On a alors l’identifi-
cation

H'(R,Tso(A, 7)) = Sym(A,7)*(R)/ ~
ot s ~ s si et seulement si s’ =a-s-7(a) pour un certain a € A*.

Démonstration. Rappelons que Iso(A4,7) = Staby;y. Considérons la suite ex-
acte

a—aT(a)

1 — Staby)(R) — GLy(A)(R) Sym(A,7)*(R)

-2, H'(R,Stabyy,) — H'(R, GL(A)).

Comme H'(R,GL;(A)) = 1, la fleche 0 est surjective et par [Gir, ch. II, cor.
3.2.3] on a l'identification

H'(R,Stabyy}) = GL1(A)(R) \ Sym(A, 1) (R).

La proposition en résulte. En effet, calculons la fibre de O en 9(s) pour
s € Sym(A,7)*(R). Pour cela tordons la suite exacte par un cocycle as
représentant d(s). On obtient alors une suite exacte d’ensembles pointés :

ar—a-s7(a)

1— Stab{s} (R) — GLl(A)(R) —_— (as Sym(Aa T)X)(R)a

ol o, Sym(A,7)* signifie le schéma tordu de Sym(A,7)* par le cocycle as.
Mais on sait que

ar—a-s-7(a)

071(0(s)) = m [ GL(A)(R)

(a. Sym(A4,7))(R) ]
={a-s-7(a) | a€ A*}.
Ceci montre que 'on a bien l'identification

H'(R,Stabyy;) = H'(R,Iso(A, 7)) = Sym(A,7)*(R)/ ~ .

Définition 2.28. On définit le groupe orthogonal
O(A,7) :=1Iso(A4,71)

si I'involution 7 est de premiere espece et de type orthogonal, le groupe sym-
plectique
Sp(A4,7) :=Iso(A4,7)

si 'involution 7 est de premiere espece et de type symplectique et le groupe
unitaire

U(A,7) :=Iso(A,T)

si 'involution 7 est de deuxieme espece.
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Avec ces notations la proposition 2.27 se réécrit :

Proposition 2.29. Sous les hypotheses de la proposition 2.27 on a
H'(R,O(A, 7)) = Sym(A, 7)(R)/ ~

st Uinvolution T est de premiere espéce et de type orthogonal,
H'(R,Sp(A, 7)) = Sym(A,7)*(R)/ ~

st Uinvolution T est de premiere espéce et de type symplectique et
HY(R,U(A, 1)) = Sym(A,7)*(R)/ ~

st Uinvolution T est de deuxieme espéce.

Soit maintenant (A,7) une algebre d’Azumaya & involution de premiere
espece et de type orthogonal. Soit SO(A,7) le sous-groupe de O(A,7) des
éléments de norme réduite 1, i.e.

SO(A,7)={a€ GL1(A) | at(a) =1 et Nrda(a) =1}.

On a donc une description similaire pour I'ensemble H!(R,SO(A4,7)). Pour
cela il faut tenir compte du discriminant de I'involution 7. Posons la définition
suivante.

Définition 2.30. Soit R un anneau. On définit le faisceau d’ensembles suivant :

SSym(A,7)* : g, — €Ens

R+ {(s,2) € Sym(A,7)*(R") x Gn(R') | Nrdag,r (s) = 22}.
Lemme 2.31. Ce faisceau est représentable par un R-schéma affine et lisse.

Démonstration. Par descente fidélement plate, SSym(A, 7)* est représentable
par un sous-schéma fermé de Sym(A4, 7) x g G,,, (cf. preuve du lemme 2.25). O

Considérons maintenant 1’action suivante du R-groupe algébrique GL1(A)
sur le groupe GL1(A) Xgr Gy R :

GLl(A) X (GLl(A) XR Gm,R) — GLl(A) XR Gm,R

(a, (x, z)) — (a -z -7(a), NrdA(a)z).

Soit Staby(1 1)} = {a € GL1(A) | at(a) = 1 et Nrda(a) = 1} le stabilisateur de
(1,1).  Observons que pour toute R-algebre R’, l’ensemble
GL1(A)(R') / Staby(,1)}(R’) s’identifie a I'orbite de (1,1) sous I'action du
groupe abstrait GLq(A)(R') sur GL1(A)(R') xg Gy, r(R’), i.e. & I'ensemble

{ (aT(a), NrdA®RR/(a)) | a € GL(A)(R) }
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Comme plus haut, on peut définir un morphisme de préfaisceaux pour la topolo-
gie fidelement plate sur R

f/ : GLl(A)/ Stab{(lﬁl)} — SSym(A, T)X

par (at(a), Nrdag,r (a)) — (a7(a), Nrdag,r (a)).

Lemme 2.32. Le morphisme de faisceauz f’ associé a f' est un isomorphisme.
Donc le faisceau associ€ au préfaisceau

Algr — Ens

R — GLi(A)(R')/ Stabyq 1)} (R')

est représentable par un R-schéma affine et lisse.

Démonstration. Comme f' est évidemment injectif, il s’agit de montrer sa sur-
jectivité. La surjectivité en la premiere composante est le lemme 2.26. Pour
établir la surjectivité dans la seconde composante, on peut supposer R hensélien
et local et en particulier A déployée. En effet par la définition de I’ensem-
ble SSym(A,7)*, si la premitre composante de I'image est ar(a), alors la
deuxiéme composante ne peut prendre que les valeurs Nrd4(a) et — Nrda(a).
Vu que A est déployée, il existe un élément b € GL1(A)(R) tel que br(b) =1 et
Nrda(b) = —1. Donc (ar(a), Nrda(a)) et (at(a), —Nrda(a)) sont bien
des éléments de GL;(A)(R)/ Staby( 1)}(R), comme (ab)7(ab) = at(a) et
Nrd4(ab) = — Nrd4(a).

On peut d’ailleurs démontrer la représentabilité de GL1(A)/ Staby; 1)} par
un argument analogue a celui dans la preuve du lemme 2.25 et en utilisant la
représentabilité des quotients de schémas sous ’action d’un groupe si R = k, un
corps ([Bo, I1.6.7]). O

Proposition 2.33. Supposons H*(R,GL1(A)) =1, on a alors lidentification
Hl(R, Stab{(m)}) = SSym(A, T)X (R)/ ~

ot (8,z) = (s',2') si et seulement si s’ = a-s-7(a) et 2/ = Nrda(a)z pour un
certain a € A*.

Démonstration. Considérons la suite exacte

a— (aT(a),NrdA(a))
1— Stab{(l,l)}(R) — GLl(A>(R) - SSym(A,T)X(R)

2. H'(R,Staby( 1);) — H'(R,GL1(A)).

Comme H'(R,GL;(A)) = 1, la fleche O est surjective et par [Gir, ch. II, cor.
3.2.3] on a l'identification

H'(R, Staby(11);) = GL1(A4)(R) \ SSym(A, 7)™ (R).
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La proposition en résulte. En effet, calculons la fibre de 0 en un élément
(s,z) € SSym(A,7)*(R). Pour cela tordons la suite exacte par un cocycle
a(s,zy correspondant & 9(s, z). On obtient alors :

a— (aST(a)7 Nrda(a) z)

1 — Staby(,.),(R) — GLi(4)(R) —— SSym(4,7)*)(R)

A(s,z)

ol 4, ., SSym(A, 7)* signifie le schéma tordu de SSym(A,7)* par le cocycle
as,». Mais on sait que

a— (a-s~'r(a)7 Nrd 4 (a)-z)

71 (0(s5,2) = Tm | GL1(A)(R) (..., SSym(4, 7)) (R) |

= {(a-s-7(a), Nrda(a)z) | a € A*}.
Ceci montre que l'on a bien I'identification
H'(R,Staby1);) = SSym(4,7)*(R)/ ~ .
O

Comme on a SO(A, 1) = Staby(,1)}, la proposition se réécrit de la fagon
suivante :

Proposition 2.34. Sous les hypotheses de la proposition 2.33 on a
H'(R,SO(A, 7)) = SSym(A4,7)*(R)/ =

st T est de type orthogonal.

Remarque 2.35. Soit (A, T) une S-algébre d’Azumaya o involution de deuziéme
espéce avec Fix(7|s) = R. Donc S/R est une extension étale de degré 2. Obser-
vons par souci de complétude que, si H*(R, GL1(A)) = 1, un argument analogue
montre que

H'(R,SU(A,7)) = SSym(A,7)*(R)/ ~,
SU(A,7) ={a € GL1(A) | at(a) =1 et Nrda(a) =1},
SSym(A, 7)*(R') =
{(s,2) € Sym(A, 7)*(R') X G (R) | Nrdagr(s) = Nsgrpr /e (2)}

pour une R-algébre R’ et o (s,2) = (s',2') si et seulement si s’ =a-s-7(a) et
2" = Nrda(a)z pour un certain a € A*, comme plus haut.
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Chapitre 3
Les conjectures

On expose dans ce chapitre les deux conjectures énoncées dans [GP1], qui
font 1'objet principal de ce travail. Pour cela on introduit les notions d’une
algebre de lacets et deux invariants que 'on peut attacher a ces algébres. Les
définitions dans ce chapitre sont en grand partie tirées de [GP1].

Supposons, comme d’habitude, que k est un corps. On utilise dans ce chapitre
les notations suivantes :

Ry = k[t 15, Ruag = K[t57, . t57), et Rpoo = lim R,
1

1
K=kt 5, Kna=k(t; %, tn?), et Kpoo=lim K, 4.

Pour les groupes algébriques linéaires sur k on fixe les conventions suivantes.
Un k-groupe algébrique linéaire réductif ou semi-simple est compris dans le
sens de Borel [Bo], en particulier il est supposé connexe. Soit G un groupe
algébrique semi-simple sur k. On note son revétement universel G. Le noyau de
I'isogénie centrale G — G est noté 5 c’est un groupe algébrique fini sur k.
Le groupe adjoint de G est noté G ¢est le quotient de G par son centre.
Pour les schémas en groupes ces conventions se traduisent de maniere analogue

(cf. [SGA3], [GP1).

Définition 3.1. Soit G un groupe algébrique semi-simple sur un corps k. Alors
G est dit isotrope, s’il existe une immersion fermée G,, — G sur k. Ceci est
équivalent a la condition que G contient un groupe parabolique propre.

Rappelons aussi le fait suivant bien connu sur les anneaux de polynémes de
Laurent :
. . +1 +1
Lemme 3.2. Soient n,d > 1. Le groupe de Picard de Ry, q = k[t] *,...,tn 7] est

trivial, i.e. on a

Pic(Ryp.q) = 0.
Démonstration. C’est une conséquence de [Ha, Prop. I11.6.2 et Cor. I1.6.16]. O

Supposons a partir de maintenant jusqu’a la fin de ce chapitre que k est
un corps algébriquement clos de caracteristique zéro et fixons une famille com-
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patible de racines n-itmes de l'unité primitives (¢,)n>1, i.e. pour tout [ > 1,
an = (n.

Dans ce cas on dispose du théoreme suivant plus profond : sur toute extension
étale finie S de R, tout fibré vectoriel de rang d arbitraire est trivial, i.e. tout
module projectif est en fait libre.

Théoréme 3.3. Soit S une extension étale finie connexe de R,. Tout fibré
vectoriel sur Spec S qui est localement trivial pour la topologie de Zariski est
trivial, i.e.

HY, (S,GLy) =1
pour tout d > 1.

Démonstration. Pour S = R,, le résultat peut-étre déduit du théoreme de
Quillen-Suslin qui dit que tout fibré vectoriel, localement trivial sur l’espace
affine de dimension n sur un corps, est trivial, voir [La, V.4.10]. Pour une ex-
tension étale finie connexe S de R, c’est une conséquence du fait que I'on peut
trouver un k-isomorphisme S — R, cf. [GP3]. O

3.1 Classes de lacets

Soit G un k-groupe linéairement réductif, c’est-a-dire un groupe algébrique
linéaire, dont la composante connexe de I’élément neutre est réductive. Soit
x = (21, ..., Tp) une famille d’éléments d’ordre fini de G qui commutent. Soit d
un entier tel que z¢ = ... = ¢ = 1. Rappelons le revétement galoisien R, 4 de

R,,, avec groupe de Galois (Z/dZ)"™ engendré par 7; (i = 1,...,n) défini par
1/d o ,1/d
ni(t ) = ()"

Ainsi, on peut définir le cocycle a(x) € Z'(Gal(R, a/Rpn), G(Rn.4)) comme
suit :

a(x) : Gal(Rp.4/Ry) — G(k) — G(Rpa), 71t edim s a7 ay, i

n n

Comme d’habitude, on note [a(x)] la classe de a(x) dans H(R,,, G). Observons
que cette classe est indépendante du choix de la période commune d. Les classes
de la forme [a(x)] sont appelés classes de lacets. Elles forment un sous-ensemble

Hl

loop(Bn, G) C H'(Ry, G). Les éléments de ces classes sont appelés torseurs d

lacets.

Observons que I’on a une action naturelle du groupe GL,,(Z) sur I’ensemble
des familles de n éléments d’ordre fini de G qui commutent : Soit a € GL,,(Z)
et x = (1, ..., ©n) comme plus haut. On définit alors

(ax)i:Hx?” et 2x = ((®%)1, ..., (®X)n).

I suit que l'on obtient une action sur I’ensemble des cocycles
ZYGal(Rn,a/Rpn), G(Rn.q)) : on définit 2a(x) := a(®x). Finalement, cette ac-
tion passe aux classes d’isomorphie et on obtient alors une action du groupe
GL,(Z) sur I'ensemble de cohomologie H!(R,,, G).
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3.1.1 L’indice de Witt-Tits et ’invariant de Brauer

Soit G maintenant un k-groupe algébrique réductif (connexe). Rappelons la
définition de I'indice de Witt-Tits de G. Soit K /k un corpset [2] € H (K, G). Le
groupe tordu ,G admet une seule G(K)-classe de conjugaison de sous-groupes
paraboliques minimaux et tout tel P est G(K)-conjugué & un sous-groupe
parabolique minimal standard P; C G, cf. [GP1, sect. 3]. Cet I est appelé
l'indice de Witt-Tits de .G et il dépend seulement de [z] € H'(K,G), voir
[BT, sect. 6.5]. Soit maintenant x = (x1, ..., z,,) comme plus haut une famille
d’éléments de G d’ordre fini qui commutent. On peut alors définir I'indice de
Witt-Tits de x :

Définition 3.4. L’indice de Witt-Tits I(x) de x est 'indice de Witt-Tits du
groupe tordu ox\Gk,, -

Remarque 3.5. On peut aussi définir l'indice de Tits d’une telle famille quand
le k-groupe F est linéairement réductif, i.e. un groupe algébrique linéaire dont
la composante conneze de l’élément neutre G := FY est réductive. On obtient
dans ce cas une suite exacte de groupes algébriques

1 — G — Aut(G) — Out(G) — 1,

voir [SGA3, XXV, th. 1.3]. Soit x = (21,...,x,) une famille d’éléments de
F d’ordre fini qui commutent. L’indice de Witt-Tits I(x) de x est lindice de
Tits du K -groupe tordu x\Gx et admet la caractérisation intrinseque suivante
(qui généralise [GP1, Prop. 3.3]) : les éléments minimauz (pour linclusion)
de l’ensemble des sous-groupes paraboliques de G normalisés par x1, ..., T, sont
tous conjugués par G(K) et leur type est 1(x).

Supposons maintenant que n = 2, i.e. R = Ry = k[tlﬂ,tQﬂ], K=K, =
k[t1,t2]. Dans ce cas on peut attacher un “invariant de Brauer” a la famille x =
(21, x2) comme suit. Considérons le revétement universel simplement connexe

1—p —G—G—1

de G. Par [GP1, Prop. 3.11(4)] tout relevement X = (Z1,%2) de x & G est une
paire d’éléments d’ordre fini qui commutent presque, i.e. [T1,T2] € Z(é), le
centre de G. Comme la suite exacte 1 — p (k) — G(k) — G(k) — 1 est
centrale, le commutateur p (x) = [Z1,72] € G ne dépend pas du relevement x.
Par [GP1, Prop. 3.16], 'image de [a(x)] par 'homomorphisme connectant

§:H(R,G) — H*(R,p)
est donnée par §([a(x)]) = p (x)

Définition 3.6. L’élement pu (x)~! est appelé I'invariant de Brauer de X.



28 CHAPITRE 3. LES CONJECTURES

3.2 Formes d’algebres sur des anneaux de polynoémes
de Laurent

3.2.1 Algebres de multi-lacets

Pour énoncer les conjectures, on introduit la notion d’une algebre de multi-
lacets. Introduisons les ingrédients nécessaires pour la construction d’une telle
algebre :

Soit A une algebre de dimension finie sur k. Soit o = (071, ..., 05, ) une famille
d’automorphismes d’ordre fini de la k-algebre A qui commutent. Soit d une

période commune des o;, i.e. O’;i =1 pour tout j =1,...,n.

Pour chaque (i1, ..., i,) € Z", considérons les espaces propres simultanés
Ai i, ={zeAlojx)= Cfljx pour tout 1 <j <n}
qui dépendent évidemment seulement des i; modulo d).
i dépendent évid t seul t des ¢; modulo d

Définition 3.7. L’algébre de multi-lacets associée a cette donnée est la k-sous-
algebre L de A ® Ry, 00 définie comme suit :

Lo=L(A0) = @A, @t i/ C ARy Ryg C A®p Rn.oo-
Remarque 3.8. Observons que L ne dépend pas du choixz de la période d et
que L a une structure naturelle de R, -algebre.

On vérifie que
L ®r, Rna~r, , (A®k Ry) @R, Rna ~R, , Ak Rna-

Comme R, q/R,, est libre de rang fini, £ est une R,-forme de A ®; R, qui est
trivialisée par l'extension R, 4/R,. Il correspond alors & une algebre de multi-
lacets comme plus haut un R,-torseur X, sous le schéma en groupes Aut(A).
Par la théorie de la descente, X, est représentable par le R,,-schéma affine, dont
le foncteur des points est donné par

X (S) = Homs_alg_(L QR, S, ARy S)
On note [X] la classe d’isomorphie du R,,-torseur X,. Donc

[Xc] € HY(R, Aut(A)).

3.2.2 Le cas des algebres de Lie

Supposons maintenant que A =: g est une algebre de Lie simple (déployée)
de dimension finie sur k. On obtient la suite exacte

1 — Aut’(g) — Aut(g) — Out(g) — 1,

ott Aut’(g) désigne la composante connexe de ’élément neutre de Aut(g). Soit
X = (1, ..., 2,) une famille d’éléments d’ordre fini de Aut’(g) qui commutent.
Alors Ad(x) = (Ad 1, ..., Ad z,) est une famille d’automorphismes d’ordre fini
de g qui commutent. Par souci de simplicité, on note

L(g,x) = L(g, Ad x).
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3.3 Les conjectures

Supposons maintenant que n = 2, i.e. R = Ry = k[tfl,tfl] est "anneau
des polynomes de Laurent & deux variables sur k, et K = Ky = k(t1,t2) son
corps de fractions. Rappelons que le corps k est supposé algébriquement clos de
caractéristique zéro. Dans ce cas on trouve les deux conjectures suivantes dans
[GP1, section 6] :

Conjecture A. Soit G un schéma en groupes semi-simples sur R. Si

G x K est isotrope, alors la fleche de bord H' (R, G) Ny E (R, ) a un noyau
trivial.

Conjecture B. Soit g une algébre de Lie simple, de dimension finie sur k
qui n'est pas de type A. Ensuite soient x = (x1,22) ety = (y1,y2) deuzx paires
d’automorphismes de g qui commutent. Alors L(g,x) ®@r K est une algébre de
Lie de dimension finie et isotrope sur K. De plus,

L(g,X) Zk—Lie L(gay) A I(X) = I(Y)

Remarque 3.9. 1. La conjecture A pour un groupe déployé et la surjectivité
de la fleche O pour G non nécessairement isotrope a déja été démontrée
dans [GP1, Th. 4.18].

2. Pour démontrer la conjecture A pour un groupe G, il suffit alors de mon-
trer que H'(R, é) =1 par la remarque précédente. En effet, en regardant
la suite exacte longue provenant de la suite exacte courte du revétement
universel 1 — p — G—G— 1, on voit facilement que l’on a une
surjection

HY(R,G) — ker (Hl(R, G) -2 HX(R, p )).

3. La conjecture B est probablement vraie plus généralement. Dans le chapitre
6 on montre que cette conjecture est vraie en rang assez grand pour g de
type classique B, C, D et, sous certaines conditions, pour g de type A.

Dans les chapitres 4 et 5 on démontre différents résultats partiels sur la
conjecture A, pour G étant un des types classiques A, B,C et D (i.e. pas de
type 2Dy ou 6Dy). Dans le chapitre 6 on démontre des résultats correspondants
sur la conjecture B.
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Chapitre 4

Le cas 1A, et les groupes
orthogonaux

4.1 Lecas 'A,_;

Comme d’habitude, R désigne un anneau commutatif et £ un corps commu-
tatif. Voici d’abord un théoréme de Panin et Suslin [PS, Th. IT] dont nous avons
besoin dans cette section.

Théoréme 4.1. Soit X un schéma integre de type fini et lisse sur k de corps
de fonctions K = k(X). Soit S = {x1,...,z.} un nombre fini de points de X.
Notons Og l'anneau semi-local, localisation en les points de X appartenant a
S. De plus notons X = Spec Og son spectre. Supposons que A est une algébre
d’Azumaya de degré n sur Og. Alors le compleze

0= Kn(A) = Kn(AK) 2 @@ Kooi(Aw) 2 o % P Ko(Aww)) — 0
zeX@ zeX ()

est exact.
Démonstration. [PS, Th. II] O

Comme dans le cas classique [BKP, V.6] on en tire la suite spectrale de
Brown-Gersten-Quillen :

Corollaire 4.2. Soit X un schéma de type fini et lisse sur k et A une algébre
d’Azumaya sur X. On a alors une suite spectrale :

EY' = P K oi(Anw) = K_i(4) (4.1)
reX ()

Supposons maintenant que G est un schéma en groupes semi-simples sur R
de type '4,,_1 avec n > 2. Le R-schéma en groupes semi-simples simplement
connexe et déployé de type A, est SL,,. Son groupe adjoint est PGL,,, c’est aussi
le groupe d’automorphismes intérieurs de SL,, et de PGL,,. On rappelle que
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G désigne le revétement universel de G et G le groupe adjoint. Les schémas
en groupes semi-simples sur R de type 'A,_; (n > 1) sont donc classifiés a
isomorphisme pres par 'ensemble pointé H'(R, PGL,) et G est une R-forme
de SL,, et G* est une R-forme de PGL, 1.

Comme il est décrit dans [Kne, Ch. II, 2.4] (cette description se limite au
cas oll R est un corps, mais elle s’étend sans difficulté au cas d’un anneau), on
peut écrire pour toute R-algebre S :

G(S)={rc A®r S |Nrd(z) =1},

pour une R-algebre d’Azumaya A de degré n, unique a isomorphisme pres. On
a donc les correspondances bijectives :

H'(R,PGL,)

>
{R-formes intérieures de PGL,,}

«—
{R-formes intérieures de SL,}

—

{R-algebres d’Azumaya de degré n}.

Soit maintenant k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. Sup-
posons R = k[tlil, tQil], I’anneau des polynémes de Laurent a deux variables sur
k. Notons K = k(t1,t2) le corps de fractions de R.

Pour aborder la conjecture A pour G on comprend la fleche

HY(R,G) — H*(R,p)

comme associant a une R-algebre d’Azumaya sa classe dans le groupe de Brauer
de R noté Br(R). Soit g 4 le schéma des racines d-iemes de 'unité p = p ;. On
a alors H*(R, u) ~ 4Br(R), comme Pic(R) = 0 par lemme 3.2. Il s’agit donc de
démontrer que H'(R, G) — Br(R) a un noyau trivial. Si A est I’algébre d’Azu-
maya correspondante a G par les bijections plus haut, ceci équivaut & montrer
que toute algébre d’Azumaya Brauer-équivalente & A est en fait isomorphe & A.
Considérons le diagramme commutatif suivant :

HY(R,PGL,) —>— Br(R)

! |

H'(K,PGL,) —>— Br(K)

La fleche verticale de droite est une injection par [Grl, Cor. 1.18]. On sait [GS,
preuve de Th.4.4.5] que § est aussi injective. D’ailleurs, on sait que
Br(R) ~ Q/Z [GP1, Prop. 2.1]. L’isomorphisme

Inv: Br(R) = Q/Z
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est donné par A(m,n) — = ot A(m,n) est I'algebre cyclique de présentation

X" =t, Y"=t]' et YX =(,XY.

Soient A et A’ deux algebres d’Azumaya représentant deux classes dans
HY(R,PGL,) de méme image, [A(m,n)] dans Br(R). Soit r = pged(m,n).
Comme ¢ est injective, les classes de A et A’ ont méme image [Ax] = [A%]
dans H'(K,PGL,).

Définition 4.3. Soit A une algebre d’Azumaya définissant une classe dans
[A] € HY(R,PGL,) et soit [Ax] son image dans H'(K,PGL,), représentée
par une algebre simple centrale Ax sur K. Alors A (ou sa classe [A]) est dite ra-
tionnellement isotrope si le K-groupe algébrique tordu PGL;(Af) est isotrope
sur K, i.e. §'il existe un monomorphisme G, — PGL;(Ax) sur K (voir la
définition 3.1).

Lemme 4.4. L’algébre d’Azumaya A de degré m sur R est rationnellement
isotrope si et seulement si 6([A]) = [A(m,n)] pour pged(m,n) # 1.

Démonstration. Par [GS, Ch. 2.5], A(m,n)k est une algebre a division si et
seulement si pged(m,n) = 1. Il s’agit donc de montrer qu’il y a un monomor-
phisme Gy, x — PGLy k(D) si et seulement si D n’est pas une algebre a
division sur K. Ceci est pourtant un résultat bien connu, voir [Ti]. O

Donc pour démontrer la conjecture A dans le cas 'A,_1, il s’agit de voir
que toute algebre d’Azumaya Brauer-équivalente a une algebre d’Azumaya de
la forme A(m,n) avec pged(m,n) # 1 lui est en fait isomorphe. Commengons
par un lemme qui nous est utile dans la démonstration de la proposition suivante
et qui est un cas particulier de la conjecture II de Serre.

Lemme 4.5. Soit A une algébre d’Azumaya sur R. Alors
HY(K,SL;(Ag)) = 1.
Démonstration. On peut tordre la suite exacte
0—SL, —GL, —G,, —0

de K-groupes par la forme intérieure SLi(Ag) = {x € Ax | Nrd(z) = 1} de
SL,. Vu que H'(K,GL;(Ak)) = 1 par le théoreme 90 de Hilbert, on déduit
de la suite exacte longue correspondant a cette suite exacte courte tordue une
bijection

H'(K,SLi(Af)) « K*/Nrd(A}).

Mais par le théoreme de Tsen, K est un corps Cs. La norme réduite, étant une

2 variables, homogene de degré n, représente alors tout

fonction polyndmiale a n
élément de K*, i.e. Nrd : Ay — K* est surjective. Par conséquent, on a bien

H'(K,SLy(Ag)) =1 (cf. [Se, Ch.ITI, Ex.3.2 et Ch.IL, n.4.5)). O

Proposition 4.6. Soit A une algébre d’Azumaya sur R. Alors Ko(A) ~ Z, i.e.
tout module projectif de type fini sur A est stablement libre.
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Démonstration. On prouve cette proposition & ’aide de la suite spectrale de
Panin-Suslin (4.1) :

Ef’t = @ K—S—t(Ak(I)) = K—s—t(A)'
zeX ()

Observons que Ko(Ag) ~ Z par I'équivalence de Morita. En effet, on a
Ak ~ M,(A) pour un entier r et une algebre & division A et Ko(A) ~ Z
par [Mil, Lem. 1.2]. Comme E, > 2 E; " ' et ES? = EY = K(Ak) sont
les quotients successifs d’une filtration de E® = Ky(A), il suffit de montrer que
E;Lfl = E;Qﬁ? = 0 pour établir notre proposition.

Montrons que E; "' = 0. Pour cela il faut montrer la surjectivité de la
différentielle

_ B 1,1
AT EY T = K (Ak) — @D Ko(Aww) = B0
reX )

Considérons alors le diagramme commutatif suivant, dont la deuxieme ligne est
exacte en ses deux derniers termes non nuls :

0,—1

dy’
Ag —— Ki(Ax) —— @ Ko(Aww))
zeX )
lNrd lNrdu) lNrd(o)
KX~ K(K) —Y~ @ Kolklz)) —— CHY(R) — 0.
reX (1)

Le groupe CH'(R) est le premier groupe de Chow de R (cf. [Fu, 1.3]). Dans ce
diagramme, le premier carré commute par [GS, Lem. 2.8.9] et le second par [PS,
3.3]. De plus, k(z) est un corps de dimension 1 pour z € X donc Br(k(z)) = 0.
Donc si x € XU, Ay () ~ M, (k(z)), alors

Ko(Mn(k(2))) — Ko(k(z)) ~ Z

est un isomorphisme (équivalence de Morita). Il suit que Nrd(g) est bien un
isomorphisme.

De plus, comme H!(K,SLi(Ak)) = 1 par le lemme précédent, la norme
réduite Nrd est surjective. Il est bien connu que K;(K) ~ K*, donc la fleche
Nrd(;) est surjective. Pour montrer la surjectivité de d?’f1 il reste a montrer la
surjectivité de d’. Mais CH' (A?) — CH'(R) est une surjection et CH' (A?) = 0
par [Fu, Ex.2.1.1], donc d’ est bien surjective.

Montrons maintenant E, B2 o 0, i.e. la surjectivité de la différentielle

—1,-2
Eyb = @ K1 (Apa)) . @ Ko(Apwy) = By 272

reX 1) r€eX(2)

On considere le diagramme suivant, commutatif par [PS, 3.3]. Sa deuxieéme ligne
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est exacte :
d;1,72
D Ki(Apw) —— D Ko(Ax)
reX 1) xEX(2)
J{Nrd(l) J{Nrd(g)
@ Kilk) —*— @ Kolk) —— CH*(R) —— 0.
zeX @) reX (2

Comme Br(k) = 0 et Br(k(z)) = 0 pour z € X Ay ~ M, (k) et Ap(z) =~
M., (k(x)). Donc par I'équivalence de Morita les deux fleches Nrd(;) et Nrd g,
sont des isomorphismes. De nouveau, CH?(A?) — CH?*(R) est surjective et
CH?(A}) = 0 par [Fu, Ex.2.1.1], donc d’ est bien surjectif. Ceci entraine la
surjectivité de dy V2.

Comme E; "' = E;*72 = 0, on a bien établi Ko(A) = E° ~ E)° =
Ko(Ag) ~ Z. O

On en tire le corollaire suivant :

Corollaire 4.7. Soit A une algébre d’Azumaya sur R. Alors tout A-module
projectif de rang relatif > 3 est libre.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 4.6 combinée avec le
théoréme 2.15 de simplification de Bass-Schanuel. En effet soit P un A-module
projectif de rang relatif » > 3. Suivant la proposition 2.7, on a f-rang, P =1r >
3. On a pour un certain s > 3

P& A = A" A,

comme P est stablement libre par la proposition 4.6. En appliquant le théoreme
2.15 avec Q = A®*~" on obtient que P ~ A". O

Théoréme 4.8. i [A] € H'(R,PGL,,) est telle que 5([A]) = [A(m,n)] avec
r := pged(m,n) > 2, alors la fibre de § en [A] est réduite a un élément, i.e.

A~ A(m,n).

Démonstration. On peut supposer que n,r > 3. On considere I'algebre D =
A(%, %), donc D est une algebre a division. Comme A et D ont méme image
dans le groupe de Brauer, il existe un D-module fidelement projectif P, tel que
A = Endp(P). Par [Knl, 4.7.1] on a en fait frang,(P) = r. Le corollaire 4.7

montre que P ~ D" et A ~ M, (D). Donc on a bien A ~ A(m,n). O

Considérons la condition suivante sur un schéma en groupes semi-simples G
1 .
de type *A,_1 :

L'algebre d' Azumaya correspondante a G est

Brauer — équivalente a A(m,n) avec pged(m,n) > 2. (4.2)
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Corollaire 4.9. Supposons quen > 2 et que G est un schéma en groupes semji-
simples (conneze) de type * A, _1 sur R. Supposons que soitn est premier, soit G
satisfait a la condition (4.2). Soit p le noyau du revétement universel G — G.
Alors la conjecture A est vraie pour G, i.e. I’homomorphisme connectant

Hl(Rv G) - HQ(R,M)
a un noyau trivial.

Démonstration. Soit A(m,n) l'algebre d’Azumaya correspondante & G. On a
G = SLyi(A(m,n)) et Gog = PGL{(A(m,n)). Par la remarque 3.9 il suffit
de montrer que H!'(R,SL;(A(m,n))) = 1. Considérons alors la suite exacte

suivante d’ensembles pointés

H'(R,SLy(A(m, n))) 2 H'(R, PGLy(A(m, n))) —2 HX(R, ).

Celle-ci fait partie de la suite exacte longue provenant de la suite exacte
courte

1 — m, — SLi(A(m,n)) 2> PGL{(A(m,n)) — 1.

Le théoreme 4.8 montre que 0 a un noyau trivial. Par [GP, preuve du Th.
3.17] la fleche p! est injective. On a donc H'(R, SLy(A(m,n))) = 1 et le résultat
suit. O

4.2 Le cas des groupes orthogonaux

Dans cette section on expose par souci de complétude un résultat de Pari-
mala, [Pa, Th. 3.5]. Supposons ici que R est un anneau commutatif avec Spec R
connexe et 2 € R*.

Remarque 4.10. Sauf mention expresse du contraire, toute forme quadratique
est supposée réguliere (i.e. ’homomorphisme induit entre le module quadratique
et son dual est un isomorphisme) dans ce chapitre.

Soit G un schéma en groupes semi-simples sur R de type B,, avec n > 2.
Le schéma en groupes semi-simples simplement connexe déployé de type B,
est Spin,,, ,; := Spin(q), le groupe des spineurs associé a forme quadratique
q= H(R") L <1>.Le centre de Spin,,, ,; est pu, et le groupe spécial orthogo-
nal SOy, 41 est son adjoint. Alors G est une R-forme de Spin,,,,; (dans ce cas
G = G est simplement connexe) ou de SOs,,41 (dans ce cas G est adjoint).

Soit maintenant ¢ une R-forme quadratique (reguliere) de rang 2n + 1. Par
[Kn, IV.5.2.1] on a une suite exacte scindée

1— 80(q) — O(q) L4 pw, — 1 (4.3)
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de R-schémas en groupes linéairement réductifs. Pour la forme
g = H(R™) L <1> on obtient la suite exacte d’ensembles pointés

det

1 —802,41(R) = O241(R) = p5(R) — H'(R,SO02,41)

il det!
*)Hl(R702n+1) - Hl(RvﬂQ)'

Par [Kn, 1V.3.2.1], l'ensemble pointé H'(R,QOs,+1) classifie les classes
d’isométrie de formes quadratiques (régulieres) de rang 2n + 1 sur R. Comme
la suite exacte (4.3) est scindée pour toute forme quadratique de rang 2n + 1
sur R, on obtient par I'argument habituel de torsion que il est injective. En
d’autres termes on a une inclusion

H'(R,S02,41) — H'(R, O2p11).

La fleche deti associe a la classe d’une forme quadratique ¢ son discriminant
signé. Donc H'(R,SOz2,41) classifie les classes d’isométrie de formes quadra-
tiques (régulieres) de rang 2n + 1 et de discriminant trivial.

D’un autre coté, tout automorphisme de Spin,,,,; est intérieur, donc on a
les isomorphismes de R-schémas en groupes :

Aut(Spiny,, ;) = Int(Spiny,, ;) ~ SOgzy,11 .

Par suite, H*(R, SOq,11) classifie aussi les R-formes de SOs,, 11 et Spin,,, ,; a
isomorphisme pres. On a donc établi des bijections

HY(R,S03,.1)

—

{R-formes quadratiques régulieres de rang 2n + 1 et de discriminant trivial}

—

{R-formes du groupe Spin,, ,, }

{R-formes du groupe SOg,, 11}

par les identifications g — Spin(q) et ¢ — SO(g). On voit ainsi que G ~ SO(q)
ou G ~ Spin(g) pour une certaine R-forme quadratique de rang 2n + 1 (et de
discriminant trivial).

Supposons maintenant que G est de type D,, avec n > 4. Le groupe semi-
simple simplement connexe déployé de type D,, est Spin,, := Spin(g), le
groupe des spineurs associé a la forme quadratique ¢ = $H"(R). Le centre de
Spin,,, est g, si n est impair et g, X g4 si n est pair. Le groupe adjoint de
Spin,,, est PSOs,. Si n est impair, le quotient de Spin,,, par son sous-groupe
5 est le groupe spécial orthogonal SOs,,. Pour obtenir SOs, si n est pair, on

quotiente Spin,, par son sous-groupe g, qui se factorise en pu o sy X g,
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ou i(1) = (1,1), cf. [KMRT, p.375]. De plus le groupe d’automorphismes de
Spin,,, (et donc de SOs,) est POy, := Ad(Os3,), le groupe quotient de Oa,
par son centre. Donc H!(R,POs,) classifie les R-formes de Spin,,,, SO2, ou
PSO,,, a isomorphisme pres. Considérons maintenant la condition suivante sur
I’anneau R :

Toute forme quadratique de rang pair > 2r sur R contient un

facteur direct isométrique au plan hyperbolique < 1,—1> . (4.4)

Supposons que R satisfait & cette condition pour un certain r» € N. Soit n > r.
Donc par [Kn, IV.5.2.2] on a pour toute R-forme quadratique ¢ de rang 2n une
suite exacte scindée

1 —S0(q) — O(q) 25 7/22 — 1 (4.5)

de R-schémas en groupes linéairement réductifs. Elle induit une suite exacte
d’ensembles pointés
il Di!
1 — S0(q)(R) — O(q)(R) * Z/2Z(R) — H'(R,SO(q)) - H'(R,0(q)) = H'(R,7/27).

Par [Kn, IV.2.2.1], 'ensemble pointé H(R, O(q)) classifie les classes d’isométrie
de formes quadratiques régulieres de rang 2n sur R et l'image de i, dans
H'(R,0(q)) classifie les classes de telles formes qui sont de méme discriminant
que ¢q. Comme la suite exacte (4.5) est scindée pour toute forme quadratique de

rang 2n sur R, on obtient, comme plus haut, par 'argument habituel de torsion
que i} est injective, i.e. une inclusion

H'(R,S0(q)) — H'(R,0(q)).

Il suit que P'ensemble H'(R,SO(q)) classifie les classes d’isométrie de formes
quadratiques régulieres de rang 2n sur R et de méme discriminant que q.

Soit maintenant k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. Rap-
pelons que R = Ry = k:[tfd, tQﬂ] est anneau des polyndémes de Laurent a deux
variables sur k et K = Ko = k(t1,t2) son corps de fractions.

On déduit facilement du théoréme de Parimala [Pa, Th. 3.5] le théoréme

suivant :

Théoréme 4.11. 1. On a la simplification pour les R-formes quadratiques
K-isotropes : soient q1 et qo deux telles R-formes et supposons que
@1 L g >~ g2 L q pour une R-forme quadratique q, alors q1 ~ qs.
2. Soient q et ¢’ deux R-formes quadratiques K -isotropes. Si qi ~ ¢} alors
q~q.
3. Soit ¢ une R-forme quadratique de rang > 5. Alors q est R-isotrope et
diagonalisable.

Démonstration. [GP1, Th. 6.2] O
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Ce théoreme montre que si ¢ est une R-forme quadratique de rang > 5, alors
on a une injection

H'(R,0(q)) — H'(K,O(q)).

Il montre également que notre anneau satisfait & la condition (4.4) avec r = 3.
On a donc, par les discussions précédentes, une injection

HY(R,S0(q)) — H(K,S0(q)). (4.6)

Gille et Pianzola [GP1, Cor. 6.3] ont alors démontré le corollaire suivant du
théoreme de Parimala :

Corollaire 4.12. Soit ¢ une R-forme quadratique de rang > 5. Alors :
1. H'(R,Spin(g)) = 1,
2. HY(R,SO(q)) = Z/27Z.

Démonstration. Montrons d’abord que H'(R,Spin(q)) = 1. On a une suite
exacte de R-schémas en groupes linéairement réductifs

1 — py — Spin(g) — SO(q) — 1.
On en déduit un diagramme commutatif dont la premieére ligne est exacte :

SO(q) —*— HY(R,p,) = R*/(R*)> —— H'(R,Spin(q)) —— H'(R,SO(q))

| |

H'(K,Spin(q)) —— H(K,SO(q)).

Mais K est de dimension cohomologique 2, donc on a H!(K, Spin(q)) = 1, par
le théoréme de Merkurjev-Suslin, voir [Se, II1.3.1]. Comme la fleche verticale &
droite est injective par (4.6), la fleche H!(R,Spin(R)) — H'(R,SO(q)) est
triviale. Ensuite, comme ¢ est isotrope, aussi par le théoreme 4.11, la norme
spinorielle Ng est surjective. On a donc H'(R, Spin(q)) = 1.

Par la remarque 3.9(2), la fleche de bord

HY(R,80(q)) -2 HX(R, p,) ~ Z/2Z

a un noyau trivial. I’argument habituel de torsion montre alors qu’elle est in-
jective. Comme elle est surjective par la remarque 3.9, cette fleche est en fait un
isomorphisme. O

Il suit que la conjecture A est vraie pour les groupes de type B, (n > 2) et
les groupes de type D,, (n > 4) qui sont des groupes de spineurs et des groupes
spéciaux orthogonaux des formes quadratiques de rang > 5.

Corollaire 4.13. Soit G un R-schéma en groupes semi-simples (connezxe) et
notons p le noyau de son revétement universel G —» G.
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1. Supposons que G est de type By, avec n > 2. Alors I’homomorphisme
connectant
H'(R,G) — H*(R,p)
est bijectif. En particulier, la conjecture A est vraie pour G.
2. Supposons que G est de type D,,, avec n > 4. Supposons de plus que G
est isogéne & Spin(q) ot g est une R-forme quadratique de rang pair > 5.
Alors I’homomorphisme connectant

Hl(Rv G) - HQ(R,,{M,)
est bijectif. En particulier, la conjecture A est vraie pour G.

Démonstration. Parlaremarque 3.9(2) les deux asserations sont une conséquence
du fait que H'(R, Spin(q)) = 1 pour une R-forme quadratique de rang > 5. Vu
que tout groupe semi-simplement connexe de type B, est un groupe de spineurs
d’une forme quadratique, les arguments habituels de torsion montrent que 1’ho-
momorphisme connectant est une injection dans le cas des groupes de type B,,,
n>2. [l



Chapitre 5

Le cas (), les autres
groupes du type D, et le
cas 2A,

5.1 Conventions, notations et préliminaires

Dans ce chapitre, on est confronté aux groupes de Witt des formes her-
mitiennes et anti-hermitiennes d’une algeébre d’Azumaya & involution sur un
schéma. Le but des deux sections suivantes est de présenter des suites spectrales
de groupes de Witt analogues a la suite spectrale de la K-théorie de la section
4.1. A laide de ces suites spectrales nous pouvons calculer les groupes de Witt
d’une algebre d’Azumaya a involution sur 'anneau R = k[tlil,tzil], ou k est
algébriquement clos de caractéristique zéro.

On utilise les conventions suivantes pour les catégories dérivées. Soit & une
catégorie exacte. On note D(€) sa catégorie dérivée bornée et T le foncteur
de translation de cette catégorie. Selon 'usage habituel dans la théorie de Witt
dérivée et cohérente, on utilise des complexes homologiques, donc T'(M,); =
M, [1]); = M;_1 pour tout M, € D®(€). Si € possede un foncteur Hom intérieur
ou un produit tensoriel ®, on utilise les conventions suivantes pour Hom(M,, N,)
et Mo ® N, : la différentielle en degré | est donnée par

Hom(Mflfrvar) Sf [ d%.—r-i—l + (71>l+1 d]l[;" f
et par
M, @ N, 3m@n — d(m)@n + (~1)""m e dN+(n)

respectivement.

Soit X un schéma et A une algebre d’Azumaya sur X. Dans cette section
on utilise les notations suivantes :

— M(A) est la catégorie des A-modules;

41
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— P(A) est la catégorie des A-modules cohérents P tel que P, est un A,-
module projectif pour tout x € X ;

— Mge(A) est la catégorie des A-modules quasi-cohérents;

— M.(A) est la catégorie des A-modules cohérents ;

— DY(M(A)) (respectivement D2(M,.(A))) est la sous-catégorie pleine de
la catégorie dérivée bornée D°(M(A)) (respectivement D®(M,.(A))) con-
tenant les complexes qui ont des faisceaux de cohomologie cohérents.

Observons que, puisque A est une algebre d’Azumaya, A est localement libre
sur X, donc P(A) = P(X) N M(A). On appelle parfois les modules dans cette
catégorie A-modules projectifs. Si A = Ox, on écrit ces catégories simplement
M(X), P(X), ...

Le lemme suivant nous donne une identification qui sera utilisée tacitement
dans la suite :

Lemme 5.1. Soit X un schéma noethérien et A une Ox-algébre cohérente.
Alors le morphisme naturel

Dg(Mqe(A)) — De(M(A))
est une équivalence de catégories.
Démonstration. [Gill, Lem. 1.4] O
Ensuite, rappelons la notion d’anneau de Gorenstein :

Définition 5.2. Soit R un anneau local et noethérien. Alors R est dit un
anneau de Gorenstein si la dimension injective du R-module R est finie, i.e.
injdimp R < oo. Un anneau noethérien est dit de Gorenstein si toute localisa-
tion & un idéal maximal est un anneau de Gorenstein. Un schéma localement
noethérien est dit de Gorenstein si tous ses anneaux locaux sont de Gorenstein.

Lemme 5.3. Soit R un anneau local de Gorenstein. Alors le R-module R
posséde une résolution injective de longueur finie.

Démonstration. C’est une conséquence de [BH, 3.2.9] et de [BH, 3.2.10]. O
Remarque 5.4. 1. Voir annexe A pour la structure d’une résolution in-
jective.

2. Observons qu’en particulier un anneau réqulier est de Gorenstein.

Supposons maintenant que A est muni d’une involution 7. Soit € une sous-
catégorie de M(A) et G € M(Ox). On note alors D(QA’T) le foncteur contravariant
C — M(A) défini par

F — Homgp, (F,9).

Si A = Ox et 7 est de premiere espece (donc 7 = id), on écrit simplement Dg.

Supposons maintenant que pour tout F € €, on ait D(QA’T) € €. Dans ce cas on
note @Y le morphisme de foncteurs ide — Q(QA’T)Q(QA’T) ; il est indépendant

de l'involution 7. Observons que si D(SA’T) est une dualité (sur €), alors w? est
le morphisme de double dual (cf. [Gill, 2.3])
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5.2 Lasuite spectrale de S. Gille pour les algebres
d’Azumaya a involution de premiere espece

On expose dans cette section une suite spectrale de groupes de Witt de
S. Gille (cf. [Gill]) et on énonce un résultat de compatibilité de cette suite
spectrale avec 1’équivalence de Morita. La preuve de ce résultat est exposée
dans I’appendice.

Convention. Dans cette section on suppose que tous les schémas sont des
Z[3]-schémas noethériens.

5.2.1 Groupes de Witt cohérents

Soit maintenant X un schéma admettant un complexe dualisant J,. Rap-
pelons que ceci veut dire que Jo € D2(M,.(X)) est un complexe de O x-modules
injectifs et que le morphisme naturel

w5 : Fo — Home , (Homg (Fe,7e),Ts)

est un quasi-isomorphisme pour tout F, € DS(M(X)). (Pour des généralités
sur les complexes dualisants voir [Ha, Ch. V].) Observons que tout schéma de
Gorenstein (donc en particulier tout schéma régulier) de dimension de Krull
finie admet un tel complexe : en effet tout O x-module localement libre de rang
1 admet une résolution injective finie et une résolution injective du O x-module
Ox est un complexe dualisant pour X. Un tel J, a alors pour propriété que le
foncteur

Dy : Fe — Homep , (F,Ts)

est une dualité 1-exacte sur D%(M(X)). Soit maintenant A une algebre d’Azu-
maya sur X avec involution de premiere espece 7. Dans ce cas, cette dualité Dy
s’étend sans difficulté [Gill, 2.3] en une dualité 1-exacte

@éAv"') 1 Ty — W

sur DY(M(A)). 11 suit que I'on obtient ainsi une catégorie triangulée avec du-
alité (Dﬁ(M(A)),@gA’T),l,wj) dans le sens de Balmer [Bal]. Si Z C X est
un sous-schéma fermé de X, la dualité DSA’T) se restreint en une dualité sur
Dg,Z(MA) [Gill, 2.3], la sous-catégorie pleine de D%(M(A)) des complexes a
support homologique dans Z.

Définition 5.5. Les i-emes groupes de Witt de la catégorie triangulée avec
dualité (D5 (M(A)), DgA’T), 1, w”) sont notés Wi (A, 7,7) et sont appelés groupes
de Witt cohérents. Pour un sous-schéma fermé Z de X, les i-eémes groupes de
Witt de la catégorie triangulée avec dualité (DZZ(M(A)),@gA’T), 1,w”) sont
notés W} (A, 7,79) et sont appelés groupes de Witt cohérents a support dans Z.
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5.2.2 Comparaison avec groupes de Witt usuels

Dans cette sous-section, soit X un schéma de Gorenstein de dimension de
Krull finie, soit (A, 7) comme plus haut et soit £ un fibré en droites sur X
(i.e. un Ox-module localement libre de rang 1). Dans ce cas on peut constru-
ire trois différents “types” de groupes de Witt. Pourtant, sous des hypotheses
raisonnables, ces groupes sont tous isomorphes.

Le groupe de Witt cohérent : Comme X est de Gorenstein de dimension de

Krull finie, £ a une résolution injective finie par O x-modules quasi-cohérents,
Jo :

d d d_n41
30—0>31 —1> e j_n—>0,

avec J_; € Mye(X). On considere J, comme un objet de la catégorie dérivée
D8 (Mye(X)), tel que Jy se trouve en dégré zéro. Le complexe Jo est bien un
complexe dualisant de X, et les groupes de Witt cohérents correspondants sont
notés Wi (A, 7,L). Ce groupe est donc le i-ieme groupe de Witt de la catégorie
dérivée avec dualité (DE(M(A)), DSA’T), 1, o).

Le groupe de Witt dérivé usuel : Comme A est une algebre d’Azumaya, on
a P(A) = P(X)NM(A). Le foncteur contravariant D(LA’T) := Homg, (—, L) est
une dualité sur D?(P(A)). On note les groupes de Witt triangulaires de cette
catégorie avec dualité W*(A,,L). Ce groupe est donc le i-ieme groupe de Witt
de la catégorie dérivée avec dualité (D°(P(A)), Q(LA’T), 1, @").

Le groupe de Witt classique : Enfin on dispose des groupes de Witt usuels

des formes hermitiennes et anti-hermitiennes de 1’algébre & involution (A, T),
Wt (A, 1) et W~ (A, 1), voir [Kn, 1.10.1] ou la section 2.3.3. Ces deux groupes
sont donc les groupes de Witt de formes hermitiennes et anti-hermitiennes de

la catégorie additive avec dualité (P(A), DEQA’T), wt).

Maintenant, comme X est de Gorenstein, on a toujours un homomorphisme
entre les deux premiers groupes de Witt : Wi(A,7,L) — Wi(.A,T,L) qui
dépend d’un choix d’un quasi-isomorphisme 7 : L — J,. Si X est régulier, cet
homomorphisme est un isomorphisme, cf. [Gill, 2.10]. De plus, comme A est
une algebre d’Azumaya, on peut comparer le deuxieme et le troisieme groupe
de Witt. En effet, on a pour le fibré en droites trivial L = O x les isomorphismes
suivants :

WHA,7) sii=0 mod 4

W(.A,T,OX)%{ W_(AaT) siit=2 mod 4.

voir [Ba2, Th. 4.3]. Pour démontrer ceci on utilise le lemme suivant :

Lemme 5.6. Soit A une algébre d’Azumaya sur X alors il existe un isomor-
phisme canonique

A = Homgp (A, Ox)

de A-bimodules.
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Démonstration. Considérons la trace réduite Tr : A — Ox. Elle définit une
forme quadratique non singuliere [Kn, 1.7.3.5]

AxA— Ox
par (x,y) — Tr(zy). Donc 'homomorphisme induit
A — Homp, (A, Ox),

défini par  — Tr, (ou Tr,(y) = Tr(ay) pour y € A), est un isomorphisme.
C’est en fait un isomorphisme de A-bimodules comme Tr(ab) = Tr(ba) pour
tout a,b € A. O

Ainsi, on a un isomorphisme

PFq A - HOmoX(S:.,Ox) >~ HOmA(S:.,HOmOX(.A,Ox)) ~ Homﬂ(?.,./l). (51)

pour tout F, € DE(M(A)), cf. [Gill, 2.10].

5.2.3 Construction de la suite spectrale

Soit X un schéma de dimension de Krull finie n, avec un complexe dualisant
Je, cf. section 5.2.1. Soit
pyg: X —7Z

la fonction codimension correspondante, cf. [Ha, Ch. V]. Quitte & translater le
complexe J,, on peut supposer que min(ug) = 0 et max(ug) = n. Dans le cas
ot X est un schéma de Gorenstein, pg correspond & la codimension usuelle (i.e.
on a ug(x) = p pour z € X si codimx ({z}) = p). Supposons alors que, pour un
certain n € Z, Jo est de la forme :

Jo—J 41— ..—J_, —0,

ou le terme J_; se situe en degré i. Soit maintenant (A, 7) une O x-algebre d’Azu-
maya & involution de premieére espece. On a une filtration finie de D%(M(A))
associée a yg. Notons D%, = D5(M(A))®) la sous-catégorie pleine de D2(M(A))
dont les objets sont des 1complexes Fo tels que pg(x) > p pour tout = dans le
support homologique de F,. On a alors une filtration :

DY(M(A)) = D3 2 Dy 5 2 ... 2 D5 2 Dl 5 2 (0), (5.2)

Soit maintenant z € X et O, 'anneau local en zx, et soit dim O, = p. Notons
Ar = A R0y O,. En localisant le complexe Jo on obtient un complexe (J,), :

(Jo)e — (I-1)e — . — (I—p)a — 0,

avec (J_;); en degré i. Comme X est noethérien, O, est un anneau local
noethérien et par conséquent (J;)e est un complexe dualisant résiduel, cf. [Gil5,
Sect. 1]. Donc E, := (J,), est une enveloppe injective du corps résiduel k(z) de
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x. Par [Gill, 4.5] Homg, (—, E,) est une dualité sur D®(M;;(A,)). Les groupes
de Witt triangulaires de cette catégorie sont notés W* (M (Ay), Tu, Ex).

Dans [Gill, 4.1.-4.5.] S. Gille montre que la suite spectrale associée & la
filtration 5.2 est de la forme suivante :

Théoreme 5.7. Soit X un schéma noethérien et soient Jo et (A,T) comme
plus haut. On obtient une suite spectrale :

BYNA 9 = D WMy (Ar) 7o, Be) = WA, 7,0,) (5.3)
zeX(s)
Remarque 5.8. 1. 8%l n’y a pas d’ambigiité par rapport a l'algébre avec

involution (A, T) et le complexe dualisant Jo, on écrit Ef’t au liew de
EYY A, 7,7.).

2. Si Jq est une résolution dun Ox-module localement libre L de rang 1,
alors on écrit EVY (A, 7,L) au liew de EY' (A, 7,7,).

3. 81 X est régulier et si Jq est une résolution injective de Ox, le groupe de
Witt Wi(A,T,Je) coincide avec le i-iéme groupe de Witt dérivé usuel de
(A, T), considéré en [BP] (cf. lemme 5.6 et autour, et [Gill, 2.10]).

4. St X est régulier, A = Ox, T Uinvolution triviale et Jo une résolution
injective de Ox, on obtient la suite spectrale construite dans [BW, Th.
7.2] :

EYHOx) = @) W Mi(0.) = W (0x).

reX(s)

ou l'on a des isomorphismes W (Ms(0,)) ~ WSth(Klbf(fP(Oz))) pour

€ X puisque dans ce cas O, est un anneau de dimension s.

5. Supposons que X est de Gorenstein maintenant. Alors tout fibré en droites
sur X a une résolution injective. On wvoit que les termes Ef’t sont
indépendants du fibré en droites choisi ; ils sont tous (non canoniquement)
isomorphes a une somme indexée sur les points x de codimension p de
groupes de Witt d’espaces hermitiens ou anti-hermitiens sur (Ag(z), Ti(z))-
Plus précisément, les lignes impaires de la suite spectrale sont nulles, les
lignes paires 2q sont égales au complexe de Gersten- Witt hermitien

N (a0} 5 @} @)1 .
@ W (Ak(z), Th(z)) @ W (Ak@)s Thiz)) — o — @ W (Ak(z)s Th(a)) —
e X (0) zeX (1) re X (n)

st q est pair, et au complexe de Gersten-Witt anti-hermitien

de)y? (de)p 072

_ ( _ (de)y ™2 _
@ W™ (Ak()s Thiz))  — @ W™ (Ak@a)s Thiz))  — e 2 @ W™ (Ak(z) Th(a)) —

e X (0) reX (1) reX ()

st q est impair.
Par contre, les fleches de résidu de cette suite spectrale dépendent du fibré
en droites choisi.
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5.2.4 La suite spectrale et I’équivalence de Morita

Supposons maintenant que 1'on se trouve dans la situation suivante : soit
X = Spec R un schéma (noethérien), affine, de Gorenstein, connexe et de di-
mension de Krull finie n, et soient (A,7) et (B,v) deux algébres d’Azumaya &
involutions de premiere espece sur X. Soit, de plus, P un A-module fidelement
projectif (cf. définition 2.1) et h : P 5 P* := Hom (P, A) un (A, 7)-espace
€o-hermitien ol ¢y € {+1}.

Soit w : Z — X un sous-schéma fermé de Gorenstein défini par un idéal
a C R, i.e. Z = Spec R /a. Notons Pz et hy les restrictions de P et h & Z.
Considérons alors la condition suivante :
Condition 5.9. Le triplet (Z, Pz, hz) satisfait a :

1. B/CL ~ EndA/a(Pz),

2. v/a est Uinvolution adjointe sur B [a définie par
(v/a)(9) == hz" o ¢’ o hy,

ot ¢° = Homy /alg, A /a), voir section 2.5.1.

Notons comme plus haut I, un complexe dualisant de X. On peut supposer
qu’il est une résolution injective du R-module R, comme R est de Gorenstein,
et qu’il est de la forme :

—0—Ify—I1I 41— ..—1,—0— ..

avec I; en degré i.
Théoréme 5.10. Soit p < n. Supposons que pour tout sous-ensemble fini
{21, 2} C X® avect>petsecN,

1. le schéma Z3 . = {z1} U ... U {xs} avec la structure de sous-schéma
réduite induite est de Gorenstein et que

2. le triplet (Z3_,, Pz,

Alors, pour tout q € Z, le diagramme suivant est commutatif :

.) satisfait a la condition 5.9.

,,,,,

dlqu d€+1,q d;lflyq
q q q
@ A, Ta @ WAI7TI @ AgyTa
reX @) reX (p+1) zeX ()
| I |
P,q+1l—€q p+1,9+1—e€q n—1,qg+1—¢q
@ Wq-l-l—eo 4 @ Wq-l-l—eo dy 4 @ Wq+1 €0
B,z B,z By, vz

reX () reX (P+1) reX ()

ot pour x € X

Wi = WM (As), 7o, BEz) et ngl,m = WIMf(Bz), vz, Ez)

T

avec Ey = (I_;)z. Dans ce diagramme les fléches horizontales sont les
différentielles de la suite spectrale EY'(A, 1, R) (respectivement EY'(B,v, R))
introduite dans la section 5.2.1 et les fleches verticales sont les homomorphismes
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induits sur les termes de ces suites spectrales par les foncteurs de dévissage

A A B B _ )
(um*,n—) (um*,n ) et le foncteur F({z}’Pm’hm) pour x € X, ou

Uy {z} — X est Vimmersion fermée. Voir l'annexe A pour la définition
de ces fleches.

Démonstration. Voir 'annexe A. O

Remarque 5.11. La condition que X ou les sous-schémas Zim,s soient de
Gorenstein n’est probablement pas nécessaire mais elle facilite les arguments et
les notations, voir la remarque A.10. De plus, on n’a besoin de ce théoréme que

sous la forme énoncée.

5.3 Lasuite spectrale de S. Gille pour les schémas
a involution de deuxieme espece

Cette section expose un cas tres particulier de la suite spectrale de S. Gille
présentée dans [Gil2]. S. Gille présente une suite spectrale pour une algebre
d’Azumaya A a involution de deuxieme espece sur un schéma régulier, noethérien
X de dimension de Krull finie. Dans notre exposition, on se borne au cas ou
A = Oy, puisque c’est le seul dont on ait besoin.

Convention. Comme dans la section précédente, on suppose dans cette section
que tous les schémas sont des Z[%]—schémas noethériens.

5.3.1 Groupes de Witt cohérents

Soit X un schéma admettant un complexe dualisant J,. Rappelons que ceci
veut dire que Jo € D2(Mye(X)) est un complexe de O x-modules injectifs et que
le morphisme naturel

wy : Fo — Home  (Homg y (Fe, e ), Je)

est un quasi-isomorphisme pour tout F, € D2%M(X)). Observons que tout
schéma de Gorenstein (donc en particulier tout schéma régulier) de dimension
de Krull finie admet un tel complexe : en fait tout O x-module localement libre
de rang 1 a une résolution injective finie. Un tel J, a alors la propriété que le
foncteur

Dy : Fo — Home , (Fo,Ts)

est une dualité 1-exacte sur D%(M(X)). Supposons maintenant que X est muni
d'une involution de deuxiéme espece ¢ (i.e. un automorphisme avec ¢! = ).
Dans ce cas, on peut définir une dualité 1-exacte sur D8(M(X)) comme suit :

Dgova) T, — m

Observons que le morphisme de double dual @’ est dans les deux cas le méme.

On obtient ainsi une catégorie triangulée avec dualité (D%(M (X)), Dgox ), @)

dans le sens de Balmer [Bal].
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Définition 5.12. Les i-emes groupes de Witt de la catégorie triangulée avec
dualité (DZ(M(X)),@%OX’L), 1,w”) sont notés W¥(Ox,,7), et ils sont appelés
groupes de Witt cohérents.

5.3.2 Comparaison avec groupes de Witt usuels

Soit X maintenant un schéma de Gorenstein de dimension de Krull finie
a involution de deuxiéme espece ¢ et soit L un fibré en droites sur X (i.e.
un Ox-module localement libre de rang 1). Dans ce cas, on peut constru-
ire trois différents “types” de groupes de Witt. Pourtant, sous des hypotheses
raisonnables, ces groupes sont tous isomorphes.

Le groupe de Witt cohérent : Comme X est de Gorenstein de dimension de

Krull finie, £ a une résolution injective finie par O x-modules quasi-cohérents,
Je :

9o Lo, g, A, donitg L)
avec J_; € M(X). On considere J, comme objet de la catégorie dérivée
Db (M,e(X)), tel que Jg se trouve en dégré zéro. Le complexe J, est bien un
complexe dualisant de X, et les groupes de Witt cohérents correspondants sont
notés ’Wi(ox, t, ). Ce groupe est donc le i-itme groupe de Witt de la catégorie
dérivée avec dualité (DE(M(X)), D> 1, 7).

Le groupe de Witt dérivé usuel : Le foncteur contravariant
D(LA’T) := Home , (_, L) est une dualité sur D*(P(X)). On note les groupes de
Witt triangulaires de cette catégorie avec dualité W (Ox,t,L). Ce groupe est
donc le i-ieme groupe de Witt de la catégorie dérivée avec dualité
(DY(P(X)), DX 1, %)

Le groupe de Witt classique : Enfin on dispose des groupes de Witt usuels
des formes hermitiennes et anti-hermitiennes de 1’algébre & involution (Ox,¢),
W+ (O0x,t) et W= (Ox,t), voir [Kn, 1.10.1] ou la section 2.3.3. Ces deux groupes
sont donc les groupes de Witt de formes hermitiennes et anti-hermitiennes de
la catégorie additive avec dualité (P(X), @EDOXX’L), w9x).

Maintenant, comme X est de Gorenstein, on a toujours un homomorphisme
entre les deux premiers groupes de Witt : Wi(Ox, 1, L) — W¥(Ox,¢, L) qui
dépend d’un choix d’un quasi-isomorphisme v : L — J,. Si X est régulier,
cet homomorphisme est un isomorphisme, cf. [Gil2, 3.9]. De plus, comme A est
une algebre d’Azumaya, on peut comparer le deuxiéme et le troisieme groupe
de Witt. On a alors pour le fibré en droites trivial L = Ox les isomorphismes
suivants :

T(O0x,1) sii=0 mod 4;

; w X
W(Ox,L,OX)N{ W= (Ox,t) sii=2 mod 4.

voir [Ba2, Th. 4.3].
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5.3.3 Construction de la suite spectrale

Soit X un schéma de dimension de Krull finie n, admettant un complexe
dualisant J,, cf. section 5.3.1. Soit ug : X — Z la fonction codimension corre-
spondante, cf. [Ha, Ch. V]. Quitte & translater le complexe J,, on peut supposer
que min(pg) = 0 et max(pg) = n. Dans le cas ou X est un schéma de Goren-
stein, pg correspond a la codimension usuelle (i.e. on a pg(z) = p pour z € X
si codimy ({z}) = p). Supposons alors que, pour un certain n € Z, J, est de la
forme :

JO o j_l — ... —

n—0,

ott le terme J_; se situe en degré i. On a une filtration finie de D2(M(X)) associée
a pg. Notons DY 4 = DY(M(X))® la sous-catégorie pleine de D3(M(X)) dont
les objets sont des complexes F, tels que pg(x) > p pour tout = dans le support
homologique de F,. On a alors une filtration :

DYM(X)) = D%y 2 DR 2 ... 2 DY D D% 5 2 (0), (5.4)

Soit maintenant O x muni d’une involution ¢ de deuxieéme espece. Soit x € X et
O, l'anneau local en x et soit dim O, = p. Soit Z C X ’ensemble des points
fixes sous ¢, i.e. Z := {z € X | «(x) = z}. On considére cet ensemble comme
sous-ensemble de l'espace topologique de X. En localisant le complexe J, on
obtient un complexe (J;)e :

(jO)z I (jfl)m 7 e T (jfp)r — 0,

avec (Jo), en degré 0. Comme X est noethérien, O, est un anneau local noethérien
et par conséquent (J;)e est un complexe dualisant résiduel (cf. [Gil5, Sect. 1]).
Donc E, := (J,); est une enveloppe injective du corps résiduel k(z) de =.
Il est bien connu (cf. [Gil5, Sect. 3]) que Homg,(—, E,) est une dualité sur
D*(My#(0y)). Supposons que z € Z. Dans ce cas, Homg, (—, E,) est une du-
alité sur D?(M;¢(0,)). Les groupes de Witt triangulaires de cette catégorie sont
notés WH(M;4(04), ta, Ex).

Dans [Gil2, Sect. 5], S. Gille montre que la suite spectrale associée & la
filtration 5.2 est de la forme suivante :

Théoréme 5.13. Soit X un schéma noethérien a une involution de deuziéme
espéce t et soit Jo un complexe dualisant avec les mémes notations que plus haut.
On obtient une suite spectrale :

BN Ox, 10 = @ W OMp(0a), tar Ba) = W (0x,1,%,).  (5.5)
z€ZNX ()
Remarque 5.14. 1. S%l n’y a pas d’ambiguité par rapport a l’algébre avec
involution v, on écrit Ef’t au lieu de Ef’t(OX, t,Je).
2. Si Jq est une résolution d’un Ox-module localement libre L de rang 1,
alors on écrit BV (Ox,1,L) au liew de B (Ox,1,7,).
3. 81 X est régulier et si Jq est une résolution injective de Ox, le groupe de

Witt Wi (Ox,,Js) coincide avec le i-ieme groupe de Witt dérivé usuel de
(Ox,t), considéré en [BP] (cf. [Gil2, 3.9]).
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4. Supposons que X est de Gorenstein maintenant. Alors tout fibré en droites
sur X a une résolution injective. En choisissant différentes dualités cor-
respondantes a différents fibrés en droites, on voit que les termes Ef’t ne
changent pas ; ils sont tous (non canoniquement) isomorphes d une somme
indexée sur les points x de codimension p de groupes de Witt d’espaces her-
mitiens ou anti-hermitiens sur (k(x), ty(z)). Plus précisément, les lignes
impaires de la suite spectrale sont nulles, les lignes paires 2q sont égales
au complexe de Gersten- Witt hermitien

+ (dﬂ)?yo + (dl;)?o (dﬁ)?71'0 +
z€eZNX(©) zeZNX @ zeZNX (M)

si q est pair, et au complexe de Gersten- Witt anti-hermitien

(de)y™? (de)P™? (de)P 73

B Wk, uww) B W k@) ) — B Wk@) k@) — 0
z€ZNX () zeZNX @) x€ZNX (M)
St q est impaair.
Par contre, les fleches de résidu de cette suite spectrale dépendent du fibré
en droites choisi.

5.4 Le cas C,

Soit G un schéma en groupes semi-simples de type C,,, n > 3 sur un anneau
R. Le R-schéma en groupes semi-simples simplement connexe et déployé de type
Cy, est Sp,,, ou pour toute R-algebre S :

0o I,

SPo,(S) = {z € Mau(S) | 2'aor = ao}, a0 = <I 0

trice alternée standard.

) étant la ma-

Son groupe adjoint est PSp,,,. Comme tout isomorphisme du R-schéma en
groupes Sp,,, est intérieur, les R-formes de Sp,,, (voire PSp,,,), i.e. les schémas
en groupes semi-simples sur R de type C,, (n > 3) sont classifiés & isomorphisme
preés par 'ensemble pointé H'(R, PSp,,,).

Soit maintenant G une R-forme de Sp,,,. Dans le cas ol R = k est un corps, il
y a une description de G en termes d’algebres d’Azumaya (i.e. centrales simples
dans ce cas) & involutions, due a Weil, voir [We]. En effet, cf. [Kne, Ch. II, 2.4}, il
existe une algebre d’Azumaya A sur R avec une involution de type symplectique
J (cf. définition 2.21) telle que pour toute R-algebre S

G(S)={rc A®rS |zz’ =1}.

De plus, la paire (A, J) est unique & isomorphisme pres. On voit sans difficulté
que les arguments dans [Kne, Ch. II, 2.4] s’étendent au cas d’un anneau com-
mutatif R [Kn, II1.8.5] et que G = Sp(A4,J) (cf. section 2.4). On a alors les
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correspondances bijectives entre les classes :

H'(R,PSp,,)

—
{R-formes de Sp,, }

>
{R-formes de PSp,,, }

>

{R-algeébres d’Azumaya A de degré 2n, avec involution J de type symplectique}.

Observons maintenant que nous avons un morphisme de suites exactes de
R-groupes, i.e. un diagramme commutatif :

I —— py —— Spy, —— PSpy, —— 1

l | |

1 —— p,y, —— SLy, —— PGLy, —— 1,

ou les deux premiéres fleches verticales sont des inclusions. Ceci entraine que
Pon a le diagramme commutatif :

H(R,PSp,,) —2— H2(R,p,)

l |

HY(R,PGLy,) —— H*(R,ps,)-

La fleche horizontale de la premiere ligne associe a la classe d’une algebre d’Azu-
maya A avec involution symplectique J, la classe de A dans le groupe de Brauer.
La premiére fleche verticale associe & la classe d’une paire [(4, J)] juste [4], la
classe de l'algebre d’Azumaya sous-jacente.

Supposons maintenant que k est un corps algébriquement clos de
caractéristique zéro. Soit R = k[tlil, tQil] notre anneau des polynomes de Lau-
rent & deux variables sur k et soit K = k(t1,t2) son corps de fractions.

Donc, comme Pic(R) = 0 par le lemme 3.2, on a pour tout m > 0,
mBr(R) ~ H*(R,p,,) = Z/mZ. Par conséquent, la fleche verticale & droite
dans le diagramme commutatif plus haut est 'inclusion 2 Br(R) < 2, Br(R).
Pour démontrer la conjecture A pour G, il suffit par la remarque 3.9(2) de mon-
trer que H'(R,G) = 1, ot G est le revétement universel de G. Notons (A, .J)
I’algebre d’Azumaya avec involution symplectique correspondante a G par les
bijections plus haut.

Vu que la classe de A dans le groupe de Brauer est d’ordre 2 (cf. [Kn, I11.8.4]),
A est Brauer-équivalente soit & Ma, (R), soit & M, (A(1,2)) = A(n,2n). Comme
n > 3, le théoréeme 4.8 s’applique et on a le lemme suivant.

Lemme 5.15. Soit (A,J) une algébre d involution symplectique sur R. Alors
on a soit A ~ Ms,(R), soit A~ M,(A(1,2)).
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Supposons d’abord A ~ Ms,,(R). Selon le théoréme 3.3 tout module projectif
sur R est libre, donc on a par [Kn, 1.4.1.3] que toute involution symplectique
J sur A est conjuguée a I'involution symplectique usuelle Jy : 2 — ag Latag
(ap étant la matrice alternée standard, voir le début de cette section), i.e. on a
(A, J) ~ (A, Jp) comme anneaux & involution. Donc dans ce cas la conjecture
A est démontrée, comme le cas déployé a été déja décrit dans [GP1, Th. 4.18],
voir remarque 3.9.

Supposons maintenant que A ~ M, (A(1,2)). Notons Q lalgebre A(1,2),
dont il est beaucoup fait mention par la suite. Cette algebre Q est munie d’une
involution standard, appelée conjugaison quaternionique, notée a — o(a) (ou
a — a) et définie de la fagon suivante par descente. Sur l'algebre des quaternions
déployée Mo (R) on dispose de I'involution de type symplectique définie par

G4

Par [Kn, 1.1.3.7] cette involution se descend & Q. L’involution ¢ est I'unique
involution de type symplectique sur Q. Elle est aussi 'unique involution standard
sur Q, cf. [Kn, 1.3.4]. On s’intéresse maintenant & décrire les involutions de type
symplectique sur A = M, (Q). Par [KMRT, Th. 4.2] les involutions de type
symplectique sur A correspondent aux formes hermitiennes réguliéres de rang
n sur Panneau avec involution (Q,o) & similitude (un facteur de R*) pres —
bien que ce théoreme s’applique au cas ot R est un corps, la preuve s’adapte
sans difficulté au cas d’'un anneau R tel que Pic(R) est sans torsion. Soit P un
Q-module fidelement projectif de rang relatif n > 3. Suivant le corollaire 4.7, P
est libre. On a donc la correspondance bijective :

involutions J de type symplectique formes hermitiennes régulieres
sur Endg(P) ~ M,(Q)

(P, h) sur (Q,0) & similitude pres

Pour démontrer la trivialité de cet ensemble, il s’agit de voir qu’étant donné
M, un Q-module fidelement projectif de rang relatif n > 3, donc libre, et une
forme hermitienne h: M x M — Q, on a :

— (M, h) ~ $(9Q"?) si n est pair

— (M, h) ~ $(Q Y3 L(M', 1) ot (M, ') est un espace hermitien de di-

mension 1 sur Q, si n est impair.
Ici $H(Q") signifie I'espace hyperbolique de dimension 2r sur Q. Il s’agit alors
d’établir que toute forme hermitienne réguliere (M, h) sur (Q, o) admet une telle
décomposition. On démontre ce résultat en deux étapes. D’abord on calcule le
groupe de Witt des formes hermitiennes sur (Q,0) et on établit ensuite une loi
de simplification pour ces formes.

Lemme 5.16. Soit X = Spec R et notons ox =0 Q K.

1. Les (Qk,0K)-formes hermitiennes sont classifies a isométrie prés par
leur dimension, donc en particulier on a :

Wt (Qx,ox) = Z/27.

b
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de générateur la classe de (Qi, < 1>).
2. Soitx € X aqueci=1,2. On a

W+(M2(k($))a Uk(m)) =0
ol Op(z) = 0 @ k().

Démonstration. Montrons la premiere assertion. L’algebre quaternionique Qg
est lalgebre & division sur K = k(t1,t2), définie par les relations X2 = ty,
Y2 =ty et XY = —Y X (cf. section 4.1), 'involution ok étant la conjugaison
quaternionique. Soit (M, h) un espace hermitien de rang n sur Q, i.e. on a une
forme hermitienne réguliere

hMXM—>QK

En particulier on a pour tout = € M, h(z,z) = o(h(z,z)) donc
h(z,x) € Fix(o) = K, et M est un K-espace vectoriel de dimension 2n. On sait
([Sch], 10.1, p.352) que h définit une forme quadratique g : M x M — K de
rang 2n sur K, en posant ¢ (x) := h(z, z). Cette forme quadratique est appelée
la forme trace associée & h; elle est réguliere si et seulement si h ’est aussi (loc.
cit.). Par [Sch, 10.1.7] deux formes hermitiennes sur (Qx, ok ) sont isométriques
si et seulement si leurs formes quadratiques associées le sont également. De plus,
I’homomorphisme de groupes de Witt

W+(QK70K) — W+(K),

qui associe a la classe d’une forme hermitienne la classe de sa forme trace, est une
injection qui a comme image 1’idéal engendré par la forme quadratique, norme
quaternionique N : Qg — K, x — zo(x), i.e. N =< 1, —t1, —to, t1ta >. Soit
maintenant h une forme hermitienne réguliere de rang 1 sur (Qx, ok ). Par [Kn,
1.6.2.4], toute forme hermitienne sur (Qg,ox) posséde une base orthogonale,
donc h =< u > pour u € Fix(0)* = K*. Maintenant K est un corps Co, donc
la norme quaternionique N associée a la forme hermitienne < 1 >, représente
tout élément de K™, i.e. est universelle. Alors aN ~ N pour tout o € K* et
donc q<ys =~ g<1s. Par [Sch, 10.1.7], h < 1 > et W (Qg,0k) est engendré
par < 1 >. Par ailleurs, comme K est un corps Cs, toute forme quadratique
de rang au moins 5 est isotrope et alors g<1> L g<1> est hyperbolique; alors
2[q<1>] = 0 dans W (K). Ainsi, I'idéal engendré par la norme quaternionique
[N] = [g<1>] ne contient que deux éléments et donc on a W (Qg, ox) ~ Z/27Z.
En tenant compte de [Kn, 1.6.4.2] (simplification de Witt sur des algebres &
division), ceci entraine la classification des formes hermitiennes sur Qx et le
lemme suit.

Pour montrer la deuxieme assertion, nous allons nous servir de la théorie de
Morita pour les formes hermitiennes, expliquée dans [Kn, 1.9.2]. Soit £’ un des
corps k(x), z € X ot i = 1,2. Par le corollaire 2.12, appliqué avec e = —1, on
a une équivalence de catégories

Herm ™ (k') = Herm™ (Ma(K'), opr). (5.7)
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Cette équivalence de catégories entraine un isomorphisme de groupes de Witt
W= (k/) ; VVJr (M2 (k/), O/ )

On a donc WH(My(k'),01/) = W~ (k') = 0, vu que tout k’-espace alterné est
hyperbolique (cf. [Kn, 1.4.1.2]). O

Remarque 5.17. Le lemme 5.16 est aussi une conséquence de [BFP, Th. 5.1.1]
qui montre que HY(K,Sp(Ak,7K)) = 1 pour Ax une algebre simple centrale
sur K a involution symplectique Tg .

Théoréme 5.18. On a W+ (Q,0) ~ Z/27Z de générateur la classe de < 1 >,
ot 0 : Q — Q est Uinvolution standard définie plus haut (voir (5.6)).

Démonstration. L’idée de la preuve est de comparer les deux suites spectrales
suivantes : celle de (5.3) du théoréme 5.7 avec X = Spec R, A=Q, 7 =0 et J,
étant une résolution injective de R :

EyNQ,0.R) = € W'D (Mis(Qa)). 00, Ra) = W (Q,0,R).  (5.8)
zeX ()

otl pour tout z € X,

Wt(Db(le(Qz))v Oz, Rz)

WJF(Qk(z), Uk(z)) sit=0 mod 4;
=~ W= (Qk(z)a O'k(z)) sit=2 mod 4;
0 si t est impair,

et ensuite la méme suite spectrale avec X = Spec R, A = R, 7 = id et J, étant
une résolution injective de R (voir remarque (5.8(4))) :

EY'(R) = @ WH D" My (Ra) = W (R). (5.9)

reX(s)

Selon la section 5.2.2, on a un isomorphisme W1 (Q, o) ~ W°(Q, o, R). 1l s’agit
de calculer le terme E°(Q, 0, R). Ce groupe admet une filtration dont les quo-
tients successifs sont les EZ;7P. On observe que déja sur le deuxiéme niveau
toutes les différentielles de cette suite spectrale sont nulles. Donc on a EX, 7P =
EP™P pour tout p € Z. La remarque 5.8 indique que ces termes sont nuls si
p #0,2. On va montrer que E5 2 = 0 et que ES° ~ Z/2Z. Dans ce cas, E3"°
est le seul quotient non nul de la filtration de E et le résultat suit.

Montrons que E22’_2 = 0. Soient 1,...,zm € XM, ot m € N. Obser-
vons d’abord que le schéma Zy, ,, = {z1} U ...U {z,} est de Gorenstein par
[Ei, Cor.21.19], comme toute intersection d’idéaux premiers de hauteur 1 dans
R est un idéal principal par [Ma, Ch. 20, Rem. 2], donc engendrée par une
suite réguliére. Ensuite Br(Zl,___,m) = 0 par le théoreme 2.5, comme les corps

k(x1), ..., k(zy,) sont de dimension cohomologique 1. Donc Qz est 'algebre d’en-
domorphismes d’un fibré vectoriel, et en fait une algebre de matrices, puisque
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Q ~ R* comme R-modules. Soit maintenant P = R%Z et hg : P x P — R la
forme alternée standard sur R, i.e. ho((z1,z2), (y1,y2)) = T1y2 — 22y1. Le corol-
laire 2.12 montre alors que le triplet (Z1,...m, Pz, ,.) satisfait & la
condition 5.9 avec (4,7) = (R,id) et (B,v) = (Q,0). On a alors un diagramme

,,,,,

commutatif :
E°(R) EY(R).
® WD (My(R,)) — —— D WOD (M (R,)).
xeX @) reX ()
Morita ?l l? Morita
ab—2 422
B WD Mif(Q)), 00, Re) —— @ W 2D (Mif(2)), 00; Re) —— 0.
reX (1) reX (2)
E}7?(Q,0,R) E>7*(Q,0,R)

Pour montrer que E22 2 = 0, il s’agit de montrer que la différentielle di’_Q est
surjective. Par la commutativité du diagramme précédent, il suffit de montrer
que la différentielle d est surjective. On sait que coker (d) = E3° = W2(R),
comme les termes Eg’t tels que s 4+t = 2 sont tous zéros pour s # 0 et t # 2,
cf. Vexposition de la suite spectrale dans [BW]. Mais par la section 5.2.2 on a
W2(R) = W~ (R). En tenant compte de [Kn, 1.4.1.2], tout espace alterné sur R
est hyperbolique, donc coker (d) = Eg’Q = W?2(R) = 0 et d est surjective. Donc
on a bien Ey > = 0.

Montrons maintenant que Ey” ~ Z/2Z. Observons que ker(d>") = ESY ou

0,0

W+(QK,0’K)1—> @ W+(Qk(z)a0k(z))

reX (1)

Comme E22’72 = 0, on voit que ES’O ~ WT(Q,0) et donc on a une suite exacte

0,0
0 —— WH(Q0) —— WHQk,06) —— @B WH(Quta)» Ohia))-
zeX @)

I I
E(l),o E1170

i.e. on a la pureté pour les groupes de Witt de formes hermitiennes' sur R.

Comme Br(k(z)) = 0 pour z € XU, on a Q) =~ Ms(k(z)). Donc par le

IPureté pour les groupes de Witt de formes hermitiennes sur une algébre d’Azumaya A &
involution de premiére espéce T sur un schéma X est I’exactitude du complexe de Gersten-Witt
hermitien, i.e. du complexe

400 4n—1,0
0— WH(Ak@) Th) — P WAy Th@) — - — P WH(Akw) mi@) — 0,
e X (0) zeXx ()
dans le terme @ W ( Ay, Th(a))-
e X (0)



5.4. LE CAS Cy o7

lemme 5.16, on a E;*° = 0. 1l suit que W1(Q,0) ~ W (Qx, 0k ). Comme on a
WH(Qk,0k) ~ Z/2Z par le lemme 5.16, le théoréme suit. O

Il reste & établir des conditions pour la simplification des (Q, o)-formes her-
mitiennes.

Théoreme 5.19. Soit n > 6. Alors toute forme hermitienne (M, h) sur (Q,0),
avec M un Q-module fidélement projectif de rang relatif n, se décompose :

1. (M,h) ~ $H(Q") si n = 2r est pair,
2. (M,h)~ $H(Q") L (Q,<1>) sin=2r+1 est impair.

Démonstration. Supposons que (M, h) est un espace hermitien de rang relatif
pair 2r. Comme la preuve est analogue pour le cas ot (M, h) est de rang impair,
on se limite au cas pair. Supposons que r > 3. Par le théoreme 5.18, la classe
de (M,h) dans W (Q,0) est triviale. Par [Kn, 1.3.5.4] tout espace hermitien
est un facteur direct d’un espace hyperbolique d’un module libre. De plus tout
Q-module projectif de rang > 3 est libre par le corollaire 4.7, donc il existe s > 0
tel que

(M,h) L $(Q%) ~ H(Q"*). (5.10)

Rappelons que d := dim Spm R = 2 par le lemme 2.14. Puisque r > d + 1 = 3,
on peut appliquer le théoreme 2.16 pour déduire que

(M, h) ~ §(Q"),
ce qui donne le résultat. [l

Corollaire 5.20. Supposons quen > 6 et que G est un schéma en groupes semi-
simples (conneze) de type C,, sur R. Soit pu le noyau du revétement universel
G — G. Alors I’homomorphisme connectant

Hl(Ra G) B HQ(RHM)
est bijectif. En particulier, la conjecture A est vraie pour G.

Démonstration. Soit (A, ) lalgebre d’Azumaya & involution symplectique cor-
respondante & G. On va montrer que H' (R, Sp(A, 7)) = 1. Vu que la surjectivité
de la fleche HY(R,G) — H?(R, u) est déja connue, ceci entraine sa bijectivité.
Rappelons la description de I'ensemble H'(R, Sp(A4, 7)), donnée dans la propo-
sition 2.29 :

H'(R,Sp(A, 7)) « Sym(A,7)*(R)/ ~

ou Sym(A,7)*(R) = Sym(A,7)*, I'ensemble des éléments symétriques in-
versibles de (A4,7), et ol s ~ 8 < s=a-s'-7(a) pour un certain a € A*.
Soit donc s € Sym(A,7)*. On veut montrer que s ~ 1. On sait que

X

7 = int(u) oot pour un u € Sym(A, ot)* olt o désigne I'extension par transpo-

sition de l'involution standard o de Q & M,,(Q). Alors o(u)" = u, et de plus

wo(s)u "t =o(s)ut =o(uts).
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Donc u~1 s € Sym(A, o) et il suit que s définit la forme hermitienne suivante
sur (Q,0) :

h :Q"xQ" — Q, (z,y) — o(x) -u"ts-y.

En faisant appel a la classification des formes hermitiennes sur (Q, o) (i.e. les

1

théorémes 5.18 et 5.19) les formes définies par u~! et u~!s sont isométriques. Il

existe alors a € AX tel que u='s = au='o(a)t, donc

s=uau 'o(a) =vauv'r(uau™t),

ce qui montre que s ~ 1. On a bien montré que H' (R, Sp(A, 7)) est trivial. O

5.5 Les autres groupes du type D,

La conjecture A a été démontrée dans la section 4.2, cf. le corollaire 4.13,
pour les groupes de spineurs et les groupes spéciaux orthogonaux d’une forme
quadratique de rang > 5. Dans cette section on traite le cas des groupes de type
D,, qui ne sont pas de cette forme.

Soit R un anneau (commutatif) avec Spec R connexe et 2 € R*. Soit G un
R-schéma en groupes semi-simples (connexe) de type D,, n > 4. On rappelle
que le groupe semi-simple simplement connexe déployé de type D, est
Spin,,, := Spin(q), le groupe des spineurs associé¢ & la forme quadratique
réguliere ¢ = $H"(R). Le centre de Spin,,, est p, si n est impair et po X o si
n est pair. Le groupe adjoint de Spin,,, est PSOg,. Si n est impair, le quotient
de Spin,,, par son sous-groupe g 5 est le groupe spécial orthogonal SOs,,. Pour
obtenir SOy, si n est pair, on quotiente Spin,,, par son sous-groupe g, qui se
factorise en p o AN Mo X o, ott i(1) = (1,1), cf. [KMRT, p.375]. De plus, le
groupe d’automorphismes de Spin,,, (et donc de SOs3,,) est POy, := Ad(O2,),
le groupe quotient de Os, par son centre. Donc H'(R,PO,,) classifie les R-
formes de Spin,,,, SO2, ou PSOg, a isomorphisme pres.

Soit maintenant G une R-forme de SOs,,. Dans le cas ou R = k est un corps,
il existe une description de G en termes d’algébres d’Azumaya (i.e. centrales
simples dans ce cas) & involutions, due & Weil, voir [We|. En effet, cf. [Kne, Ch.
II, 2.4], il existe une algebre d’Azumaya A sur R avec une involution de type
symplectique J (cf. définition 2.21) telle que pour toute R-algebre S

GS)={rcA®rS|zx’ =1et Nrd(z) =1}.

De plus, la paire (A, I) est unique & isomorphisme pres. On voit sans difficulté
que les arguments dans [Kne, Ch. II, 2.4] s’étendent au cas d’un anneau com-
mutatif R [Kn, II1.8.5] et que G = SO(A, ) (cf. section 2.4). On a alors les
correspondances bijectives entre les classes :

H'(R,PO,,)
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—

{R-formes de Spin,,, }

—

{R-formes de SO2,,}

«—
{R-formes de PSO3,}

—

{R-algebres d’Azumaya A de degré 2n, avec involution I de type orthogonal}.

Observons maintenant que nous avons un morphisme de suites exactes, i.e.
un diagramme commutatif :

1 o 0y, —— POy, —— 1
1 Gm GLs, —— PGLy, — 1,

ou les deux premiéres fleches verticales sont des inclusions. Ceci entraine que
lon a le diagramme commutatif :

H'(R,POs,) —2— H2(R,p,)

| !

HY(R,PGLy,) —— H*(R,Gp,).

Supposons que Pic(R) = 0. Alors la fleche horizontale de la premieére ligne
associe a la classe d’une algebre d’Azumaya A avec involution orthogonale I,
la classe de A dans le groupe de Brauer. La premiere fleche verticale associe a
la classe d’une paire [(A,I)] juste [A], la classe de Palgebre d’Azumaya sous-
jacente.

Supposons maintenant que k est un corps algébriquement clos de
caractéristique zéro. Soit R = k[tF!, 1] notre anneau des polynémes de Lau-
rent & deux variables sur k et soit K = k(t1,t2) son corps de fractions.

Donc, comme on a bien Pic(R) = 0 par le théoréme 3.3 la fleche verticale &
droite dans le diagramme commutatif plus haut est I'inclusion 2 Br(R) — Br(R).
Pour démontrer la conjecture A pour G, il suffit par la remarque 3.9(2) de
montrer que H!(R, é) = 1, ou G est le revétement universel de G. Notons
(A, T) Palgebre d’Azumaya avec involution orthogonale correspondante & G par
les bijections plus haut.

Vu que la classe de A dans le groupe de Brauer est d’ordre 2 (cf. [Kn, IT1.8.4]),
A est Brauer-équivalente soit & Ma, (R), soit & M, (A(1,2)) = A(n,2n). Comme
n > 4, le théoreme 4.8 s’applique et on a le lemme suivant :
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Lemme 5.21. Soit (A, I) une algébre & involution orthogonale sur R. Alors on
a soit A ~ Ma,(R), soit A~ My, (A(1,2)).

Supposons d’abord A ~ My, (R). Dans ce cas une involution I sur A cor-
respond & une forme quadratique réguliere ¢ de rang 2n sur R. Dans ce cas
G = Spin(g), le groupe des spineurs d’une R-forme quadratique ¢ de rang > 5,
et on a alors H'(R, G) = 1 par le corollaire 4.13.

Supposons maintenant que A ~ M, (A(1,2)). Notons Q := A(1,2) comme
dans la section 5.4. Cette algebre est munie d’une involution standard o, la
conjugaison quaternionique, voir section 5.4. Par [KMRT, Th. 4.2] les involutions
de type orthogonal sur A correspondent aux formes anti-hermitiennes régulieres
de rang n sur 'anneau avec involution (Q, o) & similitude (un facteur de R*)
pres — comme on l'a déja remarqué dans le cas des groupes symplectiques, ce
théoreme s’applique au cas ou R est un corps, mais la preuve s’adapte sans
difficulté au cas d’un anneau R tel que Pic(R) est sans torsion. Soit P un Q-
module fidelement projectif de rang relatif n > 3. Suivant le corollaire 4.7, P
est libre. On a donc la correspondance bijective :

involutions I de type orthogonal } { formes anti-hermitiennes régulieres

sur Endg(P) ~ M,(Q) (P, h) sur (Q,0) & similitude pres

On va calculer d’abord le groupe de Witt des formes anti-hermitiennes sur
(Q,0). Pour cela on se sert, comme dans la section précédente, de la suite spec-
trale (5.3). Ceci nous ramene & considérer les formes anti-hermitiennes sur des
algebres de quaternions sur les corps. Observons que par [Kn, 1.6.2.4], tout es-
pace hermitien sur une algebre a division avec involution non triviale possede
une base orthogonale. On utilise librement ce fait par la suite.

Lemme 5.22. Soit X =SpecR etz € XM, On a :
W™ (My(k(x)), ox(ay) = /22 & k()™ [k(x)*?

ol Ok(y) = 0 @k(x). Ce groupe est engendré par < 1 > et les espaces < 1, —a >,
ot o € Ma(k(z))* est tel que det(a) ¢ k(z)?.

Démonstration. Comme dans le cas des groupes symplectiques (lemme 5.16),
on se sert de la théorie de Morita pour les espaces hermitiens, (cf. aussi [Sch,
10.3, p.361]). Soit donc 2 € X, Par le corollaire 2.12, appliqué avec € = 1, on
obtient une équivalence de catégories

Herm™ (k(z)) — Herm™ (M3 (k(2)), Ok(x))- (5.11)
Cette équivalence des catégories entraine un isomorphisme des groupes de Witt
W (k(z)) — W= (Ma(k(x)), on(a))-

On a donc W~ (Ma(k(x)), o(z)) = WH(k(z)) = Z/2Z & k(z)* /k(z)*?, la
derniere égalité étant une conséquence de [Sch, Th. 2.3.3], comme k(z) est un
corps C1. |

b
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Rappelons (cf. section 4.1) que Q est un R-module libre de base 1, X,Y, XY
et que sa structure d’algebre est définie par les relations :

X2=t,, Y% =ty et YX =—-XY.
. , . N +1 41 N , .
Si T'on étend les scalaires & l'anneau S := k[t] 2,t, 2] algebre Q se déploie,
donc il existe un plongement

Q— QRRrS ~ MQ(S)

tel que

(0 ) s ) e (s )

Il est commode d’identifier les éléments X, Y, XY avec ces matrices.

Théoréme 5.23. On a W= (Q,0) ~ Z/27Z & R*/R*? = Z/2Z & (Z/QZ)2 de
générateurs les classes des formes < X >, <Y > et < XY >, 0ot0:9 — Q
est linvolution standard sur Q, définie plus haut (voir (5.6)).

Démonstration. Comme dans la preuve du théoreme 5.18, on utilise la suite
spectrale (5.3) de S. Gille avec X =Spec R, A=Q, 7r=0et L=R:

EY'(Qk,0,R) = @ W' (D" (Mif(Qa)), 00, Re) = W*H(Q,0,R)  (5.12)
reX ()

ott pour tout z € X (),

Wt(Db(le(Qz))v Oz, Rz)

WJF(Qk(z), Uk(z)) sit=0 mod 4;
=~ W= (Qk(m), O'k(z)) sit=2 mod 4;
0 si t est impair.

Par la section 5.2.2, on a un isomorphisme W~ (Q, o) ~ W2(Q, o, R). Il s’agit de
calculer le terme E2(Q, 0, R). Ce groupe admet une filtration dont les quotients
successifs sont les EZF2~P. On observe que déja sur le deuxieéme niveau toutes
les différentielles dans cette suite spectrale sont nulles. Donc on a EPF%—P =
EPT 7P pour tout p € Z. Par la remarque 5.8, ces termes sont nuls si p # 0, —2.
On va montrer que E3° =0 et que Ey” ~ Z/27Z & R*/R* 2.

Montrons d’abord que E3° = 0. Les différentielles suivantes font partie de
la ligne ¢t = 0 de la suite spectrale :

PENY 420
D WHMa(k(2)),00) —— @O WH(Ma(k(2)),05(x)) —— 0.
zeX ™) zeX ()

I I
E}° E>°
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On a coker(d}") = E2°. Mais pour z € X,
W+(M2(k($))aak(m)) = W_(k(x)) =0

par le lemme 5.16, donc on a bien Eg’Q =0.
Montrons maintenant que Ey? ~ Z/27 & R*/R*2. Observons que
ker(d"?) = E9? on
0,2

W_(QK, O’K) 1—> @ W_(Qk(m)a Uk(m))'
zeX (1)

2 . 2 _
Comme E2’0 = 0, on voit que ES’ ~ W~(Q,0) et, comme dans la preuve du
théoreme 5.18, on a donc une suite exacte
0,2

dl, —
0 —— W (Q0) —4— W= (Qk,0x) —— @ W (@) 0k())r (%)
reX @)

I I
EY? E}?

i.e. on a aussi la pureté pour les groupes de Witt de formes anti-hermitiennes?®

sur R. Pour z € X, Br(k(z)) = 0 donc Q. est déployée. Par le lemme 5.22,
E}? est égal & une somme directe de copies de Z/27 @& k(z)* /k(x)* 2 sur les
points de codimension 1.

Donnons une description explicite de la fleche de résidu d(lJ’2. Elle se
décompose en composantes

&= B o,

rzeXx ()

dont la “z-composante” est
_ R _
W~ (Qk,0x) — W™ (Ma(k(x)), O(z))-

Comme R est un anneau régulier, R, est un anneau de valuation discrete pour
r € XM Par [Gil5, Prop. 6.5] et [Gill, Sect. 6.3] on peut choisir une uni-
formisante m, telle que 0, = 07+, une deuxieéme fleche de résidu définie comme
suit :

Tout espace anti-hermitien sur (Qx, ok ) est isométrique & un espace diagonal
de la forme < aq, ...,y > + < 701, ..., TxfPm > avec a, 5 € Q}X;im. On définit

8;—36 : [< ag, ..., ap >+ < ﬂ-zﬂlv "'77Tzﬂm >] = [< Ea aﬂ_m >]

2Pureté pour les groupes de Witt de formes anti-hermitiennes sur une algébre d’Azumaya,
A & involution de premiére espéce 7 sur un schéma X est I’exactitude du complexe de Gersten-
Witt anti-hermitien, i.e. du complexe
0—2 qn—1-2
0— W™ (Ak@) k) — P W (Ak@) o) — - — P W (Akw) Th@) — 0,
zeX () zex(n)

dans le terme @ W™ (Ag(z)s Th(x))-
xeX(U)
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ou pour 3 € Qp,, 3 est la réduction de 3 modulo (7).

Il s’agit maintenant de comprendre le noyau de la fleche dtl)’Q. Observons que
si h est une (Q,o)-forme anti-hermitienne, son invariant de Clifford c(h) est
zéro, comme c(h) € 3 Br(R)/Q = 0, cf. [BFP, Sect. 2.1, Clifford Invariant]. La
(Qk, ok )-forme hx = h®p K est déterminée par son dimension et discriminant.
L’image de W~ (Q,0) dans W~ (Qg, 0k) est donc engendrée par les classes des
espaces de la forme < v >, v € Q% de norme réduite non triviale. La suite
exacte (*) montre alors que le noyau de d?’Q est également engendré par les
classes d’espaces de cette forme.

Maintenant, 'image de [< v >] par d, est triviale si et seulement si v n’est
pas contenu dans l'idéal engendré par 7, dans Qpr,. Donc, pour que I'image de
[< v >] par d?’Q soit triviale, il faut que 7 ne soit contenu dans aucun idéal de la
forme m, Q, i.e. v € Q*. 1l suit que le noyau de d(l)’2 est engendré par < X >, <
Y > et < XY >, donc ES? = ker(d?) = Z/2Z & R*/R*? = /2L & (Z,/27)°
et la preuve du théoréme est terminée. [l

Il reste & établir des conditions pour la simplification des (Q, o)-formes anti-
hermitiennes.

Théoréme 5.24. Soit n > 8. Soit (M,h) un espace anti-hermitien sur (Q, o)
de rang relatif pair n = 2r. Alors (M, h) se décompose :

~ (M, h) ~ $(Q") si disc(M,h) =1 mod R*/R*?,
~ (M, h) ~ (2%, < XY,Y >) L 9(Q"") si disc(M,h) =t, mod R*/R*?,
~ (M, h) ~ (Q%,< X, XY >) L $(Q" ") si disc(M,h) = ty mod R*/R*?
et

— (M, h) ~ (2%, < X,Y >) L 9(Q"") si disc(M, h) = t1to mod R /R*?.

Si (M, h) est un espace anti-hermitien sur (Q,0) de rang relatif impair n =
2r + 1. Alors (M, h) se décompose :

12

Q< XY, XY >) L (9" sidisc(M,h) = 1 mod R* /R*?,
Q,< X >) L H(Q") sidisc(M,h) =t; mod R*/R*?,

Q,<Y >) L H(Q") sidisc(M,h) =ty mod R*/R*? et

Q,< XY >) L $(Q") si disc(M, h) = t1ty mod R* /R*2.

)

2

3

(M, ) ~ (
- (M, h) ~(
(M h) =~ (
(M h) =~ (
Démonstration. Comme les preuves sont toutes analogues, on se limite au cas
ou (M, h) est de rang relatif pair n = 2r et de discriminant ¢1¢5. Supposons que
r > 4. Par le théoréme 5.23, la classe de (M, h) dans Wt(Q,0) est [< X,V >].
Par [Kn, 1.3.5.4] tout espace hermitien est un facteur direct d’un espace hyper-

bolique d’un module libre. De plus, tout Q-module projectif de rang > 3 est
libre par le corollaire 4.7, donc il existe s > 0 tel que

(M,h) L $(Q°) ~ (2%, < X,Y >) L §H(Q" ). (5.13)

Rappelons que d := dim Spm R = 2 par le lemme 2.14. Puisque r—1 > d+1 = 3,
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on peut appliquer le théoreme 2.16 pour déduire que
(M,h) ~ (Q*, < X,Y >) L $(Q"1).

Observons que si M est de rang relatif pair n = 2r et de discriminant trivial
ou de rang relatif impair n = 2r + 1 et de discriminant non trivial, il suffit que
r > 3. O

Ce théoreme nous dit que les formes anti-hermitiennes sur (Q, o) sont clas-
sifiées par leur dimension et leur discriminant si n > 8.

Avant de procéder, faisons quelques rappels sur le groupe fondamental (voir
e.g. [Mi, 1.5]). Soit X un schéma connexe et T — X un point géométrique.
Pour Y, un revétement étale fini de X, on note Autx(Y) le groupe de X-
automorphismes de Y. Observons que l'ensemble Homx (Z,Y) dispose d’une
action naturelle & gauche de Autx(Y) et si Y est connexe, cette action est
fidele, i.e. pour tout g € Homy (Z,Y), le morphisme

Autx(Y) — Homx (7,Y)

donné par
Ot oo g

est injectif. Si Y est connexe et laction de Autx(Y) est transitive sur
Homx (Z,Y) (donc le morphisme o — o o g est bijectif), alors le revétement
est dit galoisien. On définit alors le groupe fondamental de (X,Z) comme la
limite projective

Wl(X,f) = %inA’utx(Xﬂ,

ol la limite projective est prise sur tous les revétements X; /X qui sont galoisiens.
Si lon ne prend la limite projective que sur les revétements X;/X tels que
Autx (X;) est abélien on obtient le groupe fondamental abélianisé 1 (X, T)qs.
Supposons maintenant que X est un 7-schéma muni d’une sectionex : T' — X
(par exemple X est un T-schéma en groupes et ex est sa section identité). Sil’on
ne prend la limite projective que sur les revétements galoisiens (resp. galoisiens
abéliens) X; X tels que X; possede également une section ex, : T' — X;
pour laquelle on a f; o ex, = ex, on obtient le groupe fondamental pointé
71 (X, T) (resp. le groupe fondamental pointé, abélianisé 71 (X, T)ap)-

Observons que si T — X est un autre point géométrique, alors m (X, T’)
(resp. T (X, T )ap, (X, T'), T1(X,T')ap) est isomorphe a m(X,T) (resp.
(X, T)ab, 71(X,T), T1(X,T)ap) et cet isomorphisme est déterminé canonique-
ment & un isomorphisme intérieur de 7 (X,T) (resp. m1(X,Z)ap, T (X,T),
71(X,T)ap) pres. On utilise donc dans ce qui suit les notations (X, %),
(X, %) ap, T1(X, %) et T (X, *)ap au lieu de 71 (X, T), 71 (X, T)ap, 71(X,T) et
T (X, f)ab-

Introduisons maintenant la suite de Hochschild-Serre pour la cohomologie
réduite, que I’on utilise dans le lemme suivant. Soit L un corps, Ls¢, une cloture
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séparable de L et notons I';, le groupe de Galois absolu de L. Soit G un L-
groupe algébrique. Ensuite, supposons que n est premier a la caractéristique
de L et notons HY(G, p,) le g-ieme groupe de cohomologie étale réduite de
G a coefficients dans pu ,, (voir e.g. [Me, sect. 3.2]). On obtient alors une suite

spectrale
Byt = H" (T, HY(GL,, ) = H™ (G, ), (5.14)

voir e.g. loc. cit. ou [Mi, Ch. ITI, Th. 2.20], appelée la suite spectrale de Hochschild-
Serre pour la cohomologie réduite.

Lemme 5.25. Soit h une (Q, o)-forme anti-hermitienne ou une R-forme quadra-

tique de rang pair.

1. Tout revétement fini, étale, abélien et pointé de SO(h) admet soit une
section, soit est isomorphe ¢ Spin(h), i.e.

71(SO(h), *)ap = Z/2Z.
2. Soit I/ un autre telle forme, alors I’homomorphisme naturel
T1(SO(h L h'), *)ap — T1(SO(h), *)ap
est un isomorphisme.

Démonstration. Prouvons la premiere assertion. Soit K une cloture séparable
(donc également algébrique) de K. Considérons les schémas

SO(h)k :=SO(h) xg K et SO(h)w:=SO(h) x K.

On démontre le lemme a l’aide de la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la
cohomologie réduite (5.14), avec L = K et G = SO(h)k, i.e. on obtient

EPT = HP(T g, H/(SO(h) e, pu ,,)) = HP (SO (h) e, ),

ou 'k désigne le groupe de Galois absolu de K. Les premiers termes de la suite
spectrale fournissent une suite exacte (e.g. [Mi, App. B, Th. 1]) :

0 — H'(Ti, H'(SO(h) . ) — H'(SO(h) s, ) —
H(Tx, H (SO(h) e, ) — H*(Dic, H(SO(h) g, p ))-
Mais comme SO(h)% est connexe, on a HO(SO(h)w, p,,) = 1. Il suit que
H'(SO(M)x, w,) = H(K, H (SO(h)e ) = H' (SO(h) e )™

L’ensemble H'(SO(h)k, ) est alors invariant sous le groupe de Galois 'k,

donc
H'(SO(h)k, ) ~ H (SO(h)z, pu.,).

En utilisant la suite exacte de Kummer et [Ro, Th. 3], on obtient (cf. [Me, sect.
3.2, suite (4)]) une suite exacte

1 — SO(h)%/SO(h):" — H'(SO(h)g, p,,) —n Pic(G) — 1
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pour la cohomologie réduite (ot pour un corps L et un L-groupe G,
G* = Homy_ 4 (G, G,,) est le groupe de caracteres de G sur L). Par [Sa, lemme
6.9 (iii)], on a Pic(SO(h)s) ~ Z/27Z. Donc, comme SO(h)y est semi-simple on
a alors

0 si n est impair ;

o1 o P71 . _
H(SO(h)xc, ) = H(SO(h)zz, p ) { Z/27. sin est pair;

Maintenant, comme R est connexe et lisse sur k£ on a une injection
H'(SO(h), p,) — H'(SO(h)k, p)-

Donc cette injection est en fait une bijection et la premieére partie est prouvée.

Montrons la deuxieme assertion. Il suffit de démontrer ceci sur K dans le
cas déployé et pour h' ~< 1 > une forme quadratique de rang 1 sur R. Il s’agit
de montrer que le diagramme

Splnm? e Splnnﬂf

| l

SO

n,? SOnJrl,?

avec les fleches évidentes est cartésien. Mais ceci est une conséquence de 1’iso-
morphisme

SpinnJrl,f / Spinn,? = SOnJrl,? / Son,f’
voir [Kne, p.74]. O

Lemme 5.26. Supposons que (M, h) est un espace anti-hermitien isotrope de
rang relatif n sur (Q,0). Alors la norme spinorielle

Ny, : SO(h)(R) — H'(R, ) ~ R*/R*?
est surjective.

Démonstration. Soit h une forme anti-hermitienne isotrope sur (Q, o). Donc
h possede une décomposition h ~ b’ L h”, avec b’ ~ $(Q) hyperbolique. Le
sous-groupe de SO(h) des éléments qui fixent lespace h” est isomorphe au
groupe SO(h'). La propriété du revétement universel pointé produit une fleche
¢ : Spin(h’) — Spin(h) d’ensembles pointés et un diagramme commutatif :

Spin(h') —— SO(K')
d |
Spin(h) —2— SO(h).
Comme Spin(h') est connexe et 71(SO(R'), *)ap = 71 (SO(h), *)ap =~ Z/2Z par

le lemme 5.25, ce diagramme est cartésien. Pour vérifier que ¢ est un homomor-
phisme de groupe, on considere la fleche suivante

m : Spin(h’) x Spin(h) — Spin(h),
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(z,y) = o) play)e(y) "
La composition po étant un morphisme de R-groupes, il suit que Im(m) C pu 5.
Mais Spin(h') est connexe et donc n’a pas de quotient fini étale. Il suit que m
est la fleche triviale et alors ¢ est bien un homomorphisme de groupes. De plus,
comme ¢ est une immersion fermée, elle induit un isomorphisme sur les centres,
on a donc un diagramme commutatif :

I —— py(R) —— Spin(h')(R) —— SO(W)(R) —*— H(R,p,)

H d ! H

1 —— po(R) — Spin(h)(R) —— SO(h)(R) —"— HY(R, m,).

Ainsi, si Nj/ est surjective alors il en est de méme pour Ny. Il suffit alors
de montrer le lemme pour la forme hyperbolique b’ = $(Q). Pour le reste
de la preuve raisonnons en termes d’algebres & involutions. Soit donc (A, 7),
(A ~ M5(9Q)), 'algebre & involution correspondante & h'.

Notons C l'algebre de Clifford de (A, T) et soit o son involution canonique
dans le sens de [KMRT, 8.B]®. Donc (Ck,0k), ot Cx = C @r K et ox =
o ®@gr K, est l'algébre de Clifford de (Ak,7k) avec son involution canonique.
Par [KMRT, 8.10 et 8.12], Ck est une K x K-algebre quaternionique et ox
est son involution standard symplectique qui est la conjugaison quaternionique.
11 suit que (C,0) est une R x R-algébre quaternionique et que o est aussi la
conjugaison quaternionique. Sa norme réduite Nrdg : C* — R* x R* est
alors donnée par z — zo(z).

Soit T'(A4,7) le R-schéma en groupes de Clifford de (A4,7)*. Ses R-points
peuvent étre caractérisés par I'(A, 7)(R) = {x € C* | zo(x) € R*}, cf. [KMRT,
15.10]. La norme spinorielle Ny, est alors 'homorphisme qui fait commuter le
diagramme suivant, cf. [KMRT, 13.30] :

1 —— Gpn(R) —— T'(4,7)(R) —— SO(W)(R) —— 1

‘Ql lNrdc |I‘(A,7-)(R) lNh/

1—— R*? — RX —— RX/R*? — 1.

La R x R-algebre quaternionique C' est une produit de deux R-algebres quater-
nioniques @ et Q2. On a Nrde(T(4,7)(R)) = Nrdg, (Q7) N Nrdg, (Q5), ou
Nrdg, : QF — R* désigne la norme réduite de la R-algebre quaternionique
Q;, pour i = 1,2. Par [GP1, Lem. 2.10], les normes réduites Nrd; et Nrdy sont
surjectives, donc Nrde(T'(A, 7)(R)) = R*. Il suit que la norme spinorielle N,
est également surjective et le lemme en résulte. O

3Dans [KMRT, 8.B] se trouve une construction d’une algébre de Clifford & involution pour
une algebre simple centrale & involution de type orthogonal. On voit sans difficulté que cette
construction s’étend au cas d’une algebre séparable centrale sur un anneau commutatif.

4Comme plus haut, ce schéma est défini dans [KMRT, 23.B] pour le cas d’un corps de base,
mais il peut étre défini plus générellement sur un anneau commutatif comme base. La méme
remarque vaut pour les références suivantes & [KMRT] : bien que les énoncés soient formulés
pour un corps de base, ils s’étendent au cas d’un anneau de base.
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Théoréme 5.27. Supposons que n > 8 et que G est un schéma en groupes
semi-simples simplement connexe de type D,, sur R. Alors

H'(R,G) = 1.

Démonstration. Soit (A, 7) D'algebre & involution telle que G = Spin(4, 7). Si
A est déployée (donc une algebre de matrices), G= Spin(q) est le groupe des
spineurs d’une forme quadratique et alors le théoréeme suit du corollaire 4.12.
Supposons donc que A ~ M, (Q). La suite exacte courte

1— p, — Spin(4,7) — SO(4,7) — 1
induit une suite exacte longue
1 — my(R) — Spin(A,7)(R) — SO(A,7)(R) = H' (R, p5) —

HY(R,Spin(A, 7)) — H'(R,SO(A, 7)) -% H2(R, w,).

La fleche N signifie la norme spinorielle, qui est surjective par le lemme 5.26,
comme par le théoréeme 5.24 tout espace hermitien de rang > 8 est isotrope.
Pour montrer le théoreme il s’agit alors de montrer que la fleche 0 est injective.
Pour cela on rappelle la description de I’ensemble H (R, SO(A, 7)) donnée dans
la proposition 2.34 :

H'(R,SO(A, 7)) « SSym(A,7)*(R)/ ~
ol
SSym(A,7)*(R) = {(s, 2) € Sym(A,7)*(R) x R* | Nrda(s) = 2°}.
et (s,2) = (s,2') & s=a-s-7(a) et z=Nrda(a) 2z’ pour un certain a € A*.

Soit (s,z) donc un tel couple. On veut montrer que (s,z) = (1, z). On sait

X ol o' désigne l'extension par

t

que 7 = int(u) o o' pour un u € Skew(4,o?)
transposition de l'involution standard o de Q & M,,(Q). Donc o(u)* = —u. De
plus

1

uls=u"l7(s) =utuo(s)

ut=o(s)ut = —o(uts)t
Donc u=! s € Skew(4,0") et s définit alors la forme anti-hermitienne suivante
sur (Q,0) :

h :Q"xQ" — Q, (z,y) — o(z) - u"ts-y.

Comme Nrd(s) = 22, il suit que Nrd(u~'s) = Nrd(u~!) mod (R*)2. Donc, par
la classification (les théoremes 5.23 et 5.24) les formes définies par u=! et u='s

sont isométriques. Il existe alors a € AX tel que u~!s = au='o(a)t, donc

s=uau tola) =uau'r(uaut),

ce qui montre que l'on a bien (s, z) = (1, 2).
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Il suit que soit z = 1, soit z = —1. Il reste donc a considérer les deux éléments
(1,1) et (1,—1). Mais si (1,1) =~ (1,—1), il existe alors un a € A* tel que
at(a) = 1 et Nrd(a) = —1. Ainsi, A ® g K admet une isométrie impropre,
voir [KMRT, 12.24]. Ceci entraine que A ®p K est déployée par
[Kne, Ch.III, Lem. 1.b], ce qui est une contradiction. On a donc bien
HY(R,SO(A,7)) = {(1,1),(1,—1)}. Finalement, observons que 9 est surjective
par la remarque 3.9, donc le théoreme en résulte. [l

Corollaire 5.28. Supposons quen > 8 et que G est un schéma en groupes semi-
simples (conneze) de type D, sur R. Soit p le noyau du revétement universel
G —» G. Alors I’homomorphisme connectant

HY(R,G) — H*(R,p)
est bijectif. En particulier, la conjecture A est vraie pour G.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate du théoreme 5.27 et de la
remarque 3.9. O

5.6 Le cas 24,_;

Comme d’habitude R désigne un anneau commutatif et k& un corps commu-
tatif.

Dans la section 4.1 on a traité le cas d’un schéma en groupes semi-simples
sur R de type A,_1 intérieur (type '4,_1). Dans cette section on s’occupe du
cas d’un schéma en groupes semi-simples de type extérieur, i.e. de type 2A4,,_1.

Supposons que G est un schéma en groupes semi-simples sur R de type A, _1
(intérieur ou extérieur) avec n > 2. Supposons d’abord que R = k est un corps.
Dans ce cas, il est bien connu que 'on peut décrire G en termes d’algebres a
involutions, voir [We]. En effet, comme il est décrit dans [Kne, Ch. II, 2.4], il
existe une extension quadratique k' de k et une algebre simple centrale A sur
k' & une involution de deuxieéme espece I (cf. section 2.3) telle que pour toute
k-algebre T

G(T)={re Ao, T | 2! =1,Nrda(z) = 1}.

De plus, la paire (4, I) est unique & isomorphisme pres. On voit sans difficulté
que les arguments dans [Kne, Ch. II, 2.4] s’étendent au cas d’un anneau com-
mutatif R (cf. [Kn, IT1.8.5]). On a ainsi les correspondances bijectives entre les
classes :

{R-formes de G}

{R-formes de G}



{
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{S-algebres d’Azumaya A de degré n — 1 & involution I de deuxiéme espece ol
S est une extension étale quadratique de R}.

Dans ces ensembles sont contenues les formes intérieures et extérieures de
G. En particulier, si G = PGL,,_1 est déployé, ces ensembles contiennent les
groupes de type 14, _1 et les groupes de type 2A,_1. Soit (A,S,I) le triplet
d’une algebre d’Azumaya A & involution de deuxiéme espéce I sur une exten-
sion étale quadratique S de R correspondante a G. Si S = R x R, G est de type
LA, _1, sinon G est de type 2A,,_; (cf. [KMRT, 29.16]). On peut donc supposer
pour la suite que S # R X R, i.e. S est un revétement étale connexe de R et
donc G est bien de type 2A4,,_1.

Nous nous plagons maintenant dans la situation suivante. Supposons que k
est un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, R = k[ti', tT!] est
notre anneau des polynémes de Laurent & deux variables sur k et K = k(t1,t2)
son corps de fractions. De plus, notons S une extension étale quadratique de R
non déployée, de corps de fractions L. Alors L est une extension quadratique de
K.

Pour aborder la démonstration de la conjecture A pour G, notons (A4, I) la S-
algeébre d’Azumaya a involution unitaire correspondante & G par les bijections
décrites plus haut. En vertu du lemme suivant, A est en fait une algebre de
matrices.

Lemme 5.29. Soit (A, I) une algébre d’Azumaya de degré n sur S & involution
de deuziéme espéce, alors A est déployée, i.e. A~ M,(S).

Démonstration. On dispose du diagramme commutatif suivant :

Ns/r

Br(S) —— Br(R)

l l

Br(L) —, Br(K).

ol les deux fleches verticales sont injectives. L'image par la fleche Ny, x de la
classe de A®g L dans Br(K) est triviale par [KMRT, Prop. 3.15] donc la classe
Ng/r([A]) est triviale dans Br(R). Mais la fleche Ng/p est un isomorphisme par
[GP1, Prop. 2.1.5], donc la classe de A est déja triviale dans Br(.S). A priori, on
a A ~ Endg(P) pour un S-module fidélement projectif P, mais par le théoréme
3.3, P est en fait libre, donc on a A ~ M, (5). O

On a donc A ~ M,(S). Notons ¢ : S — S le R-automorphisme non triv-
ial. C’est une involution de deuxieme espece sur S. Suivant le lemme 3.2 on a
Pic(S) = 0. On a alors par [KMRT, Th. 4.2] la correspondance bijective :

involutions I de deuxieme espece formes hermitiennes régulieres (P, h) sur
—
sur Endg(P) ~ M, (S)

(S, ¢) a similitude (un facteur de R*) pres

b
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On va donc calculer d’abord le groupe de Witt des formes hermitiennes
sur (S,t). Pour cela on se sert, comme dans la section précédente, de la suite
spectrale (5.3).

Fixons les notations suivantes : écrivons Y = Spec R, X = Spec S et

Z={reX|ix)=uxa}

pour le sous-ensemble des points fixes de X sous l'involution ¢. Observons que
cet ensemble n’est pas un sous-schéma de Spec S, vu qu’il ne contient aucun
point fermé de Spec S. Soit x € Z et notons y € Y son image par le morphisme
naturel X — Y. Alors I'involution ¢ induit une involution ¢4(,) sur le corps
résiduel k(z) de x avec Fix(¢) = k(y), le corps résiduel de y. Cette involution
Li(z) est donc 'unique automorphisme non trivial de 'extension quadratique de
corps k(z)/k(y). Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 5.30. 1. Les (L,ir)-formes hermitiennes sont classifiées par leur
dimension et leur déterminant, donc

WH(L,u) ~Z/2Z& K* /Ny /i (L™).

de générateurs <1 > et <1,—a > ot o € K* \ Ny /g (L*).

2. Soit x € ZNXW | alors les formes hermitiennes de méme dimension sont
isométriques, donc on a

WH(k(x), th(z)) = Z/27.
de générateur < 1 >.

Démonstration. Comme K est un corps Cy, toute K-forme quadratique de di-
mension 5 est isotrope. De méme, comme k(y) est un corps Cy pour x € Yy,
toute k(y)-forme quadratique de dimension 3 est isotrope. Le lemme est donc
une conséquence de [Sch, Ex. 10.1.6 (ii)] et [Sch, Th. 10.1.2] pour la premiere
assertion et de [Sch, Ex. 10.1.6 (i)] et [Sch, Th. 10.1.2] pour la deuxieme. [

On peut & présent calculer le groupe de Witt des formes hermitiennes sur S/R.
Théoréme 5.31. On a WH(S,.) ~ Z/27 & R*/Ng/p(S*) ~ Z/27 & 7/ 2Z,
de générateurs <1 > et < 1,—ty >.

Démonstration. On utilise la suite spectrale (5.15) de S. Gille pour les schémas
a involution de deuxiéme espece, avec J, une résolution injective de S :

ENS,,S) = @ WD (Mif(Sa)), 02, Sx) = WT(S,1,5).  (5.15)

re€ZNX ()

Par la section 5.3.2 on a un isomorphisme W*t(S, ., S) ~ W+(S,.). 1l s'agit
donc de calculer le terme E°(S, ¢, S). Ce groupe a une filtration dont les quotients
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successifs sont les £2:7P. On observe que, déja sur le deuxieme niveau, toutes les
différentielles dans cette suite spectrale sont nulles. On a donc E%~P = EP™F
pour tout p € Z. Par la remarque 5.14, ces termes sont nuls si p # 0,2. On va
montrer que Ey > =0 et que By’ ~ 7Z/27 & R*/Ng/r(S*). Dans ce cas EY°
est le seul quotient non nul de la filtration de E° et le résultat suit. Observons

que la ligne ¢ = —2 du premier niveau de la suite spectrale s’écrit de la facon
suivante :
402 ab 2
0— W~ (L’ [’L) — @ W_(]C(.’L'), Lk(z)) — w= (k(x)a Lk(m)) — 0.
zeZNX r€ZNX (3

Mais X/Y est un revétement étale, donc 'ensemble Z N X (?) est en fait vide.
On a donc Im(d}"™?) = 0. Comme on a une surjection Im(d" ") — E3""2 on
a bien E5 % = 0. 1l suit que W*(S,.) ~ Ey°. Donc la ligne t = 0 du premier
niveau de la suite spectrale fournit la suite exacte suivante :

490
0—WH(S,) —WHLu) > @ WHk), ww),

reZNX 1)

i.e. on a la pureté pour les groupes Witt des S/R-formes hermitiennes®. Il reste
a expliciter la différentielle d{"°.
Donnons une description explicite de la fleche de résidu dcl)’o. Elle se décompose

L= D o

r€ZNX 1)

en composantes

dont la “z-composante” est
WH(L,1n) 2 W (k(), tho)).

Comme S est un anneau régulier, S, est un anneau de valuation discrete pour
x € XM, Par [Gil5, Prop. 6.5] et [Gill, Sect. 6.3] on peut choisir une uni-
formisante m,, telle que 0, = 07, une deuxieme fleche de résidu définie comme
suit :

Tout espace hermitien sur (L, ¢1,) est isométrique & un espace diagonal de la
forme < ai, ..., > + < 701, ..., Txfm > avec a, f € S, On définit

0T [< 1y ey @y > + < T By ooy T B >] = [< By ey B >

ot1 pour 3 € S,, 3 est la réduction de 8 modulo (7).

Comme W (L,uv) ~ Z/2Z ® K* /Ny x(L*) par le lemme 5.30, ce groupe
est engendré par les classes de < 1 > et des espaces de la forme < 1,—v >,
~v € L* de norme non triviale.

5Pureté pour les groupes de Witt de formes hermitiennes sur un schéma X & involution de
deuxiéme espece ¢ est I’exactitude du complexe de Gersten-Witt hermitien, i.e. du complexe

492 gn—12
0— WH(k(z), thz)) — € W), @) = . — P W k), k@) — 0,
zeX0)nz zexX(M)nz

dans le terme D Wt(k(), U())-
zex(Onz
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L’image de [< 1,—y >] par 0, est triviale si et seulement si v n’est pas
contenu dans l'idéal engendré par w, dans S,. Donc, pour que image de [<
1,—~ >] par d?’Q soit triviale, il faut que v ne soit contenu dans aucun idéal
de la forme 7,5, i.e. v € S*. Il suit que le noyau est engendré par < 1 > et
< 1,~ty >, donc Ey° = ker(d)") = Z/2Z ® R* / Ng/p(S*) = Z/2Z & Z/2Z et
la preuve du théoréme est terminée. O

Il reste & établir des conditions pour la simplification de (.S, ¢)-formes anti-
hermitiennes.

Théoreme 5.32. Soit n > 7. Soit (M, h) un espace hermitien sur (S, ) de rang
relatif pair n = 2r. Alors (M, h) se décompose :

~ (M,h) ~ $(S") si disc(M,h) =1 mod R*/Ng/r(S*),
— (M, h) ~ (5%, <1,—ty>) L H(S"1) si disc(M,h) =ty mod R/ Ng/p(S™).

Si (M, h) est un espace anti-hermitien sur (S,¢) de rang relatif impair n = 2r+1.
Alors (M, h) se décompose :

~ (M, h)~ (S, < 1>) L $(S7) si disc(M,h) =1 mod R/ Ng,r(S*),
— (M, h) ~ (S, <ty >) L $9(S") si disc(M,h) =ty mod R*/Ng/p(S¥).

Démonstration. Comme les preuves sont toutes analogues, on se limite a prouver
le cas ot (M, h) est de rang relatif n = 2r et de discriminant ¢o. Par le théoréme
5.31, la classe de (M, h) dans W (Q,0) est [< 1, —ty >]. Par [Kn, 1.3.5.4] tout
espace hermitien est un facteur direct d’un espace hyperbolique d’'un module
libre. De plus, tout S-module projectif est libre (cf. 3.3), donc il existe s > 0 tel
que

(M,h) L H(S%) ~(S%,<1,~ty >) L H(S" %), (5.16)

Rappelons que d := dim Spm R = 2 par le lemme 2.14. Puisque r—1 > d+1 = 3,
on peut appliquer le théoreme 2.16 pour déduire que

(M,h) ~ (8%, <1,—ty >) L H(S"71).

Observons que si M est de rang relatif impair n = 2r 4+ 1 ou de rang relatif pair
n = 2r et de discriminant trivial, il suffit que r > 3. (|

Ce théoreme nous dit que les formes anti-hermitiennes sur (S, ¢) sont clas-
sifiées par leur dimension et leur discriminant si n > 7.

On peut maintenant démontrer la conjecture A pour le schéma en groupes
G de type 2A,_1 :

Théoréme 5.33. Soient n > 7 et G un schéma en groupes semi-simples sim-
plement conneze de type 2A,_1 sur R. Alors :

H'(R,G) =1.
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Démonstration. Soit h une forme hermitienne de rang n > 7. Considérons la
suite exacte courte :

1 — SU(h) 5 U(h) ¥4 RY p(G) — 1.
Pour les définitions de SU(h) et U(h) voir section 2.4. Il s’agit de montrer que
H'(R,SU(h)) = 1. Soit a € M,(S) la matrice hermitienne correspondante & h.

Donc
Uh)(R) ={z € GL,(S) | aT'a ' =271},

voir la définition 2.28, ou T désigne le conjugué de la matrice z, i.e. si
T = (ij)1<igen  alors T = (¢(ij))1<ij<n

Par le théoreme 5.32, h est en particulier diagonalisable, donc on peut sup-
poser que a est diagonale. Soit maintenant z € RE/R(Gm)(R). Donc z € S*
avec Ng/g(2) = z1(2) = 1. La matrice s := diag(1,...,1,2) est alors telle que
Nrd(s) = z et s € U(h)(R), comme

astal=astal=aats =51

Il suit que dans la suite exacte longue

1 — SU(R)(R) <> U(h)(R) ™% Ry 1(G)(R) —

HY(R,SU(h)) > HY(R,U(h)) ™% H'(R, R} 1(Gy))

la fleche Nrd est surjective. Comme ceci est vrai pour toute forme de rang
n > 7, la fleche i, est injective. Il est bien connu que H'(R, U(h)) classifie les
classes d’isométrie des (.5, ¢)-formes hermitiennes de méme rang que h. Par le
théoreme 5.32, la fleche Nrd,, qui envoie une forme hermitienne sur son discrim-
inant, a un noyau trivial (deux formes de méme rang et méme discriminant sont
isométriques). Il suit que H'(R,SU(h)) = 1. O

Corollaire 5.34. Supposons que n > 7 et que G est un schéma en groupes
semi-simples (connexe) de type 2A,_1 sur R. Soit u le noyau du revétement
universel G —» G. Alors I’homomorphisme connectant

H'(R,G) — H*(R,p)
est bijectif. En particulier, la conjecture A est vraie pour G.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate du théoreme 5.33 et de la
remarque 3.9. O



Chapitre 6
La conjecture B

Nos résultats nous permettent de répondre positivement a la conjecture B
dans les cas étudiés précédemment, voir corollaire 6.5. Soient dans ce chapitre k
un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, R = k[tlﬂ, tQﬂ] notre an-
neau des polynémes de Laurent & deux variables sur k et K = k(t1,t2) le corps

. . +1 41 +1 41 L
de fractions de R. Ensuite notons R,, = k[t] ™,t, ™] et S = k[t] 2,15 |. Finale-
ment, rappelons que Q désigne la R-algébre quaternionique de présentation

X2=t, Y?=ty et XY =-YX,

et notons ¢ l'involution standard sur Q qui est la conjugaison quaternionique
habituelle.

Soit g une algebre de Lie simple, de dimension finie sur k. Soit G := Aut(g)
le k-groupe algébrique de k-automorphismes de g. Rappelons que I’ensemble de
cohomologie H'(R, G) classifie, & R-isomorphisme pres, les R-formes de g, i.e.
des R-algebres L, telles que

pour un certain m > 1, cf. section 3.2.1. Supposons que g est de type A,_1,
n > 3. Dans ce cas on obtient une suite exacte

1 -G 5 G—7/27 — 1, (6.1)
cf. [SGA3, XXV, th. 1.3], qui induit une suite exacte d’ensembles pointés
HY(R,G°) *= HY(R,G) — HY(R,7,/27). (6.2)
On définit alors
&(R,G):= H'(R,G) \ Im[H'(R,G°) ' H'(R,G)].

Cet ensemble classifie les formes extérieures de g.
Parmi les R-formes de g on a les algebres de multi-lacets de la forme L(g, x)
ou x = (x1,22) avec z1,22 € G et 122 = wax1, cf. section 3.2.1. L’ensemble

7
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H'(R,G) (&(G) resp.) permet alors de classifier ces algebres de multi-lacets
(qui sont des formes extérieures resp.) & R-isomorphie prés. On est pourtant
intéressé par leur classes de k-isomorphie. Le lemme suivant est donc tres utile :

Lemme 6.1. Soit g une k-algébre centrale, de dimension finie et parfaite. Si
x = (z1,22) ety = (y1,y2) sont deuzx paires d’automorphismes d’ordre fini de
g qui commutent (i.e. on a T1xe = T2Z1 et Y1y2 = Yay1), alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. L(g,x) ~x L(g,y)
2. L(g,2x) ~pr L(g,y) pour un certain a € GLy(Z), voir section 3.1.

Démonstration. C’est [GP1, Lem. 5.3 . O

Rappelons que Paction GL2(Z) mentionnée dans ce lemme passe & I’ensemble
HY(R,G), cf. section 3.1. Le lemme 6.1 donne alors :

Lemme 6.2. Soit g une k-algebre de dimension finie et parfaite. Soient x =
(z1,22) ety = (y1,y2) deuz paires d’automorphismes d’ordre fini de g qui com-
mutent (voir plus haut). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. L(g,x) =1 L(g,y)

2. les cocycles a(x) et a(y) (cf. section 3.1) définissent la méme classe dans
HY(R,G)/GL3(Z), l'ensemble des classes d’isomorphie de G-torseurs sur
R, quotienté par laction de GLo(Z) sur les cocycles (voir section 3.1).

L’ensemble de cohomologie H!(R,G) classifie également certaines algebres a
involutions & isomorphisme pres et donc certaines formes quadratiques et her-
mitiennes a similitude pres. La classification des formes quadratiques sur R et
formes hermitiennes sur les algebres & involutions (Q, o) et (S,¢) permet alors
de démontrer le théoreme ci-dessous.

Remarque 6.3. Soit A une structure algébrique sur R. On dit que “A est de
K-indice de Tits I” si A®Rr K est d’indice de Tits I sur K.

Théoréme 6.4. Avec les notations précédentes, on a la classification suivante :

Supposons que g est de type B, avec n > 2.

On a
{(H'(R.G)/GLy(2)) =2

et les deux classes sont représentées par les R-formes quadratiques suivantes :

1. ¢g=<1> 1L $H(R"™) de K-indice de Tits déployé

de type relatif B, et
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2. q=< —ty,—ta, tita > L H(R"1) de K-indice de Tits

Q2 Qp_—1 Qp

et (6.4)
de type relatif Byp_1.

Supposons que g est de type C,, avec n > 6.

On a
1(H' (R, G)/GLy(Z)) = 2.

Si n est pair, les deuz classes de H*(R,G)/GL2(Z) sont représentées par la
R-forme symplectique et la (Q, o)-forme hermitienne suivantes :

1. h= 9(R") de K-indice de Tits déployé
o o Qp—1 On
G - oe=e) (6:5)
de type relatif C, et
2. h= Y)(Q”/Q) de K -indice de Tits

a1

Qi Qp—1 Qp 6.6
@) ) et (6.6)

de type relatif Cz.

Sin est impair, les deuz classes de H'(R, G)/GLo(Z) peuvent étre représentées
par la R-forme symplectique et la (Q, o)-forme hermitienne suivantes :

1. h= 9(R") de K-indice de Tits mazimal (6.5), de type relatif comme plus
haut et

2. h=<1> L $(Q" Y% de K-indice de Tits

Q. Qg Qp_—1 Qp

& SEC. (= et (6.7)

de type relatif BCrn-1.

Supposons que g est de type D,, avec n > 8 et n pair.

On a
4(H'(R,G)/GLa(2)) = 5.

Les cing classes de H' (R, G) /G Lo(7Z) sont représentées par les R-formes quadra-
tiques et les (Q, 0)-formes anti-hermitiennes suivantes :

1. ¢~ H(R") de K-indice de Tits déployé

« « Qn—2 Qp—1
CRCSCRON . 68)

an,
de type relatif D,,,
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2. q=<1,—ty,—ta, tita > L H(R"2) de K-indice de Tits

a; Q2

de type relatif By _o,

3. h~ ﬁ(Qn/Q) de K-indice de Tits quasi-déployé

a1 (9
de type relatif C'z,
4. q=<1,—t1 > L H(R"') de K-indice de Tits quasi-déployé
Opn—1

a1 (65) Qp_—2
RS S ORNCE SRR ’

Qp

de type relatif By,_1 et

5. h~<Y,XY > 1L $(Q" 2/ de K-indice de Tits

[e%} Qo Op—2 Ap—1 y
[e%

de type relatif BCTLTJ.

Supposons que g est de type D,, avec n > 8 et n impair.

On a
{(HY(R,G)/GLa(Z)) = 5.

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Les cing classes de H* (R, G)/GLo(7Z) sont représentées par les R-formes quadra-

tiques et les (Q,0)-formes anti-hermitiennes suivantes :

1. ¢ ~ H(R"™) de K-indice de Tits déployé (6.8), de type relatif comme plus

haut,

2. q =< 1,—t1,—ta, t1ta > L H(R"2) de K-indice de Tits (6.9), de type

relatif comme plus haut,

3. h~< X,Y,XY > 1L $(Q"3/2) de K-indice de Tits

Qaq Qo n—2 n—1
Q

de type relatif BCanz ,

(6.13)

4. q =< 1,—t; > L H(R" ') de K-indice de Tits (6.11), de type relatif

comme plus haut et
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5 h~< X > L f_)(Q("_l)/Q) de K-indice de Tits quasi-déployé

« «
— @) - et (6.14)

de type relatif BCanl.

Supposons que g est de type A,_1 avec n > 7.

On a
H(E(R.G)/GLa(Z)) =2

si n est pair et les deux classes sont représentées par les (S, t)-formes hermiti-

ennes suivantes :

1. h~ 9H(S™?) de K-indice de Tits quasi-déployé

a1 (9
On—1

Qn—2

de type relatif Cz et

2. hee<1,~ty > L H(S"=2/2) de K-indice de Tits

GOEOEaE- ¢ o

Ap—1 Qp—2

de type relatif BCrn—2.

Sin est impair,

H((R,G)/GLy(2)) =1

et la classe est représentée  par la  (S,i)-forme  hermitienne
h~<1> L H(S"=Y/2) de K-indice de Tits quasi-déployé

GOEuGEE ¢ o

Op—1 Qp-2

de type relatif BCrn-1,

Démonstration. Donnons une description de I'ensemble H'(R, G)/GL2(Z). Rap-
pelons que I’ensemble de cohomologie H'(R, G) classifie certaines algebres a
involutions & isomorphisme pres et donc certaines formes quadratiques et her-
mitiennes a similitude pres. On va donc raisonner dans cette preuve en termes
de telles formes, i.e. démontrer que ces formes hermitiennes et quadratiques sont
classifiées par leur indice de Witt-Tits & similitude et & I’action de GL2(Z) pres.
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1) Le type B,. Supposons que g est de type By, n > 2. On sait bien que
I'ensemble H'(R, G) classifie les R-formes quadratiques de rang 2n + 1 & simil-
itude (& un facteur de R*) pres!. Le corollaire 4.13 montre que

HY(R,G) ~7/2Z

et que les classes peuvent étre représentées par les formes quadratiques
@ ~< 1> L 9(R") et g ~< —t1,—ta, tita > L H(R™ ). Suivant [Ti,
Table I1] et [Bo, Ch.V.23.4] on alors que ¢; ® g K est d’indice de Tits (6.3) et de
type relatif B,, et que g2 ® g K est d’indice de Tits (6.4) et de type relatif B,,_1.
Comme ’action de GL2(Z) sur 'ensemble H'(R, G) est triviale, cf. [GP1, Th.
5.10] (et les classes données sont distinguées par leur indice de Tits), le théoréme
résulte dans ce cas.

2) Le type C,,. Supposons que g est de type C,,, n > 6. Le corollaire 5.20

montre que
HY(R,G) ~7/2Z

et que les classes peuvent étre représentées par la forme symplectique hy =
H(R™) (pour tout n), et par les formes hermitiennes hy = $(Q"?) (si n est
pair) et hg ~< 1 > L $(Q™ " Y/2) (si n est impair). Suivant [Ti, Table II] et
[Bo, Ch.V.23.4] on alors que les K-formes h1 ® g K, ho ®p K et hs @ K sont
d’indices de Tits (6.5), (6.6) et (6.7) respectivement et de types relatifs C,, Cn
et BCa1 respectivement. Comme I'action de G'L; (Z) sur 'ensemble H'(R, G)
est triviale, cf. [GP1, Th. 5.10] (et les classes données sont distinguées par leur
indice de Tits), le théoreéme résulte dans ce cas.

Supposons maintenant que g est de type A,—1 (n > 7) ou D,, (n > 8). Soit
G la composante connexe de 1’élément neutre de G = Autg(g). On obtient
comme plus haut une suite exacte scindée

1— G G- 7/27 — 1, (6.18)

cf. [SGA3, XXV, th. 1.3], qui induit la suite exacte d’ensembles pointés

H'(R,G°) = HY(R,G) - H'(R,7,/27), (6.19)

également scindée. Supposons que [a] € H'(R,Z/27) est une classe représentée
par un cocycle a. On peut tordre la suite (6.1) par le cocycle a pour obtenir la
suite exacte

1 —>s(a) GO *)s(a) G — Z/QZ — 1.
Observons que o(Z/27) = 7Z/2Z, comme le groupe Z/27Z est commutatif. Par
des arguments standards de cohomologie galoisienne [Gir, 111.3.3], on obtient
une décomposition

H'(R,G) ~ I1 HY(R, 4u)G")/Z/2Z, (6.20)
[ale HY(R,Z/27Z)

] revient au méme de dire que cet ensemble classifie les R-formes quadratiques de rang
2n + 1 et de méme discriminant que q.
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ot Paction de Z/2Z sur H*(R, S(a)GO) est déduite de Paction tordue de Z/27
sur s(a)GO. L’équation (6.20) est utile pour comprendre 'action de GLy(Z).
Rappelons que HY(R,Z/27Z) ~ R*/R*? et que cet ensemble est constitué des
classes 1,t1,ty et tito. L’action du groupe GLy(Z) sur HY(R,Z/27) a deux
orbites : Vorbite {1} et 'orbite {t1,ta,t1t2}. Il suit que on peut fixer un dis-
criminant non trivial, disons ¢1, pour les groupes de type D et A, et se limiter
a considérer des formes avec ce discriminant.

3) Le type D,,. Supposons que g est de type D,, n > 8. On sait que ’ensem-
ble HY(R,G) classifie, & R-isomorphisme pres, des R-algebres d’Azumaya de
degré 2n a involutions de premiere espece de type orthogonale. Par le lemme

5.21, chaque classe peut étre représentée par une classe de similitudes de R-
formes quadratiques ou (Q, o)-formes anti-hermitiennes par des résultats de la
section 5.5. L’équation (6.20) et les arguments suivants montrent que, pour
représenter chaque classe dans H' (R, G)/GL2(Z), on peut se limiter aux formes
de discriminant 1 ou t¢;. Le théoreme 5.24 montre alors que seulement les cas
listés dans I’énoncé plus haut peuvent apparaitre. Leurs indices de Tits sont
données par [Ti, Table II] et leurs types relatifs par [Bo, Ch.V.23.9]. Le théoréme
résulte alors dans ce cas également.

3) Le type A,_1. Supposons que g est de type A,_1, n > 7. On sait que
I'ensemble H!(R, G) classifie, & R-isomorphisme pres, des algebres d’Azumaya

de degré n sur une extension quadratique, étale de R a une involution de
deuxiéme espece. L’équation (6.20) et les arguments suivants montrent que,
pour représenter chaque classe dans H'(R, G)/GLy(Z), on peut se limiter aux
algebres & involutions de discriminant 1 ou ¢; (i.e. de centre R x R ou S). Or
on veut décrire les éléments de E(R, G)/GL2(Z), o on rappelle que

&(R,G):= H'(R,G) \ Im[H'(R,G°) = H'(R,G)].

On peut donc se limiter aux algebres a involutions (de la forme décrite plus
haut) de discriminant ¢;. Ceux-ci correspondent par le lemme 5.29 & des (.5, ¢)-
formes hermitiennes de rang n. Le théoreme 5.32 montre alors que seulement
les cas listés dans 1’énoncé plus haut apparaissent. Leurs indices de Tits sont
donnés par [Ti, Table II] et leurs types relatifs par [Bo, Ch.V.23.9]. Le théoréme
résulte alors dans ce cas aussi et la preuve est terminée. [l

Corollaire 6.5. Soit g une algébre de Lie simple, de dimension finie sur k
de type A1 (n > 7), B, (n > 2), Cp, (n > 6) ou D, (n > 8). Notons
G = Autg(g) son groupe algébrique de k-automorphismes. Soient x = (x1,x2)
ety = (y1,y2) deux paires d’automorphismes d’ordre fini de g qui commutent,
i.e. On a T1To = xT2x1 et Yy1y2 = yoy1. Si g est de type A,_1, supposons de plus
que les éléments x1, T2, Y1 et Yo ne sont pas tous contenus dans la composante
connexe de ['élément neutre de Auty(g). Alors L(g,x) Qgr, K est une algébre
de Lie de dimension finie et isotrope sur K. De plus,

L(g, %) =k—rie L(g,y) & 1(x) = I(y)
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ot I(x) et I(y) sont les indices de Witt-Tits de x et 'y respectivement (voir
section 3.1.1).

Démonstration. Suivant le lemme 6.2, il s’agit de montrer que deux paires x et
y ont le méme indice de Tits si et seulement si leurs cocycles (voir 3.1) sont dans
la méme classe dans I'ensemble H!(R, G), & I'action de GL2(Z) pres. Mais le
théoréme 6.4 montre que toutes les classes dans I'ensemble H'(R, G)/GL2(Z)
peuvent étre distinguées par leurs indices de Tits. Le corollaire suit. O

Remarque 6.6. 1. Ce corollaire montre en fait qu’en rang assez grand une
algébre de multi-lacets est determinée par son indice de Tits en dehors
du type A et sous certaines conditions si elle est de type A (si elle est de
type 2 A, essentiellement). Gille et Pianzola ont conjecturé ceci par contre
seulement en dehors de type A [GP1, Conj. 6.4).

2. Soit k((t1))(t2)) le corps des séries formelles en deux variables sur k. Ob-
servons que la fleche naturelle

H'(R,G) = H'(k(t1)(*2)). G),

est alors une bijection dans le cas ot G est de type B, (n > 2), C,
(m>6), D, (n>8)ou?A,_1 (n>7), et que le corps k((t1))(t2) se
comporte comme un corps p-adique. Ceci découle de [Ti, Table II] (les
descriptions des corps “spéciaux”).

3. En tenant compte de [GP3], on voit que toutes les formes quadratiques et
hermitiennes qui apparaissent dans le théoréme 6.4 correspondent a des
algébres de multi-lacets. Une facon plus fastidieuse de montrer cela, serait
d’utiliser le “recognition theorem”, voir [GP1, Th. 5.13].



Annexe A

Compatibilité de la théorie
de Morita avec la suite
spectrale de S.Gille

Dans cet appendice on prouve le théoreme A.8 qui établit une certaine com-
mutativité entre les fleches de résidu de la suite spectrale de S.Gille et les “fleches
de Morita” qui apparaissent entre les groupes de Witt des algebres simples cen-
trales sur les corps résiduels. Rappelons d’abord encore une fois les conventions
de signe dans les catégories dérivées, introduites au début de la section 5.1.

Soit € une catégorie exacte. On note D°(€) sa catégorie dérivée bornée et
T le foncteur de translation de cette catégorie. Selon 'usage habituel dans la
théorie de Witt dérivée et cohérente, on utilise des complexes homologiques,
donc T(M,); = M4[1]; = M;_; pour tout M, € D’(€). Si & possede un
foncteur Hom intérieur ou un produit tensoriel ®, on utilise les conventions
suivantes pour Hom(M,, N,) et M, ® N, : la différentielle en degré [ est donnée
par

Hom(M_;_¢,N_) > f — f-d™

w1t (DAY f
et par
M_s@Nssm®n — d'(m)@n + (-1)""*m e dY*(n)
respectivement.
Remarque A.1. Observons que sir est impair, on a en général
Hom(M,, N,[r]) # Hom(M,, N,)[r].
Par contre, les deux objets sont isomorphes par
all) . : Hom(M,, Na[r]) — Hom(M,, No)[r]
défini en degré | par

P Hom(M_—, N_(s4r)) — P Hom(M_; s, N_(o1))
SEZ SEL

83
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(g5) = (1)) g,).
Ce morphisme est fonctoriel en M,, i.e. pour un morphisme [ : My — M, on
a un diagramme commutatif :

ag\? N
Hom(M,, No[r]) —=%* Hom(M,, N,)[r]

fO_T Tfo_

Hom(M, N4|]) — Hom(M_, N,)|[r].
aAZ‘,N.

Rappelons maintenant quelques points sur les résolutions injectives qui se
trouvent dans [BH].

Définition A.2. [BH, p.98] Soit S un anneau commutatif noethérien et M un
S-module. Une résolution injective

0— M — Eo(M) 2 5_, (M) &% ..

est dite minimale, si Eg(M) est une enveloppe injective de M et si pour r > 1,
E_.(M) est une enveloppe injective de coker (d__1)).

Comme dans [BH] on note Es(M) une enveloppe injective d’'un S-module M.

Remarque A.3. Si S est un anneau de Gorenstein, le —r-iéme terme d’une
résolution injective minimale du S-module S est de la forme

htp=r
De plus, on a le lemme suivant.

Lemme A.4. Soient S un anneau commutatif noethérien, I C S un idéal, M
un S-module tel IM =0 et q € Spec S un idéal premier.

1. Si I n’est pas contenu dans q, alors Homg(M, Es(S/q)) = 0.

2. Si 1 C q, alors on a un homomorphisme injectif
o Eg/r(S/a) — Es(S/q)
et I’homomorphisme
o : Homg, (M, Eg/1(S/q)) — Homs(M, Es(S/q)), ¢ ap
est un isomorphisme.
Démonstration. Par exemple [Gil3, Lem. 3.3.5]. O

Le lemme suivant nous est utile par la suite :

Lemme A.5. La suite spectrale des groupes de Witt de catégories triangulées
filtrées avec dualité est fonctorielle pour les foncteurs qui préservent la dualité
et qui sont compatibles avec les filtrations respectives.



A.1. ENONCE DU THEOREME 85

Démonstration. [BW, Lem. 4.2] O

Rappelons un résultat de la section 5.1 que 1'on utilise par la suite :
Lemme A.6. Soit X un schéma noethérien et A une Ox-algebre cohérente,
alors le morphisme naturel

b b
D;(Mge(A)) — D(M(A))
est une équivalence de catégories.

Démonstration. [Gill, Lem. 1.4] O

A.1 Enoncé du théoréeme

Convention. Tous les schémas (anneaux) sont désormais supposés noethériens
et munis d’un morphisme vers Spec Z[3] (des Z[%]-algébres).

Tout au long de cet appendice on utilise les notations suivantes
Soit X = Spec R un schéma (noethérien), affine, de Gorenstein, connexe et de
dimension de Krull finie n et soient (4, 7) et (B, v) deux algébres d’Azumaya &
involutions de premiere espece sur X. Soit de plus P un A-module fidelement
projectif, voir la définition 2.1, (ceci revient & dire que P est un A-module fidele
qui est projectif comme R-module) et

h:P =% P%:=Homu(P, A)

un (A4, 7)-espace €p-hermitien ol ¢g € {+1}.

Soit u : Z — X un sous-schéma fermé de Gorenstein défini par un idéal
a C R, i.e. Z = Spec R /a. Notons Pz et hy les restrictions de P et h & Z.
Considérons alors la condition suivante :
Condition A.7. Le triplet (Z, Pz,hz) satisfait d :

1. B/CL >~ EndA/a(Pz),

2. v/a est Uinvolution adjointe sur B /a définie par

(v/a)(g) :==hz' o g’ o hy,
ot ¢” = Homy /a(g, A /a), voir section 2.5.1.

Notons maintenant I, une résolution injective du R-module R. C’est alors un
complexe dualisant sur Dg(ch R). On peut supposer qu'il est de la forme :

.—0—Ilg—I1I 41— ..—I,—0— ..

avec I; en degré i et qu’il est une résolution injective minimale (cf. définition
A.2). Supposons maintenant que le sous-schéma de Gorenstein Z est connexe.
Comme Z est de Gorenstein, les points maximaux de Z (correspondant aux
idéaux premiers minimaux de R /a) sont tous de la méme codimension dans
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X, disons r (voir [Ei, Cor. 18.10]). On obtient alors une résolution injective
Je ~Homp(R /a,14[r]) du R /a-module R /a, définie par

J_s={z€ I (s4r) | a -z =0},

en degré —s avec J_s = 0 si —s > 0 (voir lemme A.4). C’est un complexe
dualisant pour le schéma Z, puisque R /a est un anneau de Gorenstein. Enongons
le théoreme que ’on va prouver dans cet appendice :

Théoréme A.8. Sous les notations et hypothéses ci-dessus, supposons que le
triplet (X, P,h) satisfait & la condition A.7. Il existe alors une équivalence de
catégories avec dualités

(0)
(Fx,p.ny> @x,p 1))

(Dio(A), D71, =) (D21(B). 2% 1o - ")

qui respecte les filtrations par la codimension de ces catégories (cf. (5.2)). Soit
u : Z — X un sous-schéma de Gorenstein connexe défini par un idéal a de
codimension r. Alors le triplet (Z,Pz,hz) satisfait également & la condition
A.7 et on a un diagramme commutatif

(r)
(F(x,p,n)> d’(x,P,h))

(DZ(M(A)), 7T .©§A,7)7 (_1)'r7 (_1) T(T‘;l) wI) (Dg(M(B)), " .©§B,u)7 (_1)7~7 (_1) T(T;l) € - wI)
[t [z 0%

(0)
(F(Z,Pz,hz)vd)(z’pz,hz))

(Phov(A fa)), 571, ) (DEON(B /), 57/ 1,0 - ).

ot les fleches verticales sont les foncteurs de dévissage que l'on rappelle dans la
section A.3.1 et les autres notations sont comme plus haut.

Corollaire A.9. Soit p < n. Supposons qu’il existe un A-module projectif P
et un (A,T)-espace eg-hermitien (P, h) tels que pour tout sous-ensemble fini
{x1,.., 25} C X® qvect >p et scN,

1. le schéma Zi . = {x1} U...U{xs} avec la structure de sous-schéma
réduit induite est de Gorenstein et que

2. le triplet (Z} ., Pz, ., .) satisfait a la condition A.7.

Alors, pour tout q € Z, le diagramme suivant est commutatif :

P,q p+1,q n—1,q
q dl q dl dl q

& Wi, —— & wi, . —_ .. — & Wi, ..

zeX (@) e X (P+1) zeX ()
| | |
p,q+1—e€q p+1,g+1—¢g n—1,q+1—¢€q
@ WQ+1—€0 dy @ Wq-i-l—eo dy dy @ Wq-i-l—eo
B,z By, vz By,ve

reX () reX (r+1) zeX(n)

ot pour x € X

Wi = WIMp(A), e, Be) et W5, i= WM (By), va, Ex)
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avec Ey = (I_;)z. Dans ce diagramme les fléches horizontales sont les
différentielles de la suite spectrale Ef’t(A,T, R) (respectivement Ef’t(B,V, R))
introduite dans la section 5.2.1 et les fleches verticales sont les homomorphismes
induits sur les termes de ces suites spectrales par les foncteurs de dévissage

A A (B B _ S e
(um*,n ) (um*,n ) et le foncteur For ) pour © € X, ol upy :

Ty
{z} — X est Uimmersion fermée.

Démonstration. Posons la notation suivante : Soit uyz : Z < X un schéma tel
que le triplet (Z, Pz, hz) satisfait & la condition A.7 et soit z € Z. Alors on note
Fz . 'homomorphisme

Wg N Wq-i-l—eo

z:Tz B.,v.

induit sur les termes des suites spectrales Ef’t(A,T, R) et Ef’t(B, v, R) par les
foncteurs de dévissage (ug,,n?) (uZ,,n?) et le foncteur Fz.pshzs)-
Soit t € {p,...,n — 1}. Il ’agit de montrer que le diagramme suivant com-

mute :

q dy* q

® Wi. —— © Wi .

zeX ) reX (t+1)

Gﬁm,zl l@Fm,m (*)
1 ghati—co o

@ Wit e - @ Wit
Ba,vg By,wz

zeX () re X (t+1)

Soit alors (ag, ..., am) € @( ) W3 . . Supposons a; € ngzi,rzi avec z; € X®
zeX
pour 1 < i < m. Soit Y := {z1} U ... U {x,}. Observons que l'on a donc

X®NY = {z1,...,2,}. La premiere partie du théoréme A.8 nous fournit un

diagramme commutatif :

|
q 1 Hzp,.o, Tm} q
@ Wi, — e Wi

i €{T1,....Tm } reXt+)Ny

@Fy,xil l@ Fy o (**)
dbati=eo| o

1— 1 {z1,..s Tm } 1—
@ Wg:; 71/;0 @ Wg:,vzeo :
Ti€{T1,..,Tm } zeXt+NYy

La deuxiéme partie du théoréme A.8 appliquée & Z = {z;} et X = Y montre que
la fleche Fy ;, ne dépend pas de YV, i.e. Fy 5, = mel pour tout ¢ € {1,..,n}.
Soit maintenant € X *+1)_ Donc la deuxiéme partie du théoreme A.8 appliquée
avec Z = {z} et X =Y montre que la fleche Fy,, ne dépend pas non plus de Y,
Le. Fy, = Frzy . En tenant compte de la commutativité du diagramme (%)

on a alors
[( @ sz) od’i’q] (a1, .y @) = [d’i’q“_e" o @ Fry. )] (a1, .., am),
reX (t+1) reX (t)

i.e. le diagramme (%) commute aussi. g
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Remarque A.10. On peut probablement prouver le théoréme A.8 (et donc le
corollaire A.9 aussi) sous Uhypothése plus générale que X est un schéma
(noethérien) admettant un complexe dualisant et pour u : Z — X un sous-
schéma fermé quelconque. En effet [Gil7] montre que Z admet alors également
un compleze dualisant et que l’on obtient des foncteurs de dévissage (u,”,n?)
(u.B,nP). Pourtant la preuve de la proposition A.11 se simplifie en supposant
que X est de Gorenstein, puisque dans ce cas on peut travailler avec les modules
de Gorenstein de dimension 0 (voir section A.2). De plus, le théoréme A.8 est
suffisant pour nos fins dans sa présente forme.

A.2 DL’existence du foncteur de Morita F

Dans cette section on prouve le théoréme A.8 pour le cas ou X = Z et u = id.

. . R . (0) . o
Ceci revient & construire le foncteur (F(x,p n), ¢(X7P1h)). Ensuite on généralise
ce théoreme au cas d’un sous-schéma fermé de Gorenstein quelconque.

Proposition A.11. 5i X = Z et u: Z — X est Uidentité, alors le théoréme
A.8 est vrai.

Avant de commencer la preuve, prouvons quelques résultats préliminaires.
Introduisons d’abord la notion de module de Gorenstein de dimension 0 (cf.
[Gill, 2.11]). Un module de Gorenstein de dimension 0 est un R-module M
tel que Ext’ (M, R) = 0 pour tout i > 1. Notons la catégorie de ces modules
E(R). Clest une catégorie exacte contenant P(R), les R-modules projectifs de
rang fini. Par [Gil3, Thm. 2.15] tous les modules dans £(R) sont réflexifs et
Dp = Homp(_, R) est une dualité sur E(R). Notons E,(A) := E(R) N M(A).

Il est bien connu que la premiere hypothese de la condition A.7 implique
que lon a une équivalence de catégories M(A) — M(B), dite équivalence de
Morita :

F': M + Homa (P, M).

Comme P est un A-module projectif, on dispose d’un isomorphisme naturel
@ur : Homy (P, A) ® 4 M — Homu (P, M)

pour tout M € M(A), [Kn, 1.9.1.5]. On obtient donc ’équivalence de Morita
aussi par
F:M— Q®aM,

ol @ est le A-module & droite (et B-module & gauche) Hom 4 (P, 4).
Le lemme suivant montre que I’équivalence de Morita se restreint a la sous-
catégorie des modules de Gorenstein de dimension 0.

Lemme A.12. L’équivalence de Morita M(A) —~ M(B) se restreint en une
équivalence de catégories Ep(A) —— Ey(B).

Démonstration. Tls’agit de vérifier que si M € M(A) est tel que Ext’s (M, R) =0
pour tout ¢ > 1, alors

Ext% (Hom (P, M), R) = Exth,(Q©4 M,R) =0
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pour tout M € &E,(A) et tout ¢ > 1. Il suffit de montrer cela pour P = A.
Comme Homy (4, M) ~ A®4 M ~ M, le lemme suit. Observons que pour F’
Péquivalence inverse de £,(B) — &p(A4) est donnée par N — Hompg(Q, N) et
pour F elle est donnée par N — P ®p N, cf. [Kn, 1.9.1.3, 3)]. O

Dans notre cas, on dispose d’un (A, 7)-espace eg-hermitien
h:P— W(P,A).

Observons que l'on a donc un (B, v)-espace €p-hermitien
h: @ — Homp(Q, B),

ou () est vu ici comme B-module a gauche. En effet, 'isomorphisme des B-
modules a gauches
h:P — Homa(P, A)
est B-lineaire. Par [Kn, 1.9.1.3. 3)] on a un isomorphisme de A-B-bimodules
P ~ Homp(Q, B) et par définition @ = Homa (P, A). On obtient donc un
isomorphisme
h:=h"':Q =5 Homp(Q,B).
Rappelons également que l'on dispose de deux dualités différentes sur £,(A4) et
Sb(B) :
1. La catégorie €,(A) est munie de la dualité Hom 4 (—, A) et €,(B) est munie
de la dualité Homp(—, B).
2. Les deux catégories sont munies des dualités Homp(—, R) (pour les invo-
lutions 7 et v respectivement).

Par le lemme 5.6 et (5.1) les traces réduites try ,r et trp,p induisent des
isomorphismes

p_.a:Homa(—, A) — Homp(_, R)

et

p_p : Homp(_, B) — Hompg(_, R).

11 suit que les deux dualités sur £;(A4) (resp. £5(B)) sont isomorphes. On obtient
donc un espace eg-hermitien

PP, A

. P Homu (P, A) —— Hompz (P, R)

pour la dualité Hompg(—, R) sur £,(A4) et également un espace ep-hermitien

I Q b, Homp(Q, B) pQ—’B> Homp(Q, R)

pour la dualité Hompg(—, R) sur E,(B). Soit
bl :PxP—R
la forme €p-hermitienne adjointe & A’ [Kn, 1.2.2.] et soit

V:QxQ—R
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la forme ep-hermitienne adjointe & h'. Par des résultats dans [Kn], on obtient
alors des équivalences qui préservent les dualités sur les sous-catégories des mod-
ules de Gorenstein de dimension 0. Plus précisément, on a la proposition suiv-
ante :

Proposition A.13. 1. L’équivalence de catégories F' devient un foncteur
qui préserve les dualités induites par Homga(—, A) sur E,(A) et par
Hompg(—, B) sur &(B) avec la transformation de dualités

¢y : Hom (P, Homs (M, A)) — Homp(Hom4 (P, M), B)

définie par
f(g=hto ffowl, og),
cf. [Kn, IL.3, p.82].
2. L’équivalence de catégories F devient un foncteur qui préserve les dualités
induites par Homp(—, R) sur E,(A) et par Homp(—, R) sur Ey(B) avec la
transformation de dualités

dm : QR aHomp (M, R) — Homp(Q ®4 M, R)
donnée par

ou = (PQ'o ) © Homp(onr, B) o ¢y © ¢y © (idg ®par,a)-

Ezxplicitement, I’homomorphisme ¢ est donnée par

q@f — (¢ @mwtrg,r('(q,4")) f(m)),

Les deux foncteurs envoient un (A, T)-espace e-hermitien sur un (B,v)-
espace eeg-hermitien et ils sont isométriques. Ils induisent en particulier les
mémes tsomorphismes sur les groupes de Witt.

Démonstration. Pour la premiére partie, il s’agit de reproduire la preuve de [Kn,
I1.3, p.82-83], en vu du lemme A.12. La deuxiéme est une conséquence de [Kn,
11.3.4.2]. O

Démonstration de la proposition A.11. 11 s’agit d’étendre ce résultat au
catégories dérivées, puis au groupes de Witt. Etendons d’abord le résultat
aux catégories dérivées de &,(A) et &,(B). Soient @%A’T) et @%B’”) les dualités
(dérivées) Homp(_, R) sur E,(A) (D*(Ey(A))) et E,(A) (DP(Ey(B))). Le mor-
phisme de bi-dual est noté w’ dans les deux cas. Alors un espace symétrique
dans

(Eb(A),Z)g{A’T),wR) est la méme chose quun espace anti-symétrique dans
(Ep(A), BDSQA’T), €0 - w™). En tenant compte de I'isomorphisme (5.1), c’est-a-dire
que le foncteur de Morita induit une équivalence de catégories exactes avec
dualité :

(eb(A),ng’T),wR) =, (eb(B),@gf’”,eo-wR).
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On peut maintenant dériver cette équivalence et on obtient une équivalence de
catégories triangulées avec dualité 1-exacte :

(DP(Es(A), DK 1, =7) = (DU(EW(B)), DY Lo - =) (A1)

Ensuite, observons qu’un résultat de Bass [Bsl, Thm. 8.2] montre que le fonc-
teur naturel D?(€,(A4)) — D2(M,e(A)) est une équivalence (cf. [Gill, 2.11]).
En choisissant un quasi-isomorphisme R — I,, on obtient une équivalence de
catégories avec dualités 1-exactes

(D" (En(a). D57 1. =") = (DEOMGe(4)), D7 L"),

ol D(I'?’T) désigne la dualité Homp(_, I.) sur D2(M,e(A)) et D2(My(B)), et
ot w! est le morphisme de bidualité correspondant. Une telle équivalence existe
également pour (B,v), donc I’équation (A.1) se traduit alors, en vu du lemme

A.6, en une équivalence des catégories triangulées avec dualité 1-exacte (dans le
sens de [Gil6, Sect. 1.1]) :

F: (Do), D17, 1) = (Dhv(B), D 1,00 =)

C
avec une transformation de dualités

¢:F -2\ 2 9P . p
qui est une extension du morphisme ¢ de [Kn, 11.3, p.82] aux catégories dérivées.
On donne une description détaillée de I’isomorphisme naturel ¢ dans la preuve
du théoreme A.15. On pose alors F(x p ) = F et ¢E§27P7h) = ¢ et la preuve de

la proposition est terminée.

A.3 Le cas général

Il reste maintenant a démontrer le cas général ot u : Z — X est une immer-
sion fermée et Z est un sous-schéma fermé connexe de Gorenstein quelconque.
Pour cela nous introduisons le foncteur de dévissage (cf. [Gil7, Lem. 2.5] et [Gil6,
Sect. 3.4]).

A.3.1 Le foncteur de dévissage u,

On peut supposer que X est connexe et que notre résolution injective I, de R
est une résolution injective minimale (cf. définition A.2). Comme Z est de Goren-
stein et connexe, les points maximaux de Z (correspondant aux idéaux premiers
minimaux de R /a) sont tous de la méme codimension dans X, disons r (voir [Ei,
Cor.18.10]). On obtient alors une résolution injective Jo ~ Homp(R /a, I, [r])
du R /a-module R /a, définie par

J_s:= {:L'EI_(S+T) | Cl'SC:O},
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en degré —s avec J_; = 0 si —s > 0 (voir lemme A.4), qui est en fait une
résolution injective minimale. C’est un complexe dualisant pour le schéma Z.
On considere alors les foncteurs de dévissage suivants (cf. [Gill, Sect. 5.1]) :

(w A m?)

(PEOT(A /), D07/ 1, w7 ) ——— (DhO(A), T, (1), (1) =)
et

(U*BWB) r(r+1
(DEO(B /0)), 25/ ey ) —— (DLO(B)), T, (=1, (-1)“F ).
On se limite & expliciter le foncteur (u.4,n?)
analogue. On a

puisque le foncteur (u,Z,n?) est

n

w - D(M(A /a)) — D(M(4))
Me—a M,
et
uw.” : DY(M(B /a)) — Dg(M(B))
Me—p M,
ol 4 M, (resp. p M) est le complexe en A /a-modules (resp. B /a-modules) M,

vu comme complexe en Ao-modules (resp. B-modules M,). La transformation

naturelle
P DI (17 A7)

est définie comme suit. Soit M, € D2(A/a). Le morphisme ny.

771‘3[. a4 Homp /o(M,, Jo) — Hompg(aMa,, 1) [r]

est défini (cf. [Gil6, 3.4]) en dégré i par (pour les conventions des signes, voir le
début de ce chapitre)

P Homp jo(M i, T o) — @ Homp(aM i, T_(s4r))
s=0 s§=—r

(an ceey fnfT) — (07 oy 07 (71)MLOf07 (71)T(i+1)L1flv ceey (71)T(i+nir)Ln7Tfn7T)7

ol tg : J_s = I_(sqpy (cf. [Gil6, 3.4]). Observons que ceci est bien un isomor-
phisme par la remarque A.3 et par le lemme A.4. On vérifie que la transformation
naturelle ainsi définie est bien une transformation de dualités, cf. [Gil6, 3.4].

Remarque A.14. On observe que le morphisme nf\}_ est (trivialement) la com-
position des morphismes

~A
MM o a(m

aHomp /o(M,, Jo) ——— Homp(aMae, s [r]) ——— Hompg(aM,,1s)[r],

ot ﬁf/j. est le morphisme de complexes défini en degré i par

n—r n—r

@HomR/u(M—i—s; J—s) — @ HomR(AM—i—s; If(err))

s=0 s=—r
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(an ooy fn—r) = (0, -0, LOfO; Llfl; ey Ln—rfn—r)

et ot a") = agl? 7

o;le

est lisomorphisme de complexes défini dans la remarque
A.1, i.e. en degré i on a

n—r n—r

@ HomR(AM—i—sajf(err)) - @ HomR(AM—i—sajf(err))

S=—T S=—T

(ngv a3} gnf'l") — ((71)70(1-770)977“7 (71)T(iir+1)gf’l“+17 a3} (71)7“1.905 ceey (71)T(i+nir)gnfr)-

A.3.2 Compatibilité des foncteurs F et u,

Il reste & montrer que 1’équivalence de Morita F est compatible avec le fonc-
teur de dévissage u,.

Soient (A4,7) et (B,v) deux algebres d’Azumaya sur R & involutions de
premiére espece et (P, h') un (A, 7) espace ep-hermitien tel que le triplet (X, P, h)
satisfait & la condition A.7. Alors on a

B ~FEnd4(P)
et v est I'involution adjointe sur B définie par
v(g) :=h"1t o g* o h,

ot1 on rappelle que g* = Hom (g, A), cf. section 2.3.1.
Selon [Kn, 1.2.2.], Pespace

h:P > Homa(P,A)
correspond & une forme ep-hermitienne (réguliere)
b:PxP— A

telle que h : z — (y — b(z,y)). Observons que si z € a P, alors b(z,y) € a A
pour tout y € P, par sesquilinéarité. On obtient donc une forme €p-hermitienne
réguliere

b:P/axPja— AJa

Elle induit un espace eg-hermitien

h:P/a—>Homy,(P /a, A /a)

h:Z— (7 b(Z,7)).

Et on voit que le triplet (Z, Pz, hz) (ou Z = Spec R /a et donc P /Ja = Py et
h = hyz) satisfait également & cette condition, i.e. on a

B /a~Endy /(P /a)
et 7 est l'involution adjointe sur B /a définie par

7(g) := o 7 o h,



94 ANNEXE A. UN THEOREME DE COMPATIBILITE

ot §° = Homy /a(g, A /a). Dans la section A.2 on a observé que I'on obtient &
partir de h un (B, v)-espace €p-hermitien

b @ — Hompg(Q, B).

De la méme facon, on obtient & partir de i un (B, v)-espace €p-hermitien

h:Q/a— Homp +(Q/a, B Ja).

Notons, comme dans la section A.2,

B : P Ja— Hompg /(P /o, R /a),

et

~1

h :Q/a — Hompg ,o(Q /a, R /a).

les espaces €p-hermitiens obtenus par le lemme 5.6 et équation (5.1) pour les
dualités Homp /o(—, R /a) sur D’(&4(A)) et D°(&,(B)) respectivement. Ensuite

- — g
notons b la forme hermitienne adjointe a R et b la forme hermitienne adjointe

~/
ah.
Pour démontrer le théoreme A.8 dans le cas général il s’agit donc de démontrer
la compatibilité suivante :

Théoréme A.15. Avec les notations comme plus haut, le diagramme suivant

commute :
r(r (r) r(r
(DEA), 77D, (17 () ! ) S (DL(B), T D, (1 ()T e )

T(u*“,n”') T(U*Bm'?)

(F,6(0)
_—

(D’;(M(A Ja)), @ /0T wJ) (D’;(M(B Ja)), P/ ¢ wJ).

ot
(F, M) = (Fx, Py, ¢E;(),P,h’))
et
_ 0
(F,¢) = (Fz,p,.m,), ¢Ez),Pz,h'Z>)

sont les extensions évidentes du foncteur (F,¢) de [Kn, I1.3, p.82].

Démonstration. Les foncteurs (u.4,n4) et (u.®,n?) ont déja été définis dans
la section A.3.1. Donnons maintenant par souci d’exhaustivité des définitions
détaillées des foncteurs (F, o)) et (F, ¢) = (F, #?)). Commencons par le fonc-
teur (F, (). On a

F: DEOW(A)) — DYOM(B))

MQHQ®AM0

(on rappelle que @ = Hom (P, A)) et ¢{") est une transformation de dualité

pour F :
o7 F - (17 DT) — (17-D777) - F,
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qui étend la transformation de dualités ¢ de la proposition A.13. Soit
M, € D°(M(A)). L’isomorphisme naturel

¢ Q@aHomp(M,, I,) [r] > Homp(Q @4 M., Io) [r]

est donc défini en degré ¢ comme suit. Soit

g f—i—s € Q ®AH0mR(M—i—sa If(err))-

On définit alors

n—r

Q@aHomp(M i s, I_(s4p)) — @ Homp(Q ®a M _i—t, I _(t4r))

t=—r

! / ! :
, ¢ @mw—trg,r(b(q,q)) f-i—s(m) sis=t
parq®f_l_sl—>{0 si s # t.

De la méme facon, on définit le foncteur (F,¢). On a
F : D{(M(4 /a)) — Dg(M(B /a))

Mo — Q/a®A/aM.

et ¢ est une transformation de dualités pour F :
b= ¢(0) -F . @.(]f‘:/ﬂvf/a) N QSE.?/GW/U) . F.

Soit M, € D%(M(A)). L’isomorphisme naturel

¢4, : Q /a®@a joHomp jo(Ma, Je) — Homp /o(Q /a©a o M, Ja)

est donc défini en degré ¢ comme suit. Soit

g f—i—s € Q/a®A/uH0mR/a(M—i—sa J—s)'

On définit alors

Q/a®4 sHomp /o(M_i_s, J_5) — @HomR/a(Q [a®@aa M _i—s, J )
=0

~

PAr ¢ @ fi oo ¢ @mtrg/a/r/ab(q,q)) foi—s(m) sis=t
0 sis #t.

On obtient alors les deux foncteurs préservant les dualités (F - u, 4, (bfj)A -F(n))
et (u. T8 u.B(6))

(DRO(A/a), D5 ) — (Dhv(B)), T2, (1), (1) T =)

Il s’agit de voir qu’ils sont isométriques dans le sens de [Gil6, Def. 1.2].
C’est-a-dire qu’il faut trouver un isomorphisme naturel de foncteurs

so (Bt ol Fit) = (. Fopl - u.P ("))
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qui est compatible avec le foncteur de translation T et qui satisfait & :
(bi)A ) F(nA) = (T" ~@(IB’V))(S) ) ng ) u*B(qﬁ(O)) 0 Spasarsa.  (A2)

Soit donc s la fleche de tensorisation par A /a. Alors pour tout M, € D2(M(A /a))

_®AA/C1
sMy Q@A (AMs) —— B(Q/a®y4 a M),

ou 4 M, est le complexe M, vu comme complexe de A-modules par la projection
A — A /a, et analoguement pour g(Q /a®4 /q M,).

Vérifions d’abord la compatibilité de s avec le foncteur de translation. Soit
donc M, € DY(M(A /a)). Tl 'agit de vérifier que le diagramme suivant com-
mute :

T m)) SMe

Q®a(aM,)[1] B(Q/a®asa Mo)[1]

Q@a(aMo[l]) —————— 5(Q/a®,a MJ[1]),

*Tob(a(a /ay) M)

ce qui est le cas puisque les foncteurs p(Q /a®4 /q—) et Q ®4 (4—) sont exacts,
donc se calculent degré par degré.
Pour vérifier 'équation (A.2), il faut montrer que le diagramme suivant

commute :
Sold/ar/e)
B(Q/a®A/a HomR/a(M.,J.)) — Q®a (AHomR/a(MOaJO))
U*B(¢M.)J( lF(Wﬁ.)
BHomR/u(Q/a®A/a McaJO) Q®a4 HomR(AMqu)[T]

B (r)
77ﬁ(M-)l l¢1L*A(N1.)

(172" (sr,)
T Dr ) swe ),

Homp(p(Q /a®aja M), Lo) [r] Homp(Q®a (aM.), Ls) [r]

Supposons alors que ¢ ® f_;,_s est un élement du complexe
Q®a (aHomp /q(Ma,,J,)) en degré i. L'image de cet élément par la compo-

sition
¢SL)A(M,) © F(Uﬁ.)

est 'homomorphisme

d @m— (—1)"trg, g(V'(q,q))tf-i—s(m)
et 'image par la composition
T B,v ~ 0
(T 'g(l ))(SM.) ° m%M.) o U*B(‘bgw),) O Spa/ar/a)(M,)

est 'homomorphisme

~

¢ @m— (—=1)"trg ja; ra(b (¢, 0)ef—izs(m).
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Mais f_;—s(m)-a =0, comme f_;,_s(m) € J_s. Donc I'égalité des deux homo-
morphismes est une conséquence du fait que 'on a

~ ~/

trp r(V'(¢',9) ®r R Ja=trp ja/ra(b (¢',7))

et le théoreme est prouvé. O
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