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Vorab:
Dieses Skript entstand im Rahmen der Vorlesung Mathematische Methoden für Biowissenschaften III
im WS 2009/10 an der Uni Bielefeld. Darin soll laut Modulbeschreibung hauptsächlich Fourieranal-
ysis behandelt werden, sowie stochastische Prozesse. In Absprache mit den Modulverantwortlichen
werden stochastische Prozesse weggelassen, um Zeit für Anwendung von Fourieranalysis (Bildkom-
pression, schnelle Multiplikation, Behandlung von Differentialgleichungen mit Fouriermethoden...)
sowie Laplacetransformation zu lassen.

Dank:
Bedanken möchte ich mich an dieser Stelle bei Uwe Schwerdtfeger für viele hilfreiche Tipps und
tatkräftige Unterstützung; sowie bei den fünf tapferenTeilnehmern der Vorlesung im WS 2009/10,
die mich auf etliche Fehler im Skript hinwiesen und es so entscheidend verbesserten.
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1 Die schwingende Saite

Betrachte eine Saite, eingespannt zwischen 0 undπ: 0 π

g(s) = u(s,0)

s .

Zur Zeit t = 0 befinde sich die Saite in Lageg(s). Dabei istg eine Funktiong : [0,π] → R, undg(s)
beschreibt die Auslenkung der Saite nach oben (positiv) oder unten (negativ) an der Stelles. Um den
Zustand der Saite zu beschreiben, brauchen wir auch noch denImpuls (=die Geschwindigkeit) zur
Zeit 0 (positiv: Saite schwingt gerade nach oben, negativ: Saite schwingt gerade nach unten). Das
bezeichnen wir mith, alsoh : [0,π] → R. Die Funktioneng und h sollen “sinnvoll” sein. Etwa soll
g keine Sprungstellen haben (dann wäre die Saite ja an dieserStelle gerissen). Daher nehmen wir
erstmal an,g undh seien stetig.

Die Funktionu(s, t) : [0,π]×R→ R soll dann die Lage der Saite an der Stelles (0≤ s≤ π) zur Zeit
t (t ≥ 0) beschreiben. Auf Grund der Newtonschen Mechanik (s. Physikbuch) gilt dann die partielle
Differentialgleichung (PDE)

∂2u
∂t2 = c2 ∂2u

∂s2 (c∈ R) (1.1)

In Worten: die Funktionu, zweimal nacht abgeleitet, ist gleichc2 mal der Funktionu, zweimal nach
sabgeleitet.

Mögliche Lösungen (aber nicht unbedingt alle!) liefert der Separationsansatz (siehe Differentialglei-
chungsbuch). Dazu nehmen wir an dassu(s, t) von der Formv(s)w(t) ist (was ja nicht der Fall sein
muss, aber wir nehmen’s mal an, weil’s klappen wird). Dann gilt:

(1.1)⇒ v(s)w′′(t) = c2v′′(s)w(t) (1.2)

⇒ w′′(t)
w(t)

= c2 v′′(s)
v(s)

(1.3)

⇒ w′′(t)
w(t)

=−ac2 ∧ v′′(s)
v(s)

=−a (1.4)

⇒ w′′(t)+ac2w(t) = 0 ∧ v′′(s)+av(s) = 0 (1.5)

für eine Konstantea ∈ R, denn: in der zweiten Gleichung hängt die linke Seite vont ab, die rechte
nicht. D.h., egal wie icht ändere, der Wert der linken Seite bleibt gleich der rechten, also konstant.
Dito für die rechte Seite bzgl.s. Also sind beide Seiten konstant (sagen wir, die rechte ist gleich−a),
und die linke Seite ist genauc2 mal die rechte. (Warum wir hier−a statta nahmen: dann sparen wir
uns im Folgenden ein Minuszeichen.)

Die allgemeine Lösung der zwei Differentialgleichungen (1.5) ist nun einfach (raten, oder DGL-Buch,
oder [WIK ]):

w(t) =Csin(c
√

at)+C̃cos(c
√

at) (C,C̃ ∈ R) (1.6)

v(s) = Dsin(
√

as)+ D̃cos(
√

as) (D,D̃ ∈ R) (1.7)
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Obacht, dies liefert nicht alle Lösungen des ursprünglichen Problems (1.1)! Aber diese Lösungen rei-
chen uns erst mal. Wir interessieren uns überdies nur für reelle Lösungen, also wollen wira≥ 0. Wir
müssen nun außerdem noch weitere Bedingungen erfüllen, unter anderem soll die Saite ja zu jedem
Zeitpunktt in s= 0 unds= π in Position 0 festsitzen, also:

v(0) = 0 ∧ v(π) = 0 (1.8)

Also folgt aus (1.7) mitv(0) = 0: D̃ = 0, und dann, wegenv(π) = 0, entwederD = 0, dass interessiert
uns aber nicht, denn dann würde die Saite immer still stehen(konstante Lösung 0). Also muss gelten
sin(

√
aπ) = 0, und das heißt:

√
a ∈ N! Also hat das Gleichungssystem (1.6) & (1.7) & (1.8) nur

Lösungen für bestimmte Werte vona, nämlich füra= n2,n ∈ N. (Diese heißen auch “Eigenwerte”
des Gl.-systems.) Alle Lösungen von (1.6) & (1.7) & (1.8) sind dann diese:

vn(s) = Dn sin(ns) (1.9)

wn(t) =Cn sin(cnt)+C̃n cos(cnt) (1.10)

Die Lösungen (sie heißen auch “Eigenfunktionen” des Gl.-systems) lassen sich also “nummerieren”,
mit n = 0,1,2, . . .. Die entsprechenden Lösungen von (1.1) mit den Anfangsbedingungen (1.8) sind
somit

un(s, t) = sin(ns)
(
Bnsin(cnt)+An cos(cnt)

)
(D)

Der Einfachheit halber setzen wirAn = C̃nDn,Bn =CnDn, dann sparen wir uns eine Konstante in der
Formel.

Aber: das ursprüngliche Problem enthielt nochg undh! Wir suchen also jene Lösungenun, die auch
noch

u(s,0) = g(s) ∧ ∂u
∂t

(s,0) = h(s) (1.11)

erfüllen. Die obigenun tun das sehr, sehr selten, egal, wie manAn, Bn wählt. TRICK: Setze

u(s, t) =
∞

∑
n=1

un(s, t).

Falls das konvergiert, und je zweimal nachs und nacht diff-bar ist, dann ist das eine Lösung für
das ursprüngliche Problem (denn jeder einzelne Summand ist ja eine). Die Frage nach einer Lösung
für das ursprüngliche Problem haben wir also reduziert auf die Frage: Können wirAn,Bn in (D) so
wählen, dass

u(s,0) =
∞

∑
n=1

Ansin(ns) = g(s) und (1.12)

∂u
∂t

(s,0) =
∞

∑
n=1

cnBn sin(ns) = h(s) gilt? (1.13)

(1.14)

Die Frage nach Konvergenz, allgemein und gegeng bzwh, hat Hunderte von Jahren im Raum gestan-
den und viele Zweige der Mathematik befruchtet. Sie ist knifflig, daher verschieben wir sie auf später.
Das andere Problem, das Bestimmen derAn undBn, konnte bereits Euler (s. [WIK ]).
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2 Fourierreihen

Betrachten wir das Problem in etwas allgemeinerer Form. Gegeben eine Funktionf : [−π,π] → R.
Gesuchtan,bn so dass gilt:

f (s) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(ns)+bn sin(ns)

)
(2.1)

Diese Reihe sei überdies gleichmäßig konvergent (s. unten oder [WIK ]). (Warum wir hiera0
2 schreiben

und nichta0 wird später deutlich.) TRICK: Es gilt

∫ π

−π
cos(nt)sin(mt)dt = 0 (m,n∈ N0) (2.2)

∫ π

−π
cos(nt)cos(mt)dt =

{
0 : m 6= n∈ N0

π : n= m∈ N
(2.3)

∫ π

−π
sin(nt)sin(mt)dt =

{
0 : m 6= n∈ N0

π : n= m∈ N
(2.4)

(Beweis:Übungsaufgabe 2, Blatt 1). Damit erhalten wir aus (2.1):

f (s)cos(ms) =
a0

2
cos(ms)+

∞

∑
n=1

(
an cos(ns)cos(ms)+bnsin(ns)cos(ms)

)
(2.5)

⇒
∫ π

−π
f (s)cos(ms)ds=

∫ π

−π

a0

2
cos(ms)+

∞

∑
n=1

(
an cos(ns)cos(ms)+bn sin(ns)cos(ms)

)
ds (2.6)

=
a0

2

∫ π

−π
cos(ms)ds+

∞

∑
n=1

(
an

∫ π

−π
cos(ns)cos(ms)ds+bn

∫ π

−π
sin(ns)cos(ms)ds

)

(2.7)

Hier brauchen wir gleichmäßige Konvergenz: Dann ist es erlaubt, Summe und Integral zu vertauschen.
Das Schöne ist nun: Wegen (2.2), (2.3), (2.4) werden für fast alle Werte vonm die Summanden zu
Null. Die Integrale, die beides, also sowohl sin- als auch cos-Terme, enthalten, werden alle zu Null,
von den anderen überleben nur die mitm= n. Also erhalten wir fürm= 0:

∫ π

−π
f (s)cos(0)ds=

∫ π

−π

a0

2
cos(0)ds=

a0

2

∫ π

−π
1ds= a0π,

und fürm≥ 1 (mit n= m):

∫ π

−π
f (s)cos(ns)ds=

∫ π

−π
an cos(ns)cos(ns)ds= anπ.

Damit haben wir eine einfache Darstellung für diean. Mit einer komplett analogen Rechnung (Mult.
mit sin(ms) statt cos(ms)) erhalten wir diebn, und insgesamt:

an =
1
π

∫ π

−π
f (s)cos(ns)ds (n∈ N0) bn =

1
π

∫ π

−π
f (s)sin(ns)ds (n∈ N)
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Definition 2.1. Sei f : [−π,π]→ R. Die an,bn oben heißenFourierkoeffizientenvon f , die Reihe

a0

2
+

∞

∑
n=1

(
an cos(nx)+bn sin(nx)

)

heißtFourierreihe(kurz: FR) von f .

(Zu Herrn Jean Baptiste Joseph Fourier s. [WIK ].) Die Frage der Konvergenz der Fourierreihe ist
immer noch offen; bisher wissen wir also nicht, ob (2.1) gilt, ob also die Fourierreihe vonf wirklich
(und für allesbzw x) gegenf konvergiert. Aber falls es klappt, dann ist diese Funktion ja auf ganzR
definiert. Genauer: Wegen sin(x) = sin(x+2nπ) und cos(x) = cos(x+2nπ) für alle x∈ R, n∈ Z ist
dann auchf (x) = f (x+2nπ) für alle x∈R, n∈ Z. Das heißt, die Funktion ist 2π-periodisch:

Definition 2.2. Gegeben eine Funktionf : R→ R.
(a) f heißtT-periodisch, falls für allex∈R gilt: f (x) = f (x+T). Das (betragsmäßig) kleinste solcher
T heißtPeriodevon f .
(b) f heißtgerade[bzw ungerade], falls f (−x) = f (x) [bzw − f (−x) = f (x)].

Beispiel 2.3.Die Sinusfunktion ist 2π-periodisch und ungerade (schwarzer Graph):

x
K4 K2 0 2 4 6 8 10

K1.0

K0.5

0.5

1.0

Die Cosinusfunktion ist 2π-periodisch und gerade (roter [bzw. grauer] Graph).

2.1 Approximation von periodischen Funktionen

Wir stellen uns folgendem Problem: eine gegebene 2π-periodische Funktion soll durch einfache Funk-
tionen approximiert werden. Einfache Funktionen sind z.B.Polynome. Leicht überlegt man sich aber,
warum Polynome hier ungeeignet sind (warum?). Geeignet sind trigonometrische Polynome, das sind
Funktionen der Form

f (x) = ã0+
N

∑
n=1

(
an cos(nx)+bn sin(nx)

)
.
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(a)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

(b)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

(c)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

(d)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Figure 1: Approximationen der Dreiecksfunktion (a) durch die ersten 2 Terme seiner Fourierreihe (b);
bzw die ersten 4 Terme (c); bzw die ersten 9 Terme (d).

(Ein Ingenieur würde das Problem so formulieren, dass er ein vorgegebenes Schwingungsmuster [z.B.
Sägezahnschwingung, Rechteckschwingung] durchÜberlagerung “reiner” Schwingungen erzeugt,
oder zumindest annähert. Ein Musiker würde sich dafür interessieren, welche hochfrequenten Töne
(Obertöne) er durch gleichzeitiges Erklingen lassen von Grundtönen erzeugen kann; s. [WIK ].)

Und da haben wir ja bereits eine mögliche Lösung (bis auf die immer noch offenen Konvergenzfra-
gen): Wir nehmen die erstenN Summanden der Fourierreihe vonf . Probieren wir es einfach mal
aus:

Beispiel 2.4.Sei f̃ : [−π,π]→R, f (x) = |x|; und seif die 2π-periodische Fortsetzung voñf auf ganz
R (“Dreiecksfunktion”, siehe Fig. 1 (a)).

Die Fourierkoeffizienten sind

a0 = π, bn = 0, an =

{
− 4

πn2 : n ungerade
0 : n gerade

also ist f (x) = |x| ≈ π
2 +

N
∑

n=1

−4cos
(
(2n−1)x

)
π(2n−1)2 . (Zu Details s.Übungsaufgabe 3, Blatt 1.)
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(a)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

K1.0

K0.5

0.5

1.0

(b)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

K1.0

K0.5

0.5

1.0

(c)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

K1.0

K0.5

0.5

1.0

(d)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

K1.0

K0.5

0.5

1.0

Figure 2: Approximationen der Rechtecksfunktion (a) durchdie ersten 4 Terme seiner Fourierreihe
(b); bzw die ersten 16 Terme (c); bzw die ersten 30 Terme (d).

Einige approximierenden Funktionen sind in Bild 1 dargestellt: Für N = 1 (π
2 − 4

π cos(x), also zwei
Summanden),N = 3 (4 Summanden),N = 8 (neun Summanden).

Insbesondere fällt im letzten Beispiel auf: Die zu approximierende Funktion war gerade, und die
Koeffizientenbn der (ungeraden) Sinusfunktionen sind alle 0. Das ist ein allgemeines Phänomen:

Bemerkung 2.5. Ist f eine gerade Funktion, so gilt für all seine Sinus-Fourierkoeffizientenbn = 0.
Ist f eine ungerade Funktion, so gilt für all seine Cosinus-Fourierkoeffizientenan = 0.

2.2 Gibbssches Pḧanomen

Die Funktion im letzten Beispiel war stetig, und die Approximation hat offenbar gut geklappt. Be-
trachten wir mal ein Beispiel mit einer unstetigen Funktion, der “Rechtecksfunktion” (s. Fig. 2 (a)).
Dazu sei

f̃ : [−π,π]→ R, f̃ (x) =





1 : x> 0
0 : x= 0
−1 : x< 0

,

und f sei seine 2π-periodische Fortsetzung auf ganzR.
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f ist ungerade, also sind allean = 0, und es ist

bn =
1
π

∫ π

−π
f (x)sin(nx)dx=

2
π

∫ π

0
sin(nx)dx=− 2

πn
cos(nx)

∣∣∣
π

0

=− 2
πn

(
cos(nπ)−cos(0)

)
=

2
πn

(
1− (−1)n

)
=

{
0 : n gerade
4

πn : n ungerade

Also ist f (x) (hoffentlich) gleich seiner Fourierreihe4π
(

sin(x)+ 1
3 sin(3x)+ 1

5 sin(5x)+ · · ·
)
. In Fig.

2 sind die Approximationen mittels der ersten 4 bzw 16 bzw 30 Termen der FR dargestellt. Offenbar
nähert sich das insgesamt unseremf an. Aber an den Sprungstellen will es nicht richtig konvergieren:
Es gibt immer “̈Uberschießer” um etwa 0,2. Diese rücken zwar immer näher an die Sprungstelle
heran, aber niedriger werden sie nicht! Dies beschreibt diefolgende Bemerkung.

Bemerkung 2.6(Gibbssches Phänomen). Ist f eine 2π-periodische Funktion, und hatf eine Sprung-
stelle beix, und die Höhe des Sprungs ista. Dann schießt dieN-te Fourierreihen-Approximation
von f in der Nähe vonx um a·0,08949... über den wahren Funktionswert hinaus. Dieses Maximum
wandert mit wachsendemN immer näher gegenx, aber die Höhe bleibt dieselbe, unabhängig vonN.
(Für Unterschießer analog mit Minima).

(Der allgemeine Beweis ist sehr technisch. Der Beweis für unser Beispiel steht auf [WIK ].)

Im Beispiel oben ist die Sprunghöhe 2, also sind die Werte der Maxima (= die Höhe der Spitzen) etwa
0,18. Nun kann man sich fragen: Ist das nun konvergent? Oder nicht?

3 Konvergenz von FRn

Definition 3.1. Sei fn : D → R, also( fn)n∈N eine Folge von Funktionen. Dann heißt

(a) ( fn)n∈N punktweisekonvergent gegen die Funktionf , falls

∀x∈ D,ε > 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N : | fn(x)− f (x)|< ε

(b) ( fn)n∈N gleichm̈aßigkonvergent (kurz : glm kgt) gegen die Funktionf , falls

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀x∈ D,n≥ N : | fn(x)− f (x)|< ε

Bemerkung 3.2. ( fn)n∈N ist glm kgt genau dann, wenn‖ fn− f‖∞ → 0 (n→ ∞)

Dabei ist‖ · ‖∞ die Supremumsnorm: ‖ f‖∞ := sup
x∈D

| f (x)|.

Proof. (zu Bem. 3.2) Dass‖ fn− f‖∞ → 0 (n→ ∞) gilt, heißt ja:

∀ε > 0 ∃N ∀n≥ N : sup
x∈D

| fn(x)− f (x)| < ε

Das Supremum über allex∈ D (der “worst-case”) des Betrags ist also schon kleiner alsε, also alle
andern Beträge auch:

∀ε > 0 ∃N ∀n≥ N,x∈ D : | fn(x)− f (x)| < ε.

10



Beispiel 3.3. (Zu Supremumsnorm)

• f : R→ R, f (x) = cos(x). Dann ist‖ f‖∞ = 1.

• f : R→ R, f (x) = x2. Dann ist‖ f‖∞ =+∞.

• f : [−π,π]→ R, f (x) = x2. Dann ist‖ f‖∞ = π2.

Das Beispiel in 2.6 zeigt: dien-ten Approximantenfn(x) =
a0
2 +∑n

k=1

(
ak cos(ks)+bk sin(ks)

)
kon-

vergieren zwar punktweise gegenf , aber nicht glm. Warum? Auf unmathematisch:

Punktweise: Nehmen wir irgendein 0< x < π, beliebig nahe an 0. Die Spitzen auf dem Plateau
wandern für sehr hohen irgendwann ganz nah an 0. Egal, wie kleinx ist, irgendwann sind die Spitzen
nach links anx vorbeigewandert, und die FR nähert sich an der Stellex dem richtigen Wert 1 an.
Analog für alle anderen Stellen, die selber keine Sprungstellen sind. An der Sprungstellex = 0 hat
dir FR immer den korrekten Wert, nämlich 0 (nachrechnen!).Also geht für jedesx die FR an dieser
Stelle irgendwann gegen den richtigen Wertf (x).

Die FR konvergiert aber nicht gleichmäßig: DerÜberschießer ist immer 0,178... zu hoch. Also ist
‖ fn− f‖∞ = max

x∈D
| fn(x)− f (x)| = 0,178. . . für jedesn. Daher lim

n→∞
‖ fn− f‖∞ = 0,178. . . 6= 0.

Es folgen nun einige Resultate zu Konvergenz von FRn bzgl dieser beiden Konvergenzbegriffe.

Definition 3.4. Eine Funktionf : [a,b]→R heißt vonbeschr̈ankter Variation, falls es einM > 0 gibt,
so dass für alle Zerlegungenx0 = a< x1 < x2 < · · ·< xn = b gilt:

n

∑
k=1

| f (xk)− f (xk−1)| ≤ M.

Satz 3.5. Ist f : [−π,π] → R von beschr̈ankter Variation, so konvergiert die FR von f für jedes
x ∈]− π,π[ gegen s(x) = 1

2

(
f (x+)+ f (x−)

)
. Insbesondere konvergiert die FR punktweise auf ganz

]−π,π[. Ist f in x außerdem stetig, konvergiert die FR an der Stelle xgegen f(x).

(Der Beweis ist lang und technisch, machen wir hier nicht, s.[H3].)

Dabei bezeichnetf (x+) den rechtsseitigen Grenzwert vonf an der Stellex (und f (x−) den linksseit-
igen). Damit kann man zeigen:

Satz 3.6. Ist f diff.-bar auf [−π,π], oder Lipschitzstetig, oder monoton steigend (bzw fallend), so
konvergiert die FR von f punktweise.

Eine Funktionf : D → R heißtLipschitzstetig, falls

∃L > 0 ∀x,y∈ D : | f (x)− f (y)| ≤ L|x−y|.
Aus f Lipschitzstetig folgtf stetig.

Proof. (Satz 3.6) (Nur für Lipschitzstetig, monoton:Übung) Es gilt, in der Situation des Satzes,
n

∑
k=1

| f (xk)− f (xk−1)| ≤
n

∑
k=1

L|xk−xk−1|= L
n

∑
k=1

(xk−xk−1)

= L(x1−x0+x2−x1+ · · ·+xn−1−xn−2+xn−xn−1) = L(xn−x0) = L(b−a)

Mit M := L(b−a) ist die Definition beschränkter Variation erfüllt. Mit Satz 3.5 folgt die Behauptung.
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Bemerkung 3.7. Die Forderung “f stetig” reicht nicht einmal für punktweise Konvergenz derFR!

Aber aus einem Resultat von Carleson (dazu später) von 1966(Wolf-Preis 1992, Abel-Preis 2006)
folgt dieser Satz:

Satz 3.8.Sei f : [−π,π]→ R stetig. Dann konvergiert die FR von f fastüberall gegen f .

Also nicht “punktweise” (= überall), sondern nur fast überall. Dabei ist “fast überall” ein genau
definierter Begriff: D.h., dass die Menge allerx∈ [−π,π], für die dies gilt, Maß 2π hat. Also z.B. für
alle außer endlich viele Punkte in[−π,π].

Einschub: Fastüberall

Erinnerung: In Wahrscheinlichkeitstheorie gibt es Ereignisse, die mit W. 0 auftreten. Z.B. wird beim
wiederholten Werfen einer Münze irgendwann Mal “Kopf” geworfen. Das Ereignis “Es wird un-
endlich oft Zahl geworfen” ist zwar nicht unmöglich, hat aber W. 0. “Fast immer” — d.h. in diesem
Fall: mit W. 1 — wird irgendwann Kopf fallen.

“Fast überall” in[−π,π] heißt: Überall, außer in einer Menge mit Maß 0. Wenn es z. B. überallgilt
außer in endlich vielen Punkten, dann gilt es fast überall.

Es gibt aber sogar überabzählbare Ausnahmemengen, z.B. die Cantormenge.

Zur glm Kgz gilt folgendes Resultat:

Satz 3.9. Ist f : [−π,π]→ R stetig differenzierbar (also diff-bar mit stetiger Ableitung), so ist die FR
von f glm kgt gegen f .

(Bew.: [H2], Satz 136.5 und folgende Bemerkung.)

Ein analoges Ergebnis gilt für stückweise stetige Funktionen f : Ist f auf [−π,π] stückweise stetig
diff-bar, so konvergiert die FR auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von [−π,π], das keine Un-
stetigkeitsstelle enthält.

Punktweise Konvergenz gilt also oft, ist aber (s. Gibbssches Ph.) keine starke Eigenschaft. Glm Kgz
dagegen ist eine zu starke Eigenschaft. Es gibt einen befriedigenderen Konvergenzbegriff: Kgz im
quadratischen Mittel. D.h. im Wesentlichen, dass die Fläche der Graphen der Differenzenfn − f
gegen 0 geht. Das wird sehr einfach und natürlich, sobald man Hilberträume kennt.

4 Hilbertr äume

Erinnerung: Ein Euklidischer Vektorraum (VR) ist ein VR miteinem Innenprodukt (oft auch “Skalarpro-
dukt” genannt). Es ist völlig OK, sich dazuR2 oderR3 vorzustellen mit dem Standardskalarprodukt
(hier fürR2):

〈x,y〉=
2

∑
n=1

xnyn = x1y1+x2y2.

12



Die Länge(oderNorm) eines Vektorsx ist dann‖x‖ =
√

〈x,x〉. Die Distanzzwischen zwei Punkten
x undy ist dann

d(x,y) =
√

〈x−y,x−y〉= ‖x−y‖.
Zwei Vektorenx,y sind orthogonal(oder senkrecht) zueinander, falls gilt〈x,y〉 = 0. Auch die Kon-
vergenz von Vektoren lässt sich mittels der Norm‖ · ‖ erklären.

Fein. Nehmen wir nun statt Vektoren Funktionen, und hoffen,dass wir diese mittels einer geeigneten
Norm zu einem euklidischen VR machen können. Konkreter: Sei C([−π,π]) die Menge aller stetigen
Funktionen mit Definitionsbereich[−π,π] und Werten inR. Damit es ein VR wird, müssen wir zwei
Elemente (hier also Funktionen) addieren dürfen, das klappt: f + g ist erklärt durch( f + g)(x) =
f (x) + g(x). Und wir müssen eine Funktion mit einer reellen Zahl (einemSkalar) multiplizieren
dürfen, das geht auch: fürα ∈ R ist α f erklärt durch(α f )(x) = α f (x).

Inspiriert von (2.2), oder von der Darstellung der Fourierkoeffizienten (s. Def. 2.1), setzen wir nun

〈 f ,g〉 =
∫ π

−π
f (x)g(x)dx (4.1)

Dann ist, analog zu oben, dieNormeiner Funktion

‖ f‖2 =
√

〈 f , f 〉=
√∫ π

−π
f 2(x)dx

und dieDistanz(auch: Abstand) zweier Funktionen

d( f ,g) =
√

〈 f −g, f −g〉=
√∫ π

−π
( f (x)−g(x))2dx

Wenn klar ist, von welcher Norm wir gerade sprechen, schreiben wir auch‖ f‖ statt‖ f‖2. Norm ist
ein ganz allgemeiner Begriff:

Definition 4.1. SeiV ein VR überR (bzwC). Eine AbbildungN : V → R heißtNorm (aufV), falls
für alle f ,g∈V und alleα ∈R (bzwC) gilt:

(N1) N( f )≥ 0 und N( f ) = 0⇔ f = 0.

(N2) N(α f ) = |α|N( f )

(N3) N( f +g)≤ N( f )+N(g)

Die Ungleichung (N3) heißt auch “Dreiecksungleichung”.

Das oben definierte ist tatsächlich eine Norm, wie man nachrechnen kann. Dazu ist es hilfreich,
zunächst einige Eigenschaften des Innenprodukts festzuhalten:

Bemerkung 4.2. Für obiges Innenprodukt, wie allgemein für Innenprodukte überR, gilt:

(I1) 〈 f +g,h〉= 〈 f ,h〉+ 〈g,h〉

(I2) 〈α f ,g〉 = α〈 f ,g〉

(I3) 〈 f ,g〉 = 〈g, f 〉

13



(Das rechnet man sehr leicht nach).

Proof. (Zu: ‖ · ‖2 ist Norm aufC([−π,π]).)

Zu (N1): Es ist immerf (x)2 ≥ 0, also auch
∫ π
−π f 2(x)dx≥ 0. Wenn das Integral gleich 0 ist, dann

muss (s. Maßtheorie)f (x) = 0 fast überall gelten. Daf stetig ist, ist es dann überall 0. Also istf die
Nullfunktion, und diese spielt hier natürlich die Rolle des Nullelements (des neutralen Elements).

Zu (N2): ‖α f‖=
√∫ π

−π(α f (x))2dx=
√∫ π

−π α2 f (x)2dx=
√

α2
√∫ π

−π f (x)2dx= |α|‖ f‖.

Für den Nachweis von (N3) brauchen wir die folgende wichtige und sehr grundlegende Aussage.

Satz 4.3(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, CSU). In einem Vektorraum mit Innenprodukt gilt für
alle f,g:

|〈 f ,g〉| ≤
√

〈 f , f 〉
√

〈g,g〉 = ‖ f‖‖g‖.

Gleichheit herrscht genau dann, wenn f und g linear abhängig sind. (Was heißt das hier? f= αg)

Proof. Wegen (N1), (I1) und (I2) wissen wir bereits:

0≤ 〈 f +αg, f +αg〉= 〈 f , f 〉+α〈 f ,g〉+α〈g, f 〉+α2〈g,g〉 = 〈 f , f 〉+2α〈 f ,g〉+α2〈g,g〉

Mit α =−〈 f ,g〉/〈g,g〉 wird daraus

0≤ 〈 f , f 〉−2
〈 f ,g〉2

〈g,g〉 +
〈 f ,g〉2

〈g,g〉 = 〈 f , f 〉− 〈 f ,g〉2

〈g,g〉 , also 〈 f ,g〉2 ≤ 〈 f , f 〉〈g,g〉,

daraus folgt die Behauptung. (Hier:g 6= 0, falls g = 0 ist’s trivial.) Falls f ,g linear abhängig sind,
rechnet man Gleichheit sehr leicht nach.

Proof. (Forts. zu oben) Zu (N3):

‖ f +g‖2 = 〈 f +g, f +g〉= 〈 f , f 〉+ 〈 f ,g〉+ 〈g, f 〉+ 〈g,g〉 = ‖ f‖2+2〈 f ,g〉+‖g‖2,

und wegen der CSU ist das kleiner oder gleich‖ f‖2+2‖ f‖‖g‖+‖g‖2 = (‖ f‖+‖g‖)2. Wurzelziehen
liefert die Behauptung.

Analog zu oben sind zwei Funktionenf ,g orthogonalzueinander, kurz:f⊥g, falls 〈 f ,g〉 = 0.

Beispiel 4.4.Sei fn : [−π,π]→R, fn(x) = cos(nx) undgn : [−π,π]→R, gn(x) = sin(nx). Nach (2.2),
(2.3) und (2.4) gilt: fn⊥gm für alle m,n∈ N, und fn⊥ fm sowiegn⊥gm für alle m 6= n∈ N0.

Nun kommen wir endlich zum versprochenen Konvergenzbegriff. Den liefert uns nun natürlich die
Norm‖ · ‖2. Die heißt auchL2-Norm.

Definition 4.5. Eine Folge von Funktionenfn in C([−π,π]) heißtkonvergent im quadratischen Mittel
(oder kurzL2-konvergent) gegenf , falls ‖ fn− f‖2 → 0 (n→ ∞).

Mit diesem Konvergenzbegriff wird nun vieles “schön”. Aber zunächst:
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Figure 3: Eine Funktionenfolge, die im quadratischen Mittel konvergiert, aber nicht punktweise.

Beispiel 4.6. (1) Beim Gibbschen Phänomen konvergieren die Approximanten fn (die Summe der
erstenn Terme der FR der Rechteckfunktionf ) im quadratischen Mittel gegenf .

(2) Die Funktionenfolge

fn : [−π,π]→ R, f (x) =





nx+1 :−1
n ≤ x< 0

−nx+1 : 0≤ x≤ 1
n

0 : sonst

(s. Fig. 3) konvergiert nicht punktweise gegen 0, aber im quadratischen Mittel schon. (Punktweise
konvergiert’s gegen etwas anderes:f mit f (0) = 1, f (x) = 0 sonst.)

(3) Die Folge fn : [−π,π]→ R, fn(0) = n, f (x) = 0 sonst, konvergiert im quadratischen Mittel auch
gegen die Nullfunktion, aber punktweise konvergiert sie gar nicht (Divergenz im Punkt 0!).

(4) Es geht auch anders: Die in Fig. 4 dargestellte Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen die
Nullfunktion, aber nicht im quadratischen Mittel!

Insgeamt bestehen folgende Zusammenhänge für Kgz von Funktionenfolgen inC([−π,π]) bzw allge-
mein inC([a,b]):

punktweise Kgz ⇐ Kgz bzgl‖ · ‖∞ ⇔ glm Kgz ⇒ Kgz im quadr Mittel

Nun ist alsoC([a,b]) mit ‖ · ‖2 (oder auch mit‖ · ‖∞) ein euklidischer VR. Er hat aber einen Schön-
heitsfehler: Eine Funktionenfolge inC([a,b]) kann gegen etwas konvergieren, das nicht inC([a,b])
liegt (s. Bsp. 4.6 (1) und (2)). Wir wollen einen Raum, der in diesem Sinne abgeschlossen ist. Diese
Eigenschaft heißt “vollständig” und ist genau genommen soerklärt:

Definition 4.7. Ein RaumX mit einer Norm heißtvollständig, falls jede Cauchyfolge inX konvergent
ist. Eine Folge(an)n∈N heißtCauchyfolge, falls

∀ε > 0 ∃N ∈N ∀m,n≥ N : ‖an−am‖< ε.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beispiel 4.8. (a) (Blödes Beispiel) Im RaumX = Q (!) ist die Folge(an) = (3; 3,1; 3,14; 3,141;
3,1415; 3,14159; 3,141592; 3,1415926. . .) eine Cauchyfolge (denn sie konvergiert ja gegenπ),
aber, daπ /∈Q, ist sie nicht konvergent (inQ): Es gibt keina∈Q mit |an−a| → 0.
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Figure 4: Eine Funktionenfolge, die punktweise konvergiert, aber nicht im quadratischen Mittel.

(b) (Etwas weniger blödes Beispiel) Der RaumC([a,b]) ist nicht vollständig, siehe oben.

(c) (Gutes Beispiel) Die Funktionen in Fig. 4 sind keine Cauchyfolge bzgl‖ ·‖2, vgl Aufg 12, Blatt 4.

Definition 4.9. Ein VR mit Innenprodukt, der bezüglich der dadurch induzierten Norm vollständig
ist, heißtHilbertraum.

Bemerkung 4.10.Ein allgemeinerer Begriff sindBanachr̈aume. Das sind auch vollständige normierte
Vektorräume. Aber in einem Hilbertraum muss die Norm durchdas Innenprodukt gegeben sein. Falls
das nicht so ist, hat man einen Banachraum, aber keinen Hilbertraum. (Genauer: Ein Banachraum ist
ein Hilbertraum genau dann, wenn in ihm die Parallelogrammgleichung gilt, vgl Aufgabe 14, Blatt
4). Im Folgenden brauchen wir aber nur Hilberträume.

Beispiel 4.11.(a) DerRd wird mit dem Standardskalarprodukt〈(a1, . . . ,an),(b1, . . . ,bn)〉 :=∑d
n=1 anbn

zu einem Hilbertraum.

(b) Die Menge aller “unendlichen” Vektoren(a1,a2,a3, . . .) ist ein VR, aber kein Hilbertraum bzgl
〈(an)n,(bn)n〉 := ∑∞

n=1anbn. Aber dieser: Es seiℓ2 der Raum aller Folgen(an)n = (a1,a2, . . .) (wobei

an ∈ R) mit
∞
∑

n=1
a2

n < ∞. Durch

〈(an)n,(bn)n〉 :=
∞

∑
n=1

anbn

ist ein Innenprodukt aufℓ2 gegeben. Damit wirdℓ2 zu einem Hilbertraum.

Nun zur ersten schönen Eigenschaft:
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Satz 4.12(und Definition). Den Raum aller Funktionen f: [a,b] → R mit ‖ f‖2 < ∞, versehen mit
dem Innenprodukt

〈 f ,g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x)dx (wobei‖ f‖2 < ∞, ‖g‖2 < ∞),

bezeichnen wir mit L2([a,b]). (“Raum aller quadratintegrierbaren Funktionen auf[a,b]”).
L2([a,b]) ist ein Hilbertraum.

(Beweis: es bleibt die Vollständigkeit zu zeigen. Das ist länglich, s. [H2], Satz 130.5.)

Obacht: In Wirklichkeit ist fürL2 mit der Norm‖ · ‖2 eine Bedingung verletzt, nämlich (N1), 2. Teil:
Aus‖ f‖2 = 0 folgt nicht zwingend, dassf die Nullfunktion ist. Mit

f : [−π,π]→ R, f (x) =

{
0 : x 6= 0
1 : x= 0

ist ‖ f‖2 =
π∫

−π
f 2(x)dx=

0∫
−π

0dx+
0∫
0

1dx+
π∫
0

0dx= 0+ 0+ 0 = 0. Daher werden wir im Folgenden

immer Funktionenf ,g als gleich auffassen, für die gilt:‖ f −g‖2 = 0. (Die unterscheiden sich dann
lediglich auf einer Menge vom Maß 0.)

4.1 ON-Systeme

In einem normierten VR ist es nützlich, eine Basis zu haben.Besonders praktisch ist eine Orthonormal-
Basis (ON-Basis), das ist eine Basis{b1,b2, . . .bd} mit bn⊥bm für m 6= n (also 〈bn,bm〉 = 0), und
‖bn‖ = 1 für alle 1≤ n ≤ d. Bei L2([a,b]) stehen wir aber vor dem Problem, dass es gar keine
endliche Basis gibt! Nicht einmal, im klassischen Sinne, eine abzählbar unendliche, wie inℓ2.

Definition 4.13. Eine Menge{b1,b2,b3, . . .} in einem Hilbertraum heißtOrthonormalsystem(ONS),
falls bn⊥bm für alle m,n mit m 6= n, und‖bn‖= 1 für allen.
Ein ONS heißtmaximal, falls einzig das Nullelement orthogonal zu allenbn des ONS ist.

“Orthonormal” ist zusammengesetzt aus “orthogonal” (alsobn⊥bm) und “normal” (also‖bn‖= 1).

Satz 4.14.Die Funktionen 1
2
√

π ,
1√
π sin(·), 1√

π cos(·), 1√
π sin(2·), 1√

π cos(2·), . . . sind ein maximales ONS

in L2([−π,π].

Die Orthogonalität ist uns bereits bekannt, siehe (2.2), (2.3), (2.4). Die Vorfaktoren1√
π sorgen für die

Normalität:

‖ 1√
π

cos(n·)‖2 =

√∫ π

−π

1
π

cos2(nx)dx=
1√
π

√∫ π

−π
cos2(nx)dx= 1,

vgl (2.3). Die Maximalität ist etwas knifflig, siehe [H2], Satz 141.3.

Zur zweiten schönen Eigenschaft: Wir sahen bereits, dass wir eine 2π-periodische Funktion aufR
(oder allgemeiner, durch Skalierung, irgendeine periodische Funktion aufR) oft gut approximieren
können durch die Teilsummen seiner FR. Wie oft, und was heißt “gut”?
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4.2 Die Gaußsche Approximationsaufgabe

Die Gaußsche Approximationsaufgabe in einem InnenproduktraumX ist diese: Gegebenf ∈ X und
ein ONS{e1,e2,e3, . . . ,en}. Gesucht sindα1,α2, . . . ,αn, so dass

‖ f −
n

∑
k=1

αkek‖

minimal wird. InL2 = L2([−π,π]) wird daraus: Gegebenf ∈ L2. Wir setzene1 =
1

2
√

π , e2 =
1√
π sin(·),

e3 =
1√
π cos(·), e4 =

1√
π sin(2·), e5 =

1√
π cos(2·) usw. Gesucht sindαk, so dass für ein vorgegebenes

n∈N

‖ f −
n

∑
k=1

αkek‖2

minimal wird.

Satz 4.15. In L2 mit dem ONS O= {e1,e2, . . . ,en} wird die Gaußsche Approximationsaufgabe ein-
deutig gel̈ost durchαk = 〈 f ,ek〉 (k= 1, . . . ,n).
Dabei ist f−∑n

k=1 αkek orthogonal zu O.

Proof. Seien jetztck irgendwelche Koeffizienten. Wir wollen zeigen, dassck = αk optimal ist. Sei

Fn =
n
∑

k=1
ckek.

‖ f −Fn‖2 = 〈 f −Fn, f −Fn〉= 〈 f , f 〉−2〈 f ,Fn〉+ 〈Fn,Fn〉 (4.2)

= ‖ f‖2−2〈 f ,
n

∑
k=1

ckek〉+ 〈
n

∑
k=1

ckek,
n

∑
m=1

cmem〉 (4.3)

= ‖ f‖2−2
n

∑
k=1

|ck| 〈 f ,ek〉+
n

∑
k=1

n

∑
m=1

|ck| |cm|〈ek,em〉 (4.4)

= ‖ f‖2−
n

∑
k=1

2|ck|〈 f ,ek〉+
n

∑
k=1

|ck|2 (4.5)

= ‖ f‖2−
n

∑
k=1

|〈 f ,ek〉|2+
n

∑
k=1

|ck−〈 f ,ek〉|2. (4.6)

(Die letzte Gleichheit folgt aus der binomischen Formel:−2ab+b2 = (a−b)2−a2.) Nun hängt der
Ausdruck, den wir minimieren wollen, nur noch im letzten Summanden von denck ab. Und wann
wird der am kleinsten? Genau fürck = 〈 f ,ek〉.
Zur Orthogonalitätsaussage siehe Aufgabe 16, Blatt 5.

Damit steht nun fest:Die Teilsummen der FR zu f ∈ L2 liefern immer die beste Approximation an
f mit trigonometrischen Polynomen!Und zwar “beste” im Sinne derL2-Norm (also des “Abstands”
bzgl L2). Mit den Bezeichnungen aus Def. 2.1 haben wir:

α2k = ak, α2k−1 = bk (4.7)

Außerdem gilt:
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Satz 4.16.Sei f∈ L2. Die FR von f konvergiert gegen f bzgl‖ · ‖2.

Dazu brauchen wir folgendes Resultat. Für‖ · ‖2 schreiben wir kurz‖ · ‖, das spart Tinte.

Proposition 4.17(Besselsche Gleichung). Sei Fn die Summe der ersten n Summanden der FR von

f ∈ L2, also Fn =
n
∑

k=1
〈 f ,ek〉ek. Dann gilt dieBesselsche Gleichung

‖ f −
n

∑
k=1

〈 f ,ek〉ek‖2 = ‖ f‖2−
n

∑
k=1

|〈 f ,ek〉|2

sowie dieBesselsche Ungleichung
n

∑
k=1

|〈 f ,ek〉|2 ≤ ‖ f‖2

Proof. Dazu werden wir diëUberlegungen aus dem Beweis von 4.15 recyceln.

‖ f −Fn‖2 = 〈 f −Fn, f −Fn〉= 〈 f , f 〉−2〈 f ,Fn〉+ 〈Fn,Fn〉 (4.8)

= ‖ f‖2−2〈 f ,
n

∑
k=1

〈 f ,ek〉ek〉+ 〈
n

∑
k=1

〈 f ,ek〉ek,
n

∑
m=1

〈 f ,em〉em〉 (4.9)

= ‖ f‖2−2
n

∑
k=1

|〈 f ,ek〉| |〈 f ,ek〉|+
n

∑
k=1

n

∑
m=1

|〈 f ,ek〉| |〈 f ,em〉|〈ek,em〉 (4.10)

= ‖ f‖2−2
n

∑
k=1

|〈 f ,ek〉|2+
n

∑
k=1

|〈 f ,ek〉|2 (4.11)

= ‖ f‖2−
n

∑
k=1

|〈 f ,ek〉|2. (4.12)

Also gilt die Gleichung. Für die Ungleichung beachten wir nur, dass die linke Seite≥ 0 ist, also folgt

für die rechte Seite:‖ f‖2 ≥
n
∑

k=1
〈 f ,ek〉2.

Insbesondere stellen wir fest, dass die Ungleichung für alle n∈ N gilt, immer ist die Summe kleiner
oder gleich‖ f‖2 < ∞. D.h., die Reihe konvergiert. Daher muss die Folge|〈 f ,ek〉|2 eine Nullfolge
sein! Und damit ist auch die Folge(αk)k mit αk = 〈 f ,ek〉 eine Nullfolge. Damit bekommen wir
praktisch geschenkt (vgl (4.7)):

Satz 4.18(Riemann-Lebesgue). Für die Fourierkoeffizienten an,bn einer Funktion f∈ L2 gilt:
an → 0, bn → 0 (n→ ∞).

Proof. (Satz 4.16) The circle has closed. The Jedi will rule again. STAR WARS

Es ist
‖〈 f ,ek〉ek‖2 = 〈〈 f ,ek〉ek,〈 f ,ek〉ek〉= 〈 f ,ek〉2〈ek,ek〉= 〈 f ,ek〉2,

da ja‖ek‖= 1. Nach dem (verallgemeinerten) Satz des Pythagoras gilt dann für n≥ m:

∥∥∥∥∥
n

∑
k=m

〈 f ,ek〉ek

∥∥∥∥∥

2

=
n

∑
k=m

‖〈 f ,ek〉ek‖2 =
n

∑
k=m

〈 f ,ek〉2
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Wegen der Besselschen Ungleichung (vgl Anmerkung oben) istja die Reihe
∞
∑

k=1
〈 f ,ek〉2 konvergent.

Also kann man zu jedemε > 0 einm finden, so dass für allen≥ m gilt:
n
∑

k=m
〈 f ,ek〉2 < ε. Die letzte

Gleichung besagt daher, dass die Folge der Partialsummen der Reihe (also die Folge(
n
∑

k=1
〈 f ,ek〉ek)n∈N)

eine Cauchyfolge (bzglL2) ist. Weil nunL2 vollständig ist (!), ist diese Reihe auch konvergent gegen
ein g∈ L2.

Es bleibt zu zeigen, dassg= f . Es gilt

〈g− f ,ek〉= 〈g,ek〉− 〈 f ,ek〉=
〈

∞

∑
j=1

〈 f ,ej 〉,ek

〉
−〈 f ,ek〉=

∞

∑
j=1

〈 f ,ej〉〈ej ,ek〉− 〈 f ,ek〉,

und da〈ej ,ek〉 = 0 für j 6= k gilt, überlebt nur ein Summand der Summe, derk-te. Damit ist〈g−
f ,ek〉= 〈 f ,ek〉− 〈 f ,ek〉= 0. Also istg− f orthogonal zu allenek. Wir wissen aber (Satz 4.14), dass
unsereek ein maximales ONS bilden. Daher muss ein Element, das orthogonal zu allenek steht, das
Nullelement sein. Also ist‖g− f‖= 0, und bzglL2 ist also f = g (vgl dazu die Bemerkung nach Satz
4.12).

Bemerkung 4.19.L2 kann keine Basis{b1,b2, . . .} haben in dem Sinne, dass jedesf ∈ L2 dargestellt
werden kann als Linearkombination derbk: f = ∑

k∈N
βkbk klappt im Allgemeinen nicht (vgl Beispiele

4.6). Aber wegen Satz 4.16 sind dieek von oben eine ON-Basis in dem Sinne, dass

‖ f − ∑
k∈N

αkek‖2 = 0, (αk = 〈 f ,ek〉). (4.13)

Das passt perfekt zu unserer Sichtweise, nach der wir Funktionen f ,g als gleich auffassen, falls gilt:
‖ f −g‖2 = 0. In dem Sinne bezeichnen wir{e1,e2, . . .} als ON-Basis vonL2.

Nun wissen wir aus Satz 4.16, dass (4.13) gilt. Damit wird aber die linke Seite der Besselschen
Gleichung (siehe 4.17) gleich 0. Also gilt:

Satz 4.20(Parsevalsche Gleichung). Für jedes f∈ L2 gilt:

∞

∑
k=1

〈 f ,ek〉2 = ‖ f‖2, also
1
2

a2
0+

∞

∑
k=1

(a2
k +b2

k) = ‖ f‖,

wobei ak,bk die Fourierkoeffizienten von f sind (vgl Def 2.1).

Abschließend noch zwei Bemerkungen.

Zu Lp([a,b]): Für jedes 1≤ p< ∞ kann man die entsprechende Norm definieren:

‖ f‖p :=
(∫ b

a
| f (x)|pdx

)1/p

und erhält einen Banachraum. Aber nur fürp = 2 gehört diese Norm zu einem Innenprodukt, also
hat man nur fürp = 2 auch einen Hilbertraum. Trotzdem geht für 1< p < ∞ sonst fast alles hier
Diskutierte gut. Fürp= 1 wird vieles anders; auch dort gibt es eine ausgefeilte Theorie, aber keine
so schöne wie fürp= 2.
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Zu L2([−∞,∞]): Hier ist das Skalarprodukt gegeben durch

〈 f ,g〉 =
∫ ∞

−∞
f (x)g(x)dx.

Damit wird auchL2([−∞,∞]) ein Hilbertraum. Eine ON-Basis (also ein maximales ONS) istgegeben
durch dieHermite-FunktionenΨn:

Ψn(x) =
1√

2nn!
√

π
e−x2/2Hn(x),

wobei

Hn(x) = (−1)nex2 d
dxn e−x2

.

Die Hn sind dabei einfach Polynome vom Gradn:

H0(x) = 1, H1(x) = 2x,H2(x) = 4x2−2,H3(x) = 8x3−12x,H4(x) = 16x4−48x2+12, . . .

5 Fouriertransformation (FT)

Die Neigung des Menschen, kleine Dinge für wichtig
zu halten, hat sehr viel Großes hervorgebracht.
G C Lichtenberg

Was wir jetzt bereits können: Gegeben ein Impuls (Signal, Welle) f . Falls es zusammengesetzt ist aus
reinen Wellen (sin, cos), deren Frequenzen Vielfache voneinander sind (1,2,3,... bzw sin(x),sin(2x)
usw), dann liefern uns die Fourierkoeffizienten den jeweiligen Anteil (vgl etwa Bsp. 2.4). Wenn wir
nun aber ganz allgemeine Wellen untersuchen, so können diese ja Kombinationen von reinen Wellen
sein, die ganz verschieden sind (“inkommensurabel”: auf Deutsch in etwa: nicht vergleichbar, auf
mathematisch: in irrationalem Verhältnis stehend, wie etwa 1 und

√
2).

Wir wollen nun alle möglichen Wertet ∈ R zulassen. Dann haben wir nicht mehr abzählbar viele
Koeffizienten, und können nicht mehr mit Reihen der Form∑

k∈N
ak cos(kx)+bk sin(kx) arbeiten. Statt-

dessen bieten sich Integrale an.

Überdies wird vieles systematischer, wenn wir zu komplexwertigen Funktionen übergehen. Es ist ja

eix = cos(x)+ i sin(x)

Stattak cos(kx)+ bk sin(kx) benutzen wir im Folgendenckeikx. Zum genauen Zusammenhang siehe
unten, Abschnitt 5.1, Seite 27. Denkt man das konsequent durch, führt das zu folgender Definition.

Definition 5.1. Sei f : R→ C integrierbar überR, d.h. f ∈ L1(R) := { f : R→ C | ∫R | f (t)|dt < ∞}.
Die Fouriertransformierte (FT)̂f von f ist gegeben durch

f̂ (k) =
∫
R

f (x)e−ikxdx

Manchmal ist es auch praktisch, die FT vonf zu schreiben alsFT( f ).

Obacht: Die Definition der FT ist bei weitem nicht einheitlich! In vielen Büchern steht das obige mit
einem Vorfaktor 1

2π oder 1√
2π , oder aber im Exponenten kommt noch ein Faktor 2π dazu.
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Satz 5.2.Seien f,g∈ L1, α ∈ C, a∈R. Für die FT gelten folgende Eigenschaften:

1. Linearit ät: f̂ +g= f̂ + ĝ, α̂ f = α f̂ .

2. Translationsformel: Ist g(x) = f (x−a), dann istĝ(k) = e−iak f̂ (k).

3. Modulationsformel: Ist g(x) = eiax f (x), dann istĝ(k) = f̂ (k−a).

4. Streckungsformel: Ist g(x) = f (ax), dann istĝ(k) = 1
|a| f̂

(
k
a

)
.

Für a=−1 erhält man mit g(x) = f (−x) daraus: ĝ(k) = f̂ (−k).

5. Konjugationsformel: f̂ (k) = f̂ (−k).

Falls f nur reelle Werte hat, wird darauŝf (−k) = f̂ (k).

Proof. Zu (a):

f̂ +g(k) =
∫
R
( f (x)+g(x))e−ikxdx=

∫
R

f (x)e−ikxdx+
∫
R

g(x)e−ikxdx= f̂ (k)+ ĝ(k),

und
α̂ f (k) =

∫
R

α f (x)e−ikxdx= α
∫
R

f (x)e−ikxdx= α f̂ (k).

Zu (b):

ĝ(k) =
∫
R

f (x−a)e−ikxdx=
∫
R

f (y)e−ik(y+a)dy= e−iak f̂ (k).

Zu (c),(d),(e): Aufgabe 21, Blatt 6.

Beispiel 5.3. (a) Rechtecksfunktionf : R→ R, f (x) = 1[−a,a](x) =

{
1 für x∈ [−a,a]
0 sonst.

(Obacht, nicht “Rechtecksschwingung”, die ist periodisch, diese hier nicht.)

Es ist

f̂ (k) =
∫ a

−a
1·e−ikxdx=

(−1
ik

e−ikx
∣∣∣
a

x=−a

)
=

−1
ik

(e−ika−eika) =
2
k

sinka.

(Recall:eix −e−ix = 2i sin(x); vgl Aufgabe 22, Blatt 6).

(b) Die Gaußkurve der Standardnormalverteilung (siehe W-theorie) ist ihre eigene FT, bis auf einen
konstanten Faktor. Genauer: Mitf (x) = e−x2/2 ist

f̂ =
√

2π f .

−a a

Figure 5: Die Rechtecksfunktion 1[−a,a] und ihre FT (hier füra= 3)).
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Der Beweis dieser Aussage ist technisch anspruchsvoll und erfordert weitreichende Hilfsmittel, z.B.
Eindeutigkeitssätze für Lösungen von Differentialgleichungen, oder erzeugende Funktionen. Er findet
sich etwa in [PIN], Abschnitt 2.4.4.2.

Allgemeiner gilt: Ist f (x) = e−(x/α)2/2, dann istf̂ (k) = α
√

2πe−α2k2/2.

Unter milden Voraussetzungen bekommen wir ausf̂ die ursprüngliche Funktionf zurück.

Satz 5.4(Umkehrformel). Es seien f∈ L1 und f̂ ∈ L1. Dann gilt f̈ur jede Stetigkeitsstelle x von f

f (x) =
1
2π

∫
R

f̂ (k)eikxdk.

Proof. Wir wissen (Aufgabe 26 (a), Blatt 7):
∫

R

f (k)ĝ(k)dk=
∫

R

f̂ (k)g(k)dk (5.1)

Setzen wirg(k) = e−(k/α)2/2, wissen wir aus Bsp 5.3 (b):

ĝ(k) =
√

2παe−α2k2/2.

In obige Gleichung eingesetzt liefert das
∫
R

f̂ (k)e−(k/α)2/2dk=
√

2π
∫
R

α f (k)e−α2k2/2dk=
√

2π
∫
R

f (
t
α
)e−t2/2dt (t = αk).

Für α → ∞ ergibt sich daraus wgf stetig:
∫
R

f̂ (k)dk=
√

2π
∫
R

f (0)e−t2/2dt = 2π f (0).

Das ist die Behauptung fürx= 0. Für beliebigesx folgt die Behauptung dann aus der Anwendung des
obigen aufh(t) := f (t +x) unter Benutzung der Translationsformel (und ein bisschen rechnen).

Diese Operation bezeichnen wir auch alsinverse FT(IFT). Bezeichnung:

f̌ (x) = IFT ( f )(x) =
1
2π

∫
R

f (k)eikxdk.

Damit lässt sich die Umkehrformel auch so formulieren:

ˇ̂f = ̂̌f = f .

Insbesondere sagt die Umkehrformel, dassf ∈ L2 durch f̂ eindeutig bestimmt ist (*).

Satz 5.5(Plancherel). ∫
R

f̂ (k)ĝ(k)dk= 2π
∫
R

f (x)g(x)dx

Wir benutzen zum Beweis folgendes Ergebnis.
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Lemma 5.6. ̂̂f (x) = 2π f (−x)

Proof. Wegen (*) ist̂̂f (x) = 2π f (−x) gleichbedeutend mit

ˇ̂
f̂ (x) = 2π f̌ (−x), alsof̂ (x) = 2π f̌ (−x),

das heißt
∫
R f (x)e−ikxdx= 2π 1

2π
∫
R f (−x)eikxdx, was offenbar stimmt.

Proof. (Plancherel) In der Gleichung (5.1) setzen wirh= ĝ. Damit erhalten wir
∫
R

f̂ (k)ĝ(k)dk=
∫
R

f̂ (k)h(k)dk=
∫
R

f (x)ĥ(x)dx=
∫
R

f (x)̂̂g(x)dx,

und das ist mit der Konjugationsformel gleich
∫
R

f (x)̂̂g(−x)dx

und nach Lemma 5.6 gleich

2π
∫
R

f (x)g(x)dx

Dieses Ergebnis bedeutet: Die durch das Skalarprodukt

〈 f ,g〉 =
∫
R

f (x)g(x)dx

gegebene Norm aufL2 ist ja ‖ f‖ =
√

〈 f , f 〉. Plancherel sagt, dass die Norm vonf̂ genau
√

2π mal
die Norm von f ist. Damit kann man zeigen, dass die FT eine bijektive Abbildung vonL2 auf L2 ist
(Details siehe [PIN]). Falls die FT definiert wird wie oben, nur mit dem Vorfaktor1√

2π
, dann ist die FT

sogar eineIsometrie(eine abstandserhaltende Abbildung, so wie eine Drehung oder eine Spiegelung
im Rd).

Lemma 5.6 bedeutet ja auch:
̂̂̂
f̂ = 4π2 f

Also liefert viermalige Anwendung der FT das ursprüngliche, bis auf Skalierung um 4π2. Hätten wir
die FT mit einem Vorfaktor 1√

2π definiert, wäre sogarFT4( f ) = f für alle f ∈ L2.

Satz 5.7(Riemann-Lebesgue). Ist f ∈ L1 und stetig, dann gilt̂f (k)→ 0 für |k| → ∞.

Proof. Es ist

f̂ (k) =
∫
R

f (x)e−ikxdx=−e−πik/k
∫
R

f (x)e−ikxdx=−
∫
R

f (x)e−ik(x+π/k)dx=−
∫
R

f (y− π
k
)e−ikydy,

also ist

f̂ (k) =
1
2

f̂ (k)+
1
2

f̂ (k) =
1
2

∫
R

(
f (x)− f (x− π

k
)
)
e−ikxdx.

Für k→ ∞ geht f (x)− f (x− π
k ) gegen 0 (daf stetig).

24



���
���
���

���
���
���

−a a

g(x−t) f(t)
x kleiner x groeßer

Figure 6: Die Faltungf ∗g für f = g die Rechteckfunktion.f ∗g(x) ist die Fläche des̈Uberlapps der
beiden Graphen, wobei der Graph vong (gespiegelt wird und) umx verschoben wird.

Ein wichtiges Ergebnis: Der Faltungssatz. Dazu erinnere man sich an MMfBW I (zahlentheoretis-
che Faltung) und MMfBW II (Verteilungsdichte der Summe zweier unabhängiger Zufallsvariablen =
Faltung der zwei Verteilungsdichten).

Definition 5.8. Die Faltung zweier Funktionenf ,g∈ L1 ist

f ∗g(x) =
∫
R

f (t)g(x− t)dt

Die Faltung beschreibt häufig Ereignisse in der Natur. Z.B.ist der Schatten eines Gegenstands,
der von einer Lichtquelle beleuchtet wird, die Faltung der Form des Gegenstands mit der Form der
Lichtquelle. Unscharfe Fotos entstehen durch falsche Fokussierung, also bildlich: eine falsche Linse.
Das unscharfe Foto ist dann die Faltung des scharfen Fotos mit der Form der Linse. Dazu muss man
natürlich mehrdimensional arbeiten.

Beispiel 5.9.Sei f = g die Rechtecksfunktionf (x) = 1[−1,1]. Dann ist

f ∗ f (x)=
∫
R

1[−1,1](t)1[−1,1](x−t)dt=
∫ 1

−1
1[−1,1](x−t)dt=

∫ 1

−1
1[−1,1](t−x)dt=

∫ 1

−1
1[−1+x,1+x](t)dt.

Die Variablet läuft also nur von -1 bis 1: Interessant also nurt ∈ [−1,1]. Was passiert fürx< −2?
Dann istx− t <−2+1=−1, also 1[−1,1](x− t) = 0.
Was passiert fürx> 2? Dann istx− t > 2−1= 1, also 1[−1,1](x− t) = 0. Interessant nurx∈ [−2,2].
Sei zunächstx∈ [−2,0]. Dann ist−1+x≤−1, also in diesem Fall

∫ 1

−1
1[−1+x,1+x](t)dt =

∫ 1

−1
1[−1,1+x](t)dt =

∫ 1+x

−1
1dt = t

∣∣∣
1+x

t=−1
= 2+x.

Ganz analog ist fürx∈ [0,2] ∫ 1

−1
1[−1+x,1+x](t)dt = 2−x.

Damit ist f ∗ f eine Dreiecksfunktion auf[−2,2] mit einer Spitze der Höhe 2 bei 0.

Die Faltung hat nette Eigenschaften:

Lemma 5.10. 1. f ∗g= g∗ f (Symmetrie)

2. f ∗ (g∗h) = ( f ∗g)∗h (Assoziativiẗat)
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3. f ∗ (g+h) = f ∗g+ f ∗h (Distributivität)

Proof. Das ist einfach:

f ∗g(x) =
∫
R

f (t)g(x− t)dt =
∫
R

f (x−y)g(y)dy= g∗ f (x);

und alle Funktionen sind inL1, alsoabsolut integrierbar, dann darf man die Integrale vertauschen
(Satz von Fubini):

f ∗ (g∗h)(x) =
∫
R

f (t)(g∗h)(x− t)dt =
∫
R

f (t)
∫
R

g(s)h(x− t −s)dsdt=
∫
R

∫
R

f (t)g(s)h(x− t −s)dtds

=

∫
R

∫
R

f (t)g(r − t)h(x− r)dtdr =
∫
R

∫
R

f (t)g(r − t)dt h(x− r)dr =
∫
R
( f ∗g)(r)h(x− r)dr = ( f ∗g)∗h

Die Distributivität ist noch einfacher, das schreiben wirgar nicht erst auf.

Satz 5.11(Faltungssatz). Für f ,g∈ L1 gilt: f̂ ∗g= f̂ · ĝ.

Das Schöne ist: Damit kann man Faltung (im Zeit-Raum bzwx-Raum) in Multiplikation (im Fre-
quenzraum bzwk-Raum) übersetzen, und umgekehrt. Das ist z.B. Grundlage für schnelle Multip-
likation (das wird ausführlich behandelt in Abschnitt 6.5, Seite 40): Naives Multiplizieren zweier
Binärzahlen der Längen brauchtO(n2) Operationen. FT auf endlichen Mengen braucht nurO(nlogn)
(wenn man’s richtig macht), und falten auch nurO(nlogn) (wenn man’s richtig macht). Also stattf ·g
berechne

̂̌f ∗ ǧ= f ·g, (5.2)

(der Faltungssatz gilt entsprechend für IFT) inO(nlogn) Schritten.

Proof.

f̂ ∗g(k) =
∫
R

f ∗g(x)e−ikxdx=
∫
R

∫
R

f (x− t)g(t) dt e−ikxdx=
∫
R

∫
R

f (x− t)e−ikx dx g(t)dt

=

∫
R

∫
R

f (y)e−ik(y+t) dy g(t)dt =
∫
R

∫
R

f (y)e−iky dy g(t)e−iktdt

=

∫
R

f (y)e−iky dy
∫
R

g(t)e−ikt dt = f̂ (k) · ĝ(k)

Generelle Anmerkung:

Bemerkung 5.12.Praktisch alles in diesem Kapitel geht genauso für Funktionen f : Rd →C. Die FT
ist dann

f̂ (k) =
∫
Rd

f (x)e−ik·xdx.

Dabei sindk = (k1, . . . ,kd) undx = (x1, . . . ,xd) Vektoren inRd, das Integral ist also ein Mehrfachin-
tegral

∫
R

∫
R

∫
R · · · · · ·dx3dx2dx1, undk ·x ist das Standardskalarprodukt inRd, also

k ·x = k1x1+ · · ·+kdxd
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Damit übertragen sich alle (soweit ich weiß) Ergebnisse hier auf den mehrdimensionalen Fall. Auf
die Vorfaktoren 2π muss man allerdings aufpassen, daraus wird üblicherweise(2π)d.

Bemerkung 5.13. Vergleicht man die Kap. 2-4 mit Kap. 5, so fallen Parallelen auf: Es gibt z.B.
beidesmal eine Parsevalsche Gleichung und einen Satz von Riemann-Lebesgue. Das ist kein Zufall.
Begibt man sich auf eine noch abstraktere Warte als wir es hier tun, so kann man FT definieren für
lokalkompakte abelsche topologische Gruppen (LKAG).

Topologische Gr. heißt: Gruppe mit einer Regel, was offene Mengen sein sollen. Die
Regel muss konsistent sein unter verschiedenen Bedingungen: Vereinigung zweier
offenen Mengen ist wieder offen etc. Alle Hilberträume sind top Gruppen, denn sie
haben eine Metrik (“Abstand”), und alle metrischen Gruppensind top Gruppen. Damit
kann man dann erklären, was kompakte Mengen sind. “Lokalkompakt” heißt dann
einfach, dass jedes Element der Gruppe eine kompakte Umgebung besitzt.

Für LKAG ist immer einedualeGruppe erklärt. So ist die duale Gruppe vonR gerade (isomorph
zu) R. Aber auch[−π,π] ist eine lokalkomp abelsche Gruppe, wenn man die beiden Endpunkte
gleichsetzt (“aneinander klebt”). Die heißt (eindim) Torus. Und die duale Gruppe davon ist gerade
(isomorph zu)Z.
Treibt man also FT allgemein auf LKAG, so lebt die FT vonf auf der dualen Gruppe. BeiR ist das
dieselbe:R. Beim Torus ist es aberZ. Und die FR, gelesen als(. . .b3,b2,b1,a0,a1,a2 . . .) lebt aufZ!
Wir könnten also alles in einem einheitlichen Rahmen betrachten. Das ist für uns aber wenig hilfreich,
des Verständnisses und der Anwendungen wegen.

5.1 Poissons Summenformel (PSF)

In diesem Abschnitt bringen wir FT und FR zusammen; oder in anderen Worten: FT aufR (Kap. 5)
und FT auf dem Torus (Kap. 2-4; wir hatten dort FR behandelt, aber von einer abstrakten Warte aus ist
das die FT auf dem Torus, vgl obige Bemerkung). Wir bleiben aber, im Ggs zur letzten Bemerkung,
recht konkret.

Lemma 5.14. Die komplexe FR von f∈ L1 ist ∑
k∈Z

ckeixk, wobei

ck =
1
2π

∫ π

−π
f (x)e−ikxdx.

Proof. Vergleichen wir dieck mit den alten Formeln füran,bn (vor Definition 2.1) und vergleichen
denk-ten Term der FR:

ck+c−k =
1
2π

∫ π

−π
f (x)(cos(kx)+ i sin(kx))dx+

1
2π

∫ π

−π
f (x)(cos(−kx)+ i sin(−kx))dx

=
1
2π

∫ π

−π
f (x)(cos(kx)+cos(−kx))dx+ i

1
2π

∫ π

−π
f (x)(sin(kx)+sin(−kx))dx

=
1
π

∫ π

−π
f (x)cos(kx)dx+ i

1
2π

∫ π

−π
f (x) ·0dx

= ak+0

und analogi(ck−c−k) = bk. Diesen Zusammenhang wollen wir hier festhalten:
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cn+c−n = an

i(cn−c−n) = bn
cn =





1
2(an− ibn) n> 0

1
2a0 n= 0

1
2(a−n+ ib−n) n< 0

Damit stimmen die FR überein: Betrachtet man denk-ten Summanden der “alten” FR, so entspricht
der demk-ten plus dem−k-ten der “neuen” FR. Damit ergibt sich

cke
ikx+c−ke

−ikx = ck(cos(kx)+ i sin(kx))+c−k(cos(−kx)+ i sin(−kx))

= ck(cos(kx)+ i sin(kx))+c−k(cos(kx)− i sin(kx))

= (ck+c−k)cos(kx)+ i(ck−c−k)sin(kx)

Bemerkung 5.15.Die Ergebnisse aus Kapitel 4 übertragen sich auf komplexe FR (also die in Lemma
5.14). Das ONS vonL2([−π,π],C) ist hier(ek)k∈Z = (eikx)k∈Z.

Unter bestimmten Bedingungen gilt∑
n∈Z

f (n) = ∑
n∈Z

f̂ (2πn). Das sind diese:

Satz 5.16(PSF). Sei f∈ L1 beschr̈ankt, stetig und stückweise stetig diff-bar. Außerdem seien x2 f (x)
und x2 f ′(x) beschr̈ankt. Dann gilt

∑
n∈Z

f (n) = ∑
n∈Z

f̂ (2πn)

Proof. Weil x2 f (x) beschränkt ist, gilt folgendes: Seix∈ R festgelegt. Dann gibt’s eine KonstanteC
so dass für allen∈ Z: (x+n)2| f (x+n)|<C. Dann ist| f (x+n)| ≤ C

(x+n)2 . Also konvergiert die Reihe

g(x) = ∑
n∈Z

f (x+n) gleichmäßig, daher istg eine stetige Funktion.

Genauso isth(x) = ∑
n∈Z

f ′(x+n) eine stetige Funktion. Nach dem Hauptsatz der Analysis istf (x) =

x∫
0

f ′(t)dt +a für ein a∈ R. Damit ist

∫ x

0
h(t)dt =

∫ x

0
∑
n∈Z

f ′(t +n)dt = ∑
n∈Z

∫ x

0
f ′(t +n)dt

= ∑
n∈Z

∫ n+x

n
f ′(t)dt = ∑

n∈Z
f (n+x)− f (n) = g(x)−g(0).

Hier durften wir Summe und Integral vertauschen, da die Reihe gleichmäßig konvergiert.
Damit ist alsog das Integral einer stetigen (und integrierbaren) Funktion, also stetig und diff-bar.
Nach Satz 3.6 konvergiert dann seine FR punktweise gegeng. D.h. insbesondere

∑
n∈Z

f (n) = g(0) = ∑
m∈Z

cm,

wobei g allerdings 1-periodisch und nicht 2π-periodisch war. Betrachten wir also die FR zug( x
2π),
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dann gilt

cm =
1
2π

∫ π

−π
g(

x
2π

)e−imxdx=
1
2π

∫ π

−π
∑
n∈Z

f (
x

2π
+n)e−imxdx= ∑

n∈Z

1
2π

∫ π

−π
f (

x
2π

+n)e−imxdx

= ∑
n∈Z

1
2π

∫ (2n+1)π

(2n−1)π
f (

y
2π

)e−im(y−2πn)dy

=
1
2π

∫
R

f (
y

2π
)e−im(y−2πn)dy=

1
2π

∫
R

f (
y

2π
)e−imydy=

∫
R

f (z)e−im2πzdz= f̂ (2πm)

(dabei ist 2πz= y.) Also ist∑n∈Z f (n) = g(0) = ∑n∈Z f̂ (2πn).

Wir haben im Prinzip noch mehr gezeigt: Da jag gleich seiner FR ist, istg(x) = ∑n∈Z f (n+ x) =
∑m∈Z cmeimx. Damit ist wegen der Translationsformel

∑
n∈Z

f (n+x) ∑
m∈Z

f̂ (2πm)eimx

Die PSF ist ein starkes Werkzeug zum Berechnen der Werte bestimmter unendlicher Reihen, vgl
Aufgaben 29 und 31, Blatt 8.

6 DFT

Angenommen, wir haben nun nicht mehr Funktionen mit DefinitionsbereichR oder[−π,π], sondern
welche mit einem endlichen Definitionsbereich:

f : {0,1, . . . ,N−1} → C

So eine Funktion kann man sich einfach alsN-Vektor vorstellen: Die Funktion ist komplett beschrieben
durch die Angabe all ihrer Funktionswerte, das sindN Stück. Also schreiben wir auch einfach
f = ( f0, f1, . . . , fN−1), mit fn = f (n). Auch dafür können wir FT definieren, diese heißtdiskrete
Fouriertransformation(DFT).

Definition 6.1. Die DFT von f = ( f0, f1, . . . , fN−1) ist d = (d0,d1, . . . ,dN−1) mit

dk =
1
N

N−1

∑
j=0

f je
−2πi jk/N (k= 0,1, . . . ,N−1)

Schreibweise:̂f = d, oderDFT( f )= d. Je nach Kontext schreiben wir stattd auch f̂ =( f̂0, f̂1, . . . , f̂N−1).
Guckt man sich die Defintion an, so sieht man, dass da eine Matrix-Vektor-Multiplikation steht (mit
ξ = e2πi/N) :

d =




d0

d1

d2

d3
...

dN−1




=
1
N




1 1 1 · · · 1
1 ξ−1 ξ−2 · · · ξ−(N−1)

1 ξ−2 ξ−4 · · · ξ−2(N−1)

1 ξ−3 ξ−6 · · · ξ−3(N−1)

...
...

. . .
...

1 ξ−(N−1) ξ−2(N−1) · · · ξ−(N−1)2







f0
f1
f2
f3
...

fN−1




=
1√
N

V f,

wobeiV = 1√
N

(
ξ jk

)
0≤ j,k≤N−1. Den Vorfaktor 1

N haben wir in zweimal 1√
N

aufgespalten, damit gilt:
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Satz 6.2.Die Matrix V ist uniẗar, d.h. VV
T
= E.

Dabei bezeichnetE die N×N-Einheitsmatrix. Erinnerung:

Eine MatrixM ∈RN×N heißtorthogonal, fallsMMT =E. InR2 oderR3 sind das gerade die Matrizen,
die eine Drehung oder eine Spiegelung bewirken. Orthogonale Matrizen bewirken abstands- und
winkeltreue Abbildungen. Für das Standardskalarprodukt(siehe (5.2)) inRd drückt sich das so aus:
V ist orthogonal, genau dann wennVx·Vx= x·x. (“Die Länge vonVx ist gleich der Länge vonx”)

Eine Matrix M ∈ CN×N heißt unitär, falls MM
T
= E. Für relle Matrizen heißt das dasselbe wie

orthogonal. Für das Standardskalarprodukt imCd drückt sich das so aus:V unitär, genau dann wenn
Vx·Vx= x·x.

Proof. Wir zeigen das zeilenweise. Es muss gelten:k-te Zeile malk-te Zeile = 1, undk-te Zeile mal
m-te Zeile = 0 fürm 6= k. Bezeichnen wir mitVk die k-te Zeile vonV. Dann gilt:

Vk(Vk)
T =

1
N

N−1

∑
ℓ=0

ξℓkξℓk =
1
N

N−1

∑
ℓ=0

ξℓkξ−ℓk =
1
N

N−1

∑
ℓ=0

ξ(ℓ−ℓ)k =
1
N

N−1

∑
ℓ=0

1= 1,

und fürk 6= m:

Vk(Vm)
T =

1
N

N−1

∑
ℓ=0

ξℓkξ−ℓm=
1
N

N−1

∑
ℓ=0

(ξk−m)ℓ =
1
N

ξ(k−m)N −1
ξk−m−1

.

Der Zähler im letzten Term ist 1− 1 = 0, daξ eine komplexeN-te Einheitswurzel ist [WIK ]. Der
Nenner ist ungleich null, da−N < k−m< N undk−m 6= 0; aberξn wird nur 1, fallsn Vielfaches
von N ist. Also ist fürm 6= k

Vk(Vm)
T = 0

und die Behauptung ist bewiesen.

Bemerkung 6.3. Wegen dieses Satzes istV−1 =V. Die Inverse vonV ist also effizient berechenbar.

Die Umkehrung der DFT, dieinverse DFT, ist definiert durch

IDFT (d) = ď =
√

NVd

Damit bekommt man (natürlich!) aus jedemd = f̂ das f zurück. Hier sind’s ja nur Matrix-Vektor-
Multiplikationen, um Existenz von Integralen braucht man sich keine Sorgen zu machen.

Satz 6.4.Für V wie oben gilt: V4 = E, wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet.

Daraus folgt direkt:
̂̂̂
f̂ =

1
N2 f

Also liefert, wie im kontinuierlichen Fall, die viermaligeAnwendung der Fouriertransformation das
f zurück, bis auf einen Vorfaktor (damals 2π, hier 1

N2 ).

Weiterhin gelten etliche aus dem kontinuierlichen Falle bekannte Beziehungen. Zum Beispiel gelten
für f = ( f0, f1, . . . , fN−1) ∈ CN, g= (g0,g1, . . . ,gN−1) ∈ CN und deren DFTŝf = ( f̂0, f̂1, . . . , f̂N−1),
ĝ= (ĝ0, ĝ1, . . . , ĝN−1) folgende Aussagen:
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1. Faltungssatz: f̂ ∗g= N f̂ · ĝ. Dabei ist

f ∗g(n) =
1
N

N−1

∑
k=0

fkgn−k (0≤ n≤ N−1)

Der Indexn− k von gn−k kann negativ werden, also legen wir hier für 1≤ k ≤ N− 1 fest:
g−k = gN−k.

2. Satz von Parseval:
N−1

∑
n=0

|dn|2 =
1
N

N−1

∑
n=0

| fn|2

3. Satz von Plancherel:
N−1

∑
n=0

f̂nĝn =
1
N

N−1

∑
n=0

fngn

4. Darstellung als FR:Die FR von f beschreibtf :

fn =
N−1

∑
k=0

f̂ke
2πikn/N

Zu den Beweisen der ersten beiden Aussagen siehe die Aufgaben 35 (Blatt 9) und 36 (Blatt 10).
Bezüglich der letzten stellen wir fest: Es giltf̂ = 1√

N
V f , also

f =
√

NV
−1

f̂ =
√

NV f̂ ,

das heißt für denn-ten Eintragfn = ∑N−1
k=0 f̂ke2πikn/N.

6.1 Trigonometrische Interpolation

Wir wissen bereits, wie man mittels der FR periodische Funktionen gut approximieren kann (Kap
2.1). Zum Bestimmen der Fourierkoeffizienten mussten wir aber Integrale berechnen. Nun versuchen
wir es mit den diskreten FR von oben, für deren Koeffizientenmüssen wir nur endliche Summen
berechnen. Außerdem betrachten wir eine etwas andere Variante des Problems: statt Approximation
Interpolation.

Interpolation heißt: Zu einem gegebenen Datensatz von Punkten (x0,y0), . . . ,(xN−1,yN−1) finde eine
Funktion p, so dassp(xk) = yk gilt für alle 0≤ k ≤ N− 1. Diese Daten könnten z.B. Messdaten
sein, oder Punkte einer komplizierten Funktionf . Ist der Abstand zwischen benachbartenx-en (den
Sẗutzstellen) immer gleich (gilt also|xk−xk+1|= h für alle 0≤ k≤ N−2), so heißen die Stützstellen
äquidistant.

Wieder wollen wir, dassp ein trigonometrisches Polynom ist (s. Kap 2), also

p(x) =
N−1

∑
k=0

ak cos(2πkx)+bk sin(2πkx).
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Satz 6.5. Sei f : [0,1] → R eine Funktion. Setze fk = f ( k
N), und es sei DFT( f0, f1, . . . , fN−1) =

(d0,d1, . . . ,dN−1) die DFT von( f0, . . . , fN−1). Dann gilt f̈ur ak = Re(dk),bk =− Im(dk):

p(x) =
N−1

∑
k=0

ak cos(2πkx)+bk sin(2πkx)

hat die Interpolationseigenschaft, d.h., p( j
N ) = f j = f ( j

N).

Proof. Laut Def der IDFT ist

f j =
N−1

∑
k=0

dk(cos(2π j
k
N
)+ i sin(2π j

k
N
))

=
N−1

∑
k=0

Re(dk)(cos(2π j
k
N
)+ i sin(2π j

k
N
))+ i Im(dk)(cos(2π j

k
N
)+ i sin(2π j

k
N
)),

und daf reell ist, verschwinden die Imaginärteile, und es bleibt stehen

N−1

∑
k=0

Re(dk)cos(2π j
k
N
)− Im(dk)sin(2π j

k
N
) = p(

j
N
)

Es gibt aber ein Problem: Das ist eine perfekte Interpolation — wie der Satz zeigt — aber eine
schlechte Approximation.

Beispiel 6.6. Nehmen wir eine Dreiecksfunktion wie in Bild 7 (schwarzer Graph). Approximieren
wir wie oben beschrieben fürN = 4, so erhalten wir fürp den Graphen in Bild 7 links (rot bzw
grau). Er trifft an den Stützstellen genau die Funktionswerte (muss er nach dem letzten Satz ja), aber
dazwischen weicht er stark ab. Versuchen wir nun, die Qualität der Approximation zu verbessern,
indem wir die Zahl der Stützstellen erhöhen, z.B. aufN = 16, so trifft der Graph des entsprechenden
p die korrekten Funktionswerte an den Stützstellen, dazwischen aber oszilliert er nur um so stärker.

Ein anderer Ansatz liefert eine bessere Approximation:

r(x) =
N/2−1

∑
k=−N/2

ak cos(2πkx)+bk sin(2πkx).

Satz 6.7.Sei f: [0,1]→R eine Funktion. Setze fk = f ( k
N), und es sei(d−N/2,d−N/2+1, . . . ,dN/2−2,dN/2−1)

die DFT von( f0,− f1, f2,− f3, . . . ,(−1)N−1 fN−1). Dann gilt f̈ur ak = Re(dk),bk =− Im(dk):

r(x) =
N/2−1

∑
k=−N/2

ak cos(2πkx)+bk sin(2πkx)

hat die Interpolationseigenschaft, d.h., r( j
N ) = f j = f ( j

N).
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Figure 7: Trigonometrische Interpolation (roter bzw grauer Graph) einer Dreiecksfunktion (schwarzer
Graph) mit Hilfe der DFT nach Satz 6.5, fürN = 4 Stützstellen (links) undN = 16 (rechts). Zwischen
den Stützstellen oszilliert der Graph stark.

Proof. Es ist

r(x) =
N/2−1

∑
k=−N/2

dke
2πikx =

N−1

∑
k=0

dk−N/2e2πi(k−N/2)x =
N−1

∑
k=0

dk−N/2e2πikxe−πiNx

und das ist fürx= x j =
j

N gleich

(−1)n
N−1

∑
k=0

dk−N/2e2πikn/N = (−1)n((−1)n fn
)
= fn.

Mit Satz 6.5 folgt die Behauptung.

Dieses trigonometrische Polynom liefert auch eine bessereApproximation, wie man z.B. in Bild 8
sieht. Das lässt sich auch rigoros nachweisen, vgl [PLA ], Kap 3. Da steht i.Wes. eine Fehlerab-
schätzung für‖p− f‖2, wo der Fehlerterm in unserem BspO(1) ist (also i.Wes. konstant) ist, und für
‖r − f‖2 ist der FehlertermO(N−m), falls f m-mal stetig diff-bar ist.

6.2 Diskrete Cosinus-Transformation (DCT)

Bisher war unserf auf [0,1] definiert. Daher können wirf zu einer geraden Funktion fortsetzen,
indem wir f auf [−1,0] definieren durchf (x) = f (−x). Dann werden in obigem Ansatz alle Sinusko-
effizienten zu Null, nur die Cosinusterme überleben, und wir erhalten die (oder besser eine)Diskrete
Cosinus-Transformation (DCT). Wir haben aber noch weitere Variationsmöglichkeiten: Wir können
die f0, f1, f2, . . . fN−1 als Funktionswerte an den Stellen 0, 1

N ,
2
N , . . . ,

N−1
N interpretieren. Das ist etwas

unsymmetrisch: der linke Rand ist drin, der rechte nicht. Oder wir machen es symmetrischer, indem
wir die Werte um 1

2N verschieben:f0, f1, f2, . . . , fN−1 sind dann die Funktionswerte an den Stellen
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Figure 8: Trigonometrische Interpolation mit Hilfe der DFTnach Satz 6.7. Die Oszillation ist sehr
gering.

1
2N ,

1
N + 1

2N ,
2
N + 1

2N , . . . ,
N−1

N + 1
2N . Das liefert zwei Wahlmöglichkeiten. (Bzw vier, da wir dieOption

“Rand drin” für den rechten und den linken Rand unabhängigtreffen können. Aber meist macht man
es rechts und links gleich.)

Wir können auch noch festlegen, ob die Funktion nach rechtsgerade oder ungerade fortgesetzt wird,
siehe Bild 9. Das liefert also vier Ansätze, die DCT zu berechnen.

DCT I: ak =
1
2
( f0+(−1)k fN−1)+

N−2

∑
n=1

fncos

(
π

N−1
nk

)
k= 0, . . . ,N−1. (6.1)

DCT II: ak =
N−1

∑
n=0

fn cos

(
π
N

(
n+

1
2

)
k

)
k= 0, . . . ,N−1. (6.2)

DCT III: ak =
1
2

f0+
N−1

∑
n=1

fn cos

(
π
N

n

(
k+

1
2

))
k= 0, . . . ,N−1. (6.3)

DCT IV: ak =
N−1

∑
n=0

fncos

(
π
N

(
n+

1
2

)(
k+

1
2

))
k= 0, . . . ,N−1. (6.4)

Dabei ist häufig DCT II gemeint, wenn von “der DCT” die Rede ist.

6.3 Bildkompression

Die Idee zur Bildkompression ist diese: Wegen des Satzes vonRiemann-Lebesgue erwarten wir, dass
ak → 0 für k→ ∞. Nehmen wir also eine Bildzeile und interpretieren die Grauwerte desk-ten Pixels
als Funktionswertfk. Auf das so erhaltenef wenden wir DFT an. VonDFT( f ) speichern wir nur die
ersten 20 % (oder so) der Werte. (Also nur 20% des Speicherbedarfs). Zum Angucken berechnen wir
die IDFT, und hoffen, dass (da die letzten 80% nahe an Null sind, also fast Null, also nix ausmachen
sollten) das so erhaltene Bild sehr nah am ursprünglichen Bild ist. Das klappt.
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Figure 9: Vier Möglichkeiten zur Definition der DCT. (Quelle: [WIK ])
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Eine erste Verbesserung dieser Idee finden wir in [GG]. Habenwir also ein Schwarzweißbild, können
wir es zeilenweise bearbeiten. Jede Zeile hatN Pixel, und z.B. 256 mögliche Grauwerte.

(Genaueres in [GG], Kap. 13. Zu Run-length encoding und Huffman encoding siehe [WIK ]. Das
schreibe ich jetzt nicht noch mal hier hin. Die Idee in [GG] sowie run-length-encoding sollte man in
der Prüfung erklären können.)

Die Vorgehensweise von jpeg ist nun diese: Zum Komprimieren:

• Bearbeite jeden der drei Farbwerte einzeln (RGB bzw. YCbCr)

• Unterteile das Bild in 8×8 Felder (evtl am Rand mit Nullen füllen)

• DCT für jedes einzelne Feld, erst zeilen- dann spaltenweise

• Quantisieren der DCT (s.u., dies ist die einzige Stelle, wo Information verloren geht)

• Run-length encoding, dann Huffman encoding

Ergebnis ist je eine Integer-Sequenz für jedes 8× 8-Feld. Deren Länge liegt deutlich unter 256
Byte. Diese Sequenzen werden alsjpeg-file gespeichert. Beim Angucken eines jpg-files werden
die umgekehrten Schritte ausgeführt: Huffman-encoding rückwärts, run-length-encoding rückwärts
(beides verlustfrei), IDCT, zusammensetzen der 8×8-Felder und der drei Farbwerte zum Gesamtbild.

Quantisieren heißt hier: Die Einträge der Matrix werden auf die nächste ganze Zahl gerundet, aber
bezüglich einer QuantisierungsmatrixQ: Der Eintrag an der Stellek,m wird durchQk,m geteilt und
dann gerundet. Unten ein Beispiel: Das erste ist die DCT fürein Feld. Der Eintrag oben links, also-
415, wird durch 16 geteilt (-25,9375) und dann gerundet (-26). Die Matrix Q ist so gewählt, dass
links oben, wo die Koeffizienten mit niedrigem Index stehen,relativ genau gerundet wird, und unten
rechts, wo die Koeffizienten mit hohem Index stehen, recht grob gerundet wird. Hier eine typische
8x8-Matrix, wie sie nach der DCT entstehen könnte.

DCT :




−415 −30 −61 27 56 −20 −2 0
4 −22 −61 10 13 −7 −9 5

−47 7 77 −25 −29 10 5 −6
−49 12 34 −15 −10 6 2 2

12 −7 −13 −4 −2 2 −3 3
−8 3 2 −6 −2 1 4 2
−1 0 0 −2 −1 −3 4 −1

0 0 −1 −4 −1 0 1 2




Deren Einträge runden wir bzgl der QuantisierungsmatrixQ:

Q=




16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99



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Das ergibt in diesem Beispiel:




−26 −3 −6 2 2 −1 0 0
0 −2 −4 1 1 0 0 0

−3 1 5 −1 −1 0 0 0
−4 1 2 −1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0




Wenn der Rechner jemanden fragt, wie hoch der Kompressionsgrad sein soll, so wählt man damit eine
gröbere (hohe Kompression) bzw feinere MatrixQ aus.

Nach dem Quantisieren steht da eine Matrix, die tendenziellunten rechts nur Nullen enthält. Auf
diese Matrix wenden wir run-length encoding an, indem wir sie diagonal durchlaufen, nach dem
unten dargestellten Schema. Auf die so erhaltene Sequenz wenden wir Huffman-encoding an.

usw

Das Ergebnis kommt mit bedeutend weniger Speicherplatz ausals das ursprüngliche Bild.

6.4 FFT

Offenbar ist es wünschenswert, die DFT oder DCT effizient zuberechnen. Das geht so.

Satz 6.8. Aus den DFTs von( f0, f1, . . . , fN−1) und ( fN, fN+1, . . . , f2N−1) erhalten wir die DFT von
DFT( f0, fN, f1, fN+1, f2, fN+2, . . . , fN−1, f2N−1) (Länge 2N) so: Mit

dk =
1
2

(
DFT( f0, f1, . . . , fN−1)+e−πik/NDFT( fN, fN+1, . . . , f2N−1)

)
k (0≤ k≤ N−1)

dN+k =
1
2

(
DFT( f0, f1, . . . , fN−1)−e−πik/NDFT( fN, fN+1, . . . , f2N−1)

)
k (0≤ k≤ N−1)

ist dann

DFT( f0, fN, f1, fN+1, f2, fN+2, . . . , fN−1, f2N−1) = (d0,d1, . . . ,d2N−1)

.
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Proof. Für denk-ten Eintrag (0≤ k≤ N−1) gilt:

dk =
1

2N

(N−1

∑
n=0

fne−2πi(2n)k/2N +
N−1

∑
n=0

fN+ne−2πi(2n+1)k/2N)

=
1

2N

(N−1

∑
n=0

fne−2πink/N +e−πik/N
N−1

∑
n=0

fN+ne−2πink/N)

=
1
2

(
DFT( f0, f1, . . . , fN−1)+e−πik/NDFT( fN, fN+1, . . . , f2N−1)

)
k

(1. Gleichung: Def DFT, und Aufteilen in zwei Summen, in einer die geraden(2n), in einer die
ungeraden(2n+1).) Für denk+N-ten Eintrag (0≤ k≤ N−1) erhalten wir ganz analog

dk+N =
1

2N

(N−1

∑
n=0

fne−2πi(2n)(k+N)/2N +
N−1

∑
n=0

fN+ne−2πi(2n+1)(k+N)/2N
)

=
1

2N

(N−1

∑
n=0

fne−2πin(k+N)/N +e−πi(k+N)/N
N−1

∑
n=0

fN+ne−2πi(k+N)n/N)

=
1

2N

(N−1

∑
n=0

fne−2πink/Ne−2πin +e−πie−iπk/N
N−1

∑
n=0

fN+ne−2πikn/Ne−2πin)

=
1

2N

(N−1

∑
n=0

fne−2πink/N −e−iπk/N
N−1

∑
n=0

fN+ne−2πikn/N)

=
1
2

(
DFT( f0, f1, . . . , fN−1)−e−πik/NDFT( fN, fN+1, . . . , f2N−1)

)
k

Dieses Ergebnis liefert einen divide-and-conquer-Algorithums zum Berechnen der DFT inO(nlogn)
Schritten. (Hier nur fürN = 2q.) Dazu muss das Problem aufgeteilt werden in das Berechnen zweier
DFTs, die dann wieder aufgeteilt werden in 2 mal 2 usw.; bis jeweils N Stück DFTs der Länge 1
berechnet werden müssen. Die müssen dann in der richtigenReihenfolge kombiniert werden. Hier
das Schema (fürN = 8):

f0 f4 f2 f6 f1 f5 f3 f7
‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

DFT( f0) DFT( f4) DFT( f2) DFT( f6) DFT( f1) DFT( f5) DFT( f3) DFT( f7)
ց ւ ց ւ ց ւ ց ւ
DFT( f0, f4) DFT( f2, f6) DFT( f1, f5) DFT( f3, f7)

ց ւ ց ւ
DFT( f0, f2, f4, f6) DFT( f1, f3, f5, f7)

ց ւ
DFT( f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7)

Das einzige Problem ist nun, wie bringen wir diefn in die richtige Anfangsreihenfolge? Die richtige
Reihenfolge erhalten wir einfach durch Bitumkehr:

000→ 000, 001→ 100, 010→ 010, 011→ 110, 100→ 001, usw
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Also (im FalleN = 8) muss an der 0-ten Stellef0 stehen, an der ersten Stellef4, an der zweitenf2
usw. Natürlich hängt die Bitumkehr vonN = 2q ab. FürN = 16 ergibt sich etwa

0000→ 0000, 0001→ 1000, 0010→ 0100, 0011→ 1100, 0100→ 0010, usw

Algorithmus (FFT): Sei N = 2q. Sei g = (g0,g1, . . . ,gN−1) der Vektor, den man durch Umnum-
merierung mittels Bitumkehr ausf = ( f0, f1, . . . , fN−1) erhält.

Starte mit den Vektoren der Länge 1:d[0, j] = (g j) ( j = 0, . . . ,N−1). Berechne in Schrittr (r ≥ 1) die
2q−r Vektoren der Länge 2r

d[r,0],d[r,1], . . . ,d[r,2q−r−1].

aus den Vektoren imr −1-ten Schritt gemäß

d[r, j]
k =

1
2

(
d[r−1,2 j]

k +e−πik/2r−1
d[r−1,2 j+1]

k ) (6.5)

d[r, j]
2r−1+k =

1
2

(
d[r−1,2 j]

k −e−πik/2r−1
d[r−1,2 j+1]

k ) (6.6)

Dabei läuft (innerste Schleife)k= 0,1, . . . ,2r−1−1, und (zweitinnerste Schleife)j = 0,1, . . . ,2q−r −1,
sowier = 1,2, . . . ,q.

Bemerkung 6.9. Der obige Algorithmus erlaubt mit wenigen̈Anderungen auch die Berechnung der
IDFT: Der Faktor12 in (6.5) und (6.6) fällt weg, und ause−πik/2r−1

wird in beiden Gleichungeneπik/2r−1
.

Beispiel 6.10. Hier ein (sehr einfaches) Beispiel fürN = 4: Wir berechnen die DFT für den Vek-
tor (Datensatz)f = (8,−4,−8,16)T . (DasT bedeutet nur, dass das als Spaltenvektor zu lesen ist).
Bitumkehr liefert

g0 = f0 = 8, g1 = f2 =−8, g2 = f1 =−4, g3 = f3 = 16

Das Schema ist
d[0,0] d[0,1] d[0,2] d[0,3]

ց ւ ց ւ
d[1,0] d[1,1]

ց ւ
d[2,0]

Dabei sindd[1,0] und d[1,1] Vektoren der Länge 2 (alsod[1,0] = (d[1,0]
0 ,d[1,0]

1 ) usw) undd[2,0] ist ein
Vektor der Länge 4. Die konkreten Werte:

8 −8 −4 16
ց ւ ց ւ
(0;8) (6;−10)

ց ւ
(3;4+5i;−3;4−5i)

Dabei berechnet sich z.B.d[1,0] = (d[1,0]
0 ,d[1,0]

1 ) so:

d[1,0]
0 =

1
2
(d[0,0]

0 +e−πi0d[0,1]
0 ) =

1
2
(8−8) = 0

d[1,0]
1 =

1
2
(d[0,0]

0 −e−πi0d[0,1]
0 ) =

1
2
(8− (−8)) = 8,
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undd[2,0] = (d[2,0]
0 ,d[2,0]

1 ,d[2,0]
2 ,d[2,0]

3 ) so:

d[2,0]
0 =

1
2
(d[1,0]

0 +e−πi0d[1,1]
0 ) =

1
2
(0+6) = 3

d[2,0]
1 =

1
2
(d[1,0]

1 +e−πi/2d[1,1]
1 ) =

1
2
(8− i(−10)) = 4+5i,

d[2,0]
2 =

1
2
(d[1,0]

0 −e−πi0d[1,1]
0 ) =

1
2
(0−6) =−3

d[2,0]
3 =

1
2
(d[1,0]

1 −e−πi/2d[1,1]
1 ) =

1
2
(8+ i(−10)) = 4−5i.

Als Probe die “alte”, die Matrixmethode:

DFT
(
(8,−4,−8,16)T)= 1

4




1 1 1 1
1 −i −1 i
1 −1 1 −1
1 i −1 −i







8
−4
−8
16


=




3
4+5i
−3

4−5i




Aufwandsbetrachtungen:Die Matrixmethode brauchtO(N2) Rechenoperationen: Mindestens schon
1
2(N−1)2 Multiplikationen, undN2 Additionen. Andererseits gilt: Der FFT-Algorithmus (fürN= 2q)
brauchtq= logN Schritte (große Schritte,r läuft), und in jedem SchrittN Additionen undN/2 Mul-
tiplikationen. Also gilt:

Der FFT- Algorithmus berechnet die DFT vonf in O(N logN) Schritten.

(Das Umordnen durch Bitumkehr dürfen wir vernachlässigen, das ist für großeN billig: O(N) oder
weniger.) Die folgende Tabelle gibt einenÜberblick über das Verhältnis des Aufwands beider Algo-
rithmen (aus [AHKKLS]):

Aufwand
N normale DFT FFT prozentual
4 28 12 42,857%

16 496 96 19,355 %
64 8128 576 7,087%

256 130816 3072 2,348%
1024 2096128 15360 0,733%

Auch fallsN keine Zweierpotenz ist, lassen sich gute Verfahren angeben. Im Wesentlichen geht es nur
darum,N = nÑ in n kleinere Datensätze der LängeÑ aufzuteilen. Immer wennN viele kleine Prim-
faktoren besitzt, geht das gut. FallsN große Primfaktoren besitzt, muss man auf andere Algorithmen
zurückgreifen.

6.5 Schnelle Multiplikation

Eine Anwendung der FFT ist schnelle Multiplikation von großen Zahlen. Wir schildern hier ein
Spielzeugbeispiel, dass das Prinzip in weiten Teilen verdeutlicht. Der wirkliche Algorithmus ist der
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Algorithmus von Scḧonhage-Strassen. Der arbeitet (so wie ich das verstehe) in endlichen Zahlrin-
gen: CN = {0,1,2, . . . ,N− 1} mit Addition und Multiplikation modN. Auch dort gibt esn-te Ein-
heitswurzeln (Lösungen vonxn − 1= 0). Das werden wir hier nicht vertiefen. Die Grundidee wird
durch die hier vorgestellte Methode illustriert.

Schnelle Multiplikation von Polynomen

Wollen wir zwei Polynome vom GradM −1 multiplizieren, etwap(x) = x3+ x2+ x+1 undq(x) =
x3+x2+1, dann brauchen wir naivM2 Multiplikationen (hierM = 4):

(x3+x2+x+1)(x3+x2+1) = x6+x5+x4+x3+x5+x4+x3+x2+x3+x2+x+1

= x6+2x5+2x4+3x3+2x2+x+1

(hier ein paar weniger, da ein Koeffizient 0 ist). Stellen wirdie Polynome als Koeffizientenvektorenp
undq dar (alsop0+ p1x+ p2x2+ · · · → (p0, p1, p2, . . .)), so ist der Koeffizientenvektor des Produkts
der Polynome gegeben durchM-mal die Faltung der Vektoren:Mp∗q (vgl die Def der Faltung auf
Seite 31). Wegen evtler̈Uberträge müssen wir den Koeffizientenvektor mitN = 2M Koordinaten
darstellen. (Also, damit etwa der 0-te Eintrag nur vonf0 undg0 abhängt, und nicht auch vonf1 und
g−1 = gM−1 etc) Für unser Beispiel also

8· (1,1,1,1,0,0,0,0)∗ (1,0,1,1,0,0,0,0) = (1,1,2,3,2,2,1,0).

Jetzt haben wir folgende tolle Idee:

Np∗q=NIDFT (p̂· q̂) = IDFT (Np̂· q̂)

In Worten: Die Faltung (das Produkt der Polynome) berechnetsich nach dem Faltungssatz als inverse
DFT desN-fachen des Produkts der DFTs vonp und q. Die DFT und IDFT können wir effizient
berechnen. Was bedeutet das Produkt? Ein Polynom ist gegeben durch seinen Koeffizientenvektor.
Jedes Polynom vom GradN−1 ist aber auch eindeutig gegeben durchN Funktionswerte. Die DFT
von p ist gerade (1/N mal) der Vektor der Funktionswerte an den (komplexen) Stellen 1,ξ,ξ2, . . .ξN−1

(s. Aufgabe 41). Also:

p̂=
1
N
(p(1), p(ξ), p(ξ2), . . . , p(ξN−1))T

Den Koeffizientenvektor vonp bekommen wir dann als (N mal) die IDFT vonp̂ zurück.

Die Funktionswerte des Produktspq an den Stellen 1,ξ, . . . ,ξN−1 ist der Vektor der Funktionswerte
(
pq(1), pq(ξ), . . . , pq(ξN−1)

)T
=
(
p(1)q(1), p(ξ)q(ξ), . . . , p(ξN−1)q(ξN−1)

)T
.

Den können wir auŝp und q̂ einfach berechnen: elementweise multiplizieren. Dessen IDFT liefert
dann also die Koeffizientendarstellung vonpq ! Nun ist pqein Polynom von höherem Grad (2N−2).
Daher brauchen wir mindestens 2N−1 Funktionswerte. Es bietet sich an, mit Koeffizientenvektoren
der Länge 2N zu arbeiten. Also:

Algorithmus (schnelle Multiplikation nach Hausfrauenart)

Gegeben zwei Polynomep,q vom GradN−1. Seienp undq ihre Koeffizientenvektoren der Länge
2N. Berechnêp und q̂ mittels FFT. Berechne dann die IDFT des Vektors

2N(p̂0 · q̂0, p̂1 · q̂1, . . . , p̂2N−1 · q̂2N−1)

Ergebnis ist der Koeffzientenvektor vonpq.
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Beispiel 6.11.(Etwas anders als das oben) Seip(x) = x3+x2+x+1, q(x) = x2+1. AlsoN = 4, also
arbeiten wir mit Vektoren der Länge 8:

p= (1,1,1,1,0,0,0,0), q= (1,0,1,0,0,0,0,0)

FFT liefert

p̂=
1
8

(
4,1− (1+

√
2)i,0,1+(1+

√
2)i,0,1− (1−

√
2)i,0,1+(1+

√
2)i

)T

q̂=
1
8

(
2,1− i,0,1+ i,2,1− i,0,1+ i

)T

Damit ist

8p̂q̂=(1,
1
8
(1− i)(1−(1+

√
2)),0,

1
8
(1+ i)(1+(1+

√
2)),0,

1
8
(1− i)(1−(1−

√
2)),0,

1
8
(1+ i)(1+(1+

√
2))

)T

und die IDFT dieses Vektors ist(1,1,2,2,1,1,0,0)T . Also ist

(x3+x2+x+1)(x2+1) = x5+x4+2x3+2x2+x+1.

Schnelle Multiplikation großer Zahlen

Das ist nun einfach: Statt des Koeffizientenvektors eines Polynoms sei der Vektor nun die Binärdar-
stellung der Länge 2N zweier Zahlen mit der LängeN. (Man überlege sich: wenn(p0, p1, p2, . . .)
die Binärdarstellung ist, undp das Polynom zu diesem Koeffizientenvektor, was ist dannp(2)?) Ein
Beispiel:

15= (1,1,1,1,0,0,0,0), 5= (1,0,1,0,0,0,0,0)

Ganz analog wie oben wenden wir den Algorithmus an. Dann ist

15·5= (1,1,2,2,1,1,0,0)

Das ist so keine Binärzahl, aber Abarbeiten derÜberträge (von links nach rechts) liefert die korrekte
Binärzahl:

(1,1,2,2,1,1,0,0) → (1,1,0,3,1,1,0,0) → (1,1,0,1,2,1,0,0) → (1,1,0,1,0,2,0,0)

→ (1,1,0,1,0,0,1,0) = 75= 15·5

Bemerkung 6.12. Das obige Beispiel macht auch klar, warum es besser ist mit Einheitswurzeln in
(CN,+, ·) zu arbeiten statt mit komplexen Einheitswurzeln: Die ersteren sind ganzzahlig und reell
(integer), die letzteren weder noch (Brüche, Wurzeln, imaginäre Anteile). Das erste ist numerisch
einfacher und stabiler.

Ein Vergleich mit Tabelle auf Seite 40 ergibt: Für Zahlen mit 1024 Bit lohnt sich’s schon: Statt
(i.Wes.) 10242 = 1.048.576 Operationen für “naive” Multiplikation brauchen wir (i.Wes.) nur drei
DFTs der Länge 2048, also weniger als 180.000 Operationen. (Grob grechnet: Für DFT der Länge
1024: 15.360, für eine der Länge 2048 dann wohl weniger als60.000.)
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7 FT und DGL

Vorgänge in der Natur lassen sich oft durch Differentialgleichungen (DGL) beschreiben (z.B. die
schwingende Saite in Kapitel 1, aber auch Diffusion von Flüssigkeiten, zeitliche Entwicklung von
Tierpopulationen (“Räuber-Beute-Modell”) oder die Flecken des Leoparden (“Aktivator-Inhibitor-
Modell”). DGL sind Gleichungen, in denen Variablen, Funktionen und ihre Ableitungen vorkommen.
Z.B.

f ′′ = 2 f ′− f oder f ′′′ = x2 f

Bei der zweiten dieser Gleichungen muss man spezifizieren, ob x irgendeine Variable ist, oder die,
nach der abgeleitet wird. Daher schreibt man i.Allg. nichtf ′, sondern d

dx f , um klarzumachen, dass
nachx abgeleitet wird. (Wenn aus dem Kontext klar ist, was gemeintist, schreiben wir aber weiterhin
oft f ′ statt d

dx f .) Dass ist insbesondere wichtig für Funktionen in mehreren Variablen, z.B. die für
die schwingende Saite: da darf mant einsetzen (Zeit) undx (Ort). Daher kann man nicht mehr von
derAbleitung sprechen. Die entsprechenden Ableitungen nach einer dieser Variablen heißenpartielle
Ableitungen. Bezeichnet werden die folgendermaßen. Istf von der Formf (t,x), so sind

∂
∂t

f bzw
∂
∂x

f

die Ableitungen vonf nacht bzw nachx. Gleichbedeutend damit ist die Schreibweise∂ f
∂t . Mehrfache

Ableitungen schreiben wir als

∂3 f
∂t3 bzw

∂2 f
∂t∂x

bzw
∂7 f

∂t3∂x2∂t2

für: f 3mal nacht abgeleitet, bzwf einmal nachx, dann einmal nacht abgeleitet, bzwf 2mal nacht,
dann 2mal nachx, dann 3mal nacht abgeleitet. Wichtig ist: Existieren die zweiten Ableitungen nach
jeder einzelnen Koordinate, dann ist die Reihenfolge egal [H1]:

Satz 7.1. Sei f : Rd → C, also f von der Form f(x1,x2, . . . ,xd). Existieren alle zweiten partiellen

Ableitungen ∂2 f
∂xm∂xn

(n,m= 1,2, . . . ,d), und sind stetig, dann gilt

∂2 f
∂xn∂xm

=
∂2 f

∂xm∂xn

Analoges gilt für höhere Ableitungen. Unsere Funktionenwerden diese Bedingung immer erfüllen.

Beispiel 7.2.Betrachte die DGL ganz am Anfang in Kapitel 1 (fürc= 1):

∂2

∂t2 f =
∂2

∂x2 f , (7.1)

wobei f von der Formf (t,x) ist. Eine Lösung warf (t,x) = sin(t)
(

sin(x)+cos(x)
)
. Warum? Hatten

wir damals hergeleitet. Aber machen wir die Probe: Diesesf zweimal nacht abgeleitet ist

∂2

∂t2 f =−sin(t)(sin(x)+cos(x)),

und zweimal nachx abgeleitet ist

∂2

∂x2 f = sin(t)(−sin(x)+ (−cos(x))) =−sin(t)(sin(x)+cos(x)).

Die DGL ist also erfüllt.
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DGL, in denen partielle Ableitungen vorkommen, heißen auchPDE (partial differential equation).
Oft ist nicht nur die DGL vorgegeben, sondern auch Anfangswerte (wie ja auch bei der schwingen-
den Saite). Dann spricht man von einem Anfangswertproblem (AWP) (synonym: Randwertproblem,
Anfangswertaufgabe). Im Beispiel oben würden wir etwa zusätzlich fordern, dass gilt:

f (0,x) = 0 und f (π,x) = 0 (x∈ R) (7.2)

Dann sind (7.1) und (7.2) zusammen das AWP. Mehr zur Nomenklatur in Abb. 11, S. 49.

DGL und PDE sind im Allgemeinen schwierig zu lösen. Es gibt z.B. eine, bzw ein System von PDE,
die Navier-Stokes-Gleichungen [WIK ], die das Strömungsverhalten von Flüssigkeiten beschreiben.
Wenn man beweisen kann, dass dieses PDEsystem eine Lösung auf ganzR3 hat, gewinnt man eine
Million Dollar. Man braucht die Lösung nicht unbedingt hinzuschreiben, ein Existenzbeweis genügt.

Zu DGL gibt es also sehr viel zu erzählen. Hier beschränkenwir uns nur auf Lösungsmethoden, die
auf FT beruhen. Grundlage ist folgendes Resultat, welches besagt, dass Ableitungen der Funktion
f nachx (im “real space”) einfach Multplikation der FT der Fktn (im “Fourier-space”) mit einer
Potenz vonix entsprechen. (Bzw mitik, wenn man die Variablen im real space und im Fourier-space
unterscheiden will.) Die Leitidee wird dann im folgenden immer sein, eine DGL (AWP, PDE) zu
fouriertransformieren, um dann eine Gleichung zu erhalten, die keine Ableitungen mehr enthält, und
(hoffentlich) einfacher zu lösen ist.

Satz 7.3.Es sei f: R→ C, f ∈ L1 und diff-bar, und f′ sei auch in L1. Dann gilt

(̂ f ′)(k) = ik f̂ (k)

Das mehrdimensionale Analogon des letzten Satzes ist:

Satz 7.4. Es sei f: Rd → C, f ∈ L1, also f von der Form f(x1,x2, . . . ,xd) = · · · . Dann ist f̂ von der
Form f̂ (k1,k2, . . . ,kd). Weiterhin soll die partielle Ableitung∂

∂xm
f existieren und auch in L1 liegen.

Dann gilt
∂̂ f
∂xm

= ikm f̂

Der Beweis ist in beiden Fällen der Gleiche. Wir formulieren ihn in der ersten Form (vgl auch Aufgabe
28, Blatt 8).

Proof. Weil f ′ integrierbar ist, giltf (x)− f (0) =
x∫
0

f ′(t)dt, und der Limes lim
x→∞

f (x) existiert, nämlich

∞∫
0

f ′(t)dt+ f (0). Dann aber muss dieser Limes 0 sein (sonst wäref nicht integrierbar: es käme beim

Integrieren was unendliches raus.) Dito fürx→−∞. Dann hilft partielle Integration:

(̂ f ′)(k) =
∫
R

f ′(x)e−ikxdx= f (x)e−ikx
∣∣∣
∞

x=−∞
− (−ik)

∫
R

f (x)e−ikxdx= 0−0+ ik f̂ (k) = ik f̂ (k)

Korollar 7.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 7.4, und falls die höheren partiellen Ableitungen
existieren und in L1 liegen, gilt

∂̂n f
∂xn

m
= (ikm)

n f̂
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Das folgt direkt durch mehrmalige Anwendung von Satz 7.4.

Für die folgenden Anwendungen stellen wir unsf oft als Funktion int und x vor. Dabei istt ∈ R
immer eindimensional (Zeit),x darf auch mehrdimensional sein (Ort), alsox∈ Rd.

Oft werden wir keineLösung in geschlossener Formbekommen, also keine, die sich direkt als Funk-
tion hinschreiben lässt. Oft sind wir zufrieden, wenn wirf irgendwie in Abhängigkeit vong hin-
schreiben können (z.B.f als Integral über irgendwas malg, oder irgendwas mal̂g). Dann nämlich
können wir erstens hoffen, etwas über das qualitative Verhalten auszusagen (z.B. das Langzeitver-
halten), zweitens können wir die Formeln numerisch, also näherungsweise, auswerten. Dazu später.
Zunächst betrachten wir eine ähnliche Methode zur Lösung von DGL (bzw AWP bzw PDE).

7.1 Lapacetransformation (LT) und LT-Methoden für DGL

Ein viel stärkeres Mittel zur Lösung von DGL ist die LT. Dieist fast genau so definiert wie die FT,
nur ohne dasi.

Definition 7.6. Sei f : R+
0 → R. Dann heißt

F(s) = L( f )(s) =
∫ ∞

0
e−st f (t)dt,

dort, wo das Integral existiert,Laplacetransformierte(LT) von f .

Dabei istR+
0 := [0;+∞[. Falls das Integral für mindestens eins∈R existiert, dann auch für alle Werte

größer alss. In diesem Fall gibt’s also einS∈ R, so dassL( f ) definiert ist für alles∈]S;+∞[. Beim
Rechnen schreibt man auch gerne stattL( f ) kurz F.

Die LT hat ganz analoge Eigenschaften wie die FT, s.u. und vgl. Satz 5.2, 22. Wir wollen aber direkt
auf DGLs hinaus und notieren daher erstmal zwei Eigenschaften.

Satz 7.7.Eigenschaften der LT.

• Linearit ät: Sind f,g zwei Funktionen mit LTL( f ) undL(g), und sind a,b∈R, dann gilt

L(a f +bg) = aL( f )+bL(g)

• Differentiationsformel: Ist f n-mal diff-bar, so ist

L( f ′)(s) = sL( f )(s)− f (0), sowie allgemeiner

L( f (k))(s) = sk
L( f )(s)−sk−1 f (0)−sk−2 f ′(0)−·· ·−s f(k−2)(0)− f (k−1)(0)

• Translationsformel: Ist F = L( f ), dann giltL( f (t −a)1t≥a)(s) = e−asF(s).

• Modulationsformel: Ist F = L( f ), dann giltL(eat f (t))(s) = F(s−a).

• Streckungsformel: Ist F = L( f ) und a> 0, dann giltL( f (at))(s) = 1
aF( s

a).
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Proof. Der Beweis der Linearität ist einfach, die wird vererbt vonder Linearität der Integration. Zum
Beweis der Differentationsregel überlegt man sich:

L ( f ) (s) =
∫ ∞

0
e−st f (t)dt (7.3)

=
f (t)e−st

−s

∣∣∣∣
∞

t=0
−

∫ ∞

0

e−st

−s
f ′(t)dt (7.4)

=− f (0)
−s

+
1
s
L
(

f ′
)
(s) (7.5)

Die anderen Aussagen ergeben sich durch ähnliche Rechnungen.

Nun ein Beispiel.

Beispiel 7.8.Sei f :]0;+∞[, f (t) = eat. Dann ist

L( f )(s) =
∫ +∞

0
e−st ·eat dt =

1
a−s

e(a−s)t

∣∣∣∣
+∞

t=0
= lim

t→+∞
− 1

a−s
e(a−s)t − (

1
a−s

·1) = 1
s−a

für s> a. (Fürs< a wird der Limes unendlich.) Insbesondere ist (fallsa= 0) die LT der konstanten
Funktion 1 einfachL(1)(s) = 1

s.

Echte Welt Laplace-Welt Konvergenzbereich

1 1
s Re{s}> 0

tn

n!
1

sn+1 Re{s}> 0(n>−1)

1[a,∞[
e−as

s Re{s}> 0

e−at 1
s+a Re{s}>−a

(1−e−at) a
s(s+a) Re{s}> 0

tn

n! e
−at 1

(s+a)n+1 Re{s}>−a

sin(at) a
s2+a2 Re{s}> 0

cos(at) s
s2+a2 Re{s}> 0

e−at sin(ct) c
(s+a)2+c2 Re{s}>−a

e−at cos(ct) s+a
(s+a)2+c2 Re{s}>−a

Table 1: Die Laplacetransformationen einiger Funktionen.

Anwendung auf DGL bzw AWP: Die Differentiationsformel aus Satz 7.7 erlaubt uns, eine gegebene
DGL in eine Gleichung zu übersetzen, in der keine Ableitungen mehr vorkommen. Diese können wir
hoffentlich lösen, und die Lösung dann zurücktransformieren. Dabei hilft obige Tabelle.

Bemerkung 7.9. Gegeben eine Laplacetransformierte, wie erhält man die ursprüngliche Funktion
zurück? Das ist komplizierter als bei FT. D.h., die Formel dafür ist recht kompliziert, und es gibt
keine so schöne Dualität wie bei FT (vgl Lemma 5.6: Da liestman ja z.B., fallsf gerade, und̂f ist
die FT von f , dann ist 2π f die FT von f̂ .
Gegeben eine Laplacetransformierte, ist die ursprüngliche Funktion eindeutig? Das ist ganz so wie
bei FT: Ja, bis auf eine Menge vom Maß 0. Also, sindf ,g Funktionen mit der selben LT, dann ist
‖ f −g‖2 = 0, und wir fassenf undg als gleich auf.
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Beispiel 7.10.Löse das AWP

f ′′(t)+4 f ′(t)+4 f (t) = 9et ; f (0) = f ′(0) = 0

Wenden wir LT auf diese Gleichung an (und benutzen dann die Anfangswertbedingungen), erhalten
wir

s2F(s)−s f(0)− f ′(0)+4sF(s)− f (0)+4F(s) = (s2+4s+4)F(s)−0=
9

s−1
,

alsoF(s) = 9
(s−1)(s+2)2 . Das steht so nicht in unserer Tabelle. Also benutzen wir Partialbruchzerlegung

[H1, WIK ]. Damit erhalten wir

F(s) =
1

s−1
− 1

s+2
− 3

(s+2)2 .

Die einzelnen Summanden stehen in der Tabelle, also könnenwir das nun — einfach durch Nachgucken
in der Tabelle — zurücktransformieren, und erhaltenf (t) = et −e−2t −3te−2t . Eine Probe bestätigt,
dass das in der Tat das AWP löst.

7.2 Lineare DGL(-systeme) mit konstanten Koeffizienten

Wie erwähnt lassen mittels DGL bzw AWP viele natürliche Vorgänge beschreiben. Nehmen wir ein
ganznaives R̈auber-Beute-Modell: In einem See leben zur Zeitt = 0 ein Paar Ungeheuerfische
und 5 Paare Vegetarierfische. Die Ungeheuerfische fressen die Vegetarierfische. Die jeweilige Zahl
der Paare zur Zeitt nennen wiru(t) bzw v(t). Die Wachstumsrate ist dann die Ableitung nach der
Zeit, alsou′(t) bzw v′(t). (Ist das negativ, bedeutet das halt, daß die Population schrumpft.) Je
mehr Fische des gleichen Typs es gibt, desto höher soll die Geburtenrate sein. Außerdem sinkt die
Wachstumsrate der Vegetarierfische, je mehr Ungeheuerfische es gibt; und umgekehrt wirkt sich die
Zahl der Vegetarierfische auf die Wachstumsrate der Ungeheuerfische positiv aus. Das führt zum
AWP

u′(t) = 2u(t)+v(t), v′(t) =−u(t)+2v(t), u(0) = 1, v(0) = 5 (7.6)

Bemerkung 7.11.Das ist genau genommen keine DGL, kein AWP und keine PDE, sondern ein Sys-
tem von DGL. Das macht nix, können wir genauso behandeln wieeinfache DGL (AWP, PDE). Dieses
hier ist ein besonders einfaches, eine sogenanntelineare DGL mit konstanten Koeffizienten (bzw ein
lineares DGL-System mit... der Einfachheit halber werden wir DGL und DGL-Systeme sprachlich
nicht unterscheiden, das sieht man schlielich im konkretenFall selbst). Mehr zur Nomenklatur in
Abb. 11.

Zur Lösung des AWP: LT von (7.6) ergibt

sU(s)−u(0) = 2U(s)+V(s), sV(s)−v(0) =−U(s)+2V(s)

⇒V(s) = (s−2)U(s)−1, U(s) = 5− (s−2)V(s) (einsetzen)

⇒U(s) = 5− (s−2)2U(s)+ (s−2)

⇒U(s) =
s+3

(s−2)2+1
=

s−2
(s−2)2+1

+
5

(s−2)2+1
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Figure 10: Die Lösungen unseres naiven Räuber-Beute-Modells. In rot (bzw grau): Räuber, in
schwarz: Beute.

Dabei haben wir im letzten Schritt auf Tabelle 1 geschielt und den Bruch in zwei passende Summan-
den aufgeteilt (also zwei, die in der Tabelle vorkomen). Zurücktransformieren liefert dann

u(t) = e2t(cos(t)+5sin(t)
)
,

undv erhalten wir entweder analog (obenU stattV einsetzen), oder durch Ausnutzen der DGL (7.6)
alsv(t) = u′(t)−2u(t):

v(t) = e2t(5cos(t)−sin(t)
)
.

Nun können wir eine Probe machen: Z.B. ist

u′(t) = 2e2t(cos(t)+5sin(t)
)
+e2t(−sin(t)+5cos(t)

)
= 2u(t)+v(t),

wie es sein soll. Allerdings zeigt diese Lösung ein seltsames Verhalten: In Bild 10 sind die Funktionen
u (rot bzw grau) undv (schwarz) gezeigt. Nach unserem Modell ist es so, dass es zurZeit t = 2 etwa
200 Paare von Ungeheuerfischen gibt, aber -200 Vegetarierfischpaare! Und zur Zeitt = 5 gibt es
plötzlich über 50.000 Vegetarierfischpaare, aber -100.000 Ungeheuerfischpaare! Wir können dieses
Modell also getrost wegschmeißen.

Bemerkung 7.12.Es gibt PDE-Modelle, die ganz ausgezeichnet das Räuber-Beute-Verhältnis in Pop-
ulationen modellieren, etwa dieLotka-Volterra-Gleichungen. Dessen Lösungen stimmen nicht nur
ganz prächtig mit echten Beobachtungen überein, sondernerlauben auch (qualitativ) präzise Vorher-
sagen.

7.3 FT-Methoden: Die Wärmegleichung

Die folgende PDE bzw das AWP heißt (eindimensionale) Wärmegleichung. Es beschreibt die zeitliche
Verteilung der Wärme in einem Medium, bei gegebener Anfangsverteilungg. Hier ist das Medium
eindimensional (also etwa ein langer Draht oder so.)

∂ f
∂t

− ∂2 f
∂x2 = 0, f (0,x) = g(x) (x∈ R)
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Der Def-bereich der

 gesuchten Funktionen ist 

mehrdimensional

Es gibt 

Anfangsbedingungen

( f(0)=...  )

ja PDE

(partielle DGL)

nein
ODE

(gewöhnliche DGL)
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nein

AWP

(Anfangswertproblem)

Form

 a f(t) + b g(t) + ...  mit

a,b,... unabh von f,g...

ja

Form

a f(t) + b g(t) + ...  

mit a,b,... in R.

Lineare DGL

ja

nein

Lineare DGL

mit konstanten Koeffizienten

Form

a f(t) + b g(t) + ... = 0 
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nein

Nichtlineare DGL

...
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...

...

Figure 11: Ein grobes Schema zur Benennung der Typen von DGL.Das ist nicht völlig konsistent.
So dient DGL etwa als generelle Bezeichnung für alle, die hier vorkommen, aber auch als Begriff
in Abgrenzung zu AWP. Die Größe der Kästchen hier ist irrelevant. Lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten etwa sind nur ein ganz kleiner Teil, während das Thema PDE ein eigener Zweig der
Mathematik ist.

Wir wenden nun FT auf die Gleichungen an, und zwar (TRICK) nurauf die räumliche Variable, also
x. Wir erhalten

∂
∂t

f̂ − (ik)2 f̂ =
∂
∂t

f̂ +k2 f̂ = 0, f̂ = ĝ für t = 0

Das fassen wir nun als Gleichung nur noch int auf, die andere Variable,k, betrachten wir als konstant.
Damit ist es eine einfache DGL geworden: Löse

(
f̂
)′
(t)+k2 f̂ (t) = 0, f̂ (0) = ĝ

Diese ist nun einfacher, insbesondere kommt nur noch eine erste Ableitung vor. Die Lösung kann
man fast schon raten. (Ansonsten per LT lösen.) Die einzigeLösung ist f̂ (t) = ĝe−k2t . Also ist f die
inverse FT davon,f = IFT (ĝ·e−k2t

)
. Nach dem Faltungssatz ist dannf = g∗h, mit h= IDFT (e−k2t).

Dann ist (vgl Bsp 5.3, S. 22)

h(x) =
1√
4πt

e−x2/4t

Also ist

f (x, t) = g∗h(x, t) =
1√
4πt

∫
R

e
−(x−y)2

4t g(y)dy

Damit sind wir zufrieden: Das ist immer noch ein komplizierter Term, aber er gilt für alleg (zumindest
alle erlaubten, z.B.g∈ L1), liefert also eine allgemeine Lösung. Außerdem lässt sich diese Darstellung
— bei gegebenemg — numerisch auswerten.

Auch lässt sich etwas aussagen über das Langzeitverhalten, alsot → ∞: Für großet wird der Vorfaktor
immer kleiner. Dere-Term im Integral ist i.Wes. eine Glockenkurve. Diese wird mit wachsendemt
immer flacher und breiter. Diese wird mitg gefaltet. Egal wieg aussieht (z.B. starke Erhitzung eines
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kleinen Teils des Drahts), die Temperatur gleicht sich im Laufe der Zeit überall an und geht gegen 0
(wobei 0 der “Grundtemperatur” des Drahtes entspricht, also z.B. Umgebungstemperatur).

7.4 FT-Methoden: Die mehrdimensionale Wellengleichung

Zunächst machen wir uns genauer klar, was die mehrdim FT bedeutet: Ist f : Rd → C, f ∈ L2, dann
ist

f̂ : Rd → C, f̂ (k) =
∫
Rd

e−ik·x f (x)dx

Dabei istk ·x das Skalarprodukt:k ·x= (k1, . . . ,kd) · (x1, . . . ,xd) = k1x1+ · · ·+kdxd. Also steht in der
Def oben· · ·e−i(k1x1+···+kdxd) · · · , und somit ein Mehrfachintegral

f̂ (k) =
∫
R

∫
R
· · ·

∫
R

e−i(k1x1+···+kdxd) f (x1, . . . ,xd)dx1 · · ·dxd.

Die Verallgemeinerung von Korollar 7.5 auf gemischte partielle Ableitungen sieht dann so aus:

Korollar 7.13. Unter den Voraussetzungen von Korollar 7.5 gilt:

∂̂n f
∂xn1

1 ∂xn2
2 · · ·∂xnd

d
= (ik1)

n1(ik2)
n2 · · ·(ikd)

nd f̂ ,

wobei n= n1+ · · ·+nd.

Das wollen wir gerne etwas kürzer schreiben. Daher setzen wir für α = (n1, . . . ,nd) ∈ Nd
0

Dα f =
∂n f

∂xn1
1 ∂xn2

2 · · ·∂xnd
d

Weiterhin sei fürk∈Rd definiert:kα = kn1
1 kn2

2 · · ·knd
d . Damit wird aus der Gleichung oben

D̂α f = (ik)α f̂

Eine weitere wichtige Notation ist derLaplaceoperator:

∆ f =
∂2 f

∂x2
1

+
∂2 f

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2 f

∂x2
d

In Worten:∆ f ist die Summe aller zweiten partiellen Ableitungen nacheinerVariablen.

Beispiel 7.14.Sei f (x) = x3
1+x2

1−x1−x4
2+8x2

2. Dann ist

∂2 f

∂x2
1

= 6x1+2

∂2 f

∂x2
2

=−12x2
2+16, also

∆ f = 6x1−12x2
2+18
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Figure 12: Die Funktionf (x,y) = x2 + y2 in [−2;2] × [−2;2] (links), und die Gradienten bei
(1,0),(1, 1

2),(1,1) und(0,1). (Das rechte Bild ist der Graph “von oben” gesehen.)
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Figure 13: Die Funktionf (x,y) = x2 − y2 in [−2;2] × [−2;2] (links), und die Gradienten bei
(1,0),(1, 1

2),(1,1) und(0,1).
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Figure 14: Die Funktionf (x,y) = x3+x2−x−y4+8y2 in [−3;3]× [−3;3]. Der Gradient wird 0 an
den lokalen Maxima bei(−2,−1) und(2,−1) (auf den “Armlehnen” des Sessels), sowie beim lokalen
Minimum bei(1,0) (in der “Sitzfläche” des Sessels).

Recall: Der Gradient∇ f einer differenzierbaren Funktionf : Rd → R ist der Vektor der ersten par-
tiellen Ableitungen. Der Gradient der Funktionf aus dem obigen Beispiel ist also∇ f (x1,x2) =
(3x2

1 + 2x1 − 1; −4x3
2 + 16x2). Der Gradient an der Stellex = (x1, . . . ,xd) ist ein Vektor, der in die

Richtung des steilsten Anstiegs an der Stellex zeigt. Je steiler der Anstieg, desto länger ist dieser
Vektor. Das illustrieren die folgenden Bilder.

Der Laplaceoperator ist die Summe der partiellen Ableitungen der Einträge des Gradienten, also ein
Maß für dieÄnderungsrate der Steigung an der entsprechenden Stelle.

Beispiel 7.15.Für f :R→R, f (x) = x2 ist die Steigung an der Stellex genauf ′(x) = x. Die Steigung
nimmt also linear zu, (beix= 1: 1, beix= 2: 2, beix= 3: 3, usw). dieÄnderungsrate der Steigung
ist also konstant. Passt: Hier ist∆ f einfach die zweite Ableitung, also∆ f (x) = 1.

Physikalisch drückt der Gradient die Richtung aus, in der ein Kraftgefälle herrscht, und wie hoch das
ist. Drückt f etwa den Luftdruck aus, so zeigt der Gradient an der Stellex in Richtung des höchsten
Druckanstiegs, und sein negatives daher in die Richtung deshöchsten Druckabfalls. In genau diese
Richtung werden dann die Luftteilchen beix gezogen. Dadurch ändert sich nun die Druckverteilung,
also f . Ein Maß für das Ungleichgewicht der Druckverteilung beix (also für dieÄnderungsrate des
Luftdrucks) ist also∆ f . Insbesondere ist, wenn kein Ungleichgewicht vorliegt,∆ f = 0. Das System
ist dann in einem Gleichgewichtszustand. Ergo:

Bemerkung 7.16. Gleichgewichte in physikalischen Modellen lassen sich durch Laplaceoperatoren
beschreiben. Ein System, beschrieben durchf , ist im Gleichgewicht, falls∆ f = 0.

Nun erinnern wir an die physikalische Tatsache, dass, wennh den Ort zur Zeitt beschreibt, die erste
Ableitung vonh nacht die Geschwindigkeit beschreibt, und die zweite Ableitung die Beschleunigung.

Beispiel 7.17.Ein raketengetriebenes Auto, das zur Zeitt = 0 am Orth(0) = 0 ist, erfährt durch die
Rakete eine konstante Beschleunigung, alsod2

dt2 h(t) = 1 für alle t ≥ 0. (Die Konstante können wir
durch geeignete Wahl der Maßeinheit immer zu eins machen.) Daher ist die Geschwindigkeit zur Zeit
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t genaud
dt h(t) = t (evtl plus einer Konstanten). Und der Ort, an das die Raketenauto zur Zeitt ist, ist

h(t) = 1
2t2 (evtl plus einer Konstanten, aber wir wissen ja:h(0) = 0, also ist die Konstante Null).

Das bringt uns zur Wellengleichung. Die Idee ist, dass die Beschleunigung, die auf ein Teilchen zur

Zeit t an der Stellex wirkt (also ∂2 f
∂t2 (t,x)) gleich dem Ungleichgewicht beix ist, also∆ f (t,x). Gehen

wir von einer Anfangsverteilungg aus, und einer Anfangsgeschwindigkeit 0, so erhalten wir das AWP

∂2

∂t2 f −∆ f = 0, f (0,x) = g(x),
∂ f
∂t

(0,x) = 0.

Das ist dieWellengleichung(wave equation). Um sie zu lösen, benutzen wir FT inx. Wir wissen (vgl
Aufgabe 48, Blatt 13):

∆̂ f =−|k|2 f̂

Also wird aus der Gleichung oben durch räumliche FT (FT nur in x)

∂2

∂t2 f + |k|2 f = 0, f̂ (0,k) = ĝ(k),
∂ f̂
∂t

(0,k) = 0.

Wieder ist das eine einfache DGL (bzw ein AWP) nur int. Deren allgemeine Lösung ist (vgl Aufgabe
46, Blatt 12, und beachte:−(i|k|)2 = |k|2)

c·ei|k|t +d ·e−i|k|t

Wegen der Anfangsbedingungen muss gelten

c·ei|k|0+d ·e−i|k|0 = ĝ, ci|k| ·ei|k|0−di|k| ·e−i|k|0 = 0,

alsoc+d = ĝ undc−d = 0, alsoc= d = ĝ
2. Damit ist

f̂ =
ĝ
2
(eit |k|+e−it |k|),

und mit der Umkehrformel (vgl Satz 5.4, Seite 23) erhalten wir:

f (t,x) =
1

(2π)d

∫
Rd

ĝ(k)
2

(ei(x·k+t|k|) +ei(x·k−t|k|))dk.

Damit sind wir wieder zufrieden: Wie bei der Wärmegleichung ist das eine allgemeine Lösung ing
(gut), nicht in geschlossener Form (schlecht), aber in jedem Fall näherungsweise berechenbar (gut).
Anders als bei der Wärmegleichung zeigt die Wellengleichung kein eindeutiges Langzeitverhalten.
Das passt zur physikalischen Interpretation: Es könnte ja— da in dem Modell Reibungsverlust ver-
nachlässigt wird — eine Welle sich ewig weiter ausbreiten,oder es könnte ein Wellenmuster sich
(zeit-)periodisch immer wiederholen.

Bei der Wellengleichung war die Grundidee:

Beschleunigung beix = Ungleichgewicht des Systems beix

Mit unserem jetzigen Kenntnisstand lesen wir die Wärmegleichung (s. oben) ähnlich. Ihre mehrdim
Form ist ∂

∂t f −∆ f = 0. Also:
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Geschwindigkeit beix = Ungleichgewicht des Systems beix

Mit Fouriermethoden lassen sich einige andere wichtige PDEbehandeln. In dem Buch [EV] gibt
es ein Kapitel, das heißt: “Four important linear PDE”. Zweidavon sind die (mehrdimensionale)
Wärmegleichung und die Wellengleichung. Eine weitere, inder Quantenphysik fundamental wichtige
Gleichung ist dieSchr̈odingergleichung[EV], [WIK ]; auch diese lässt sich mit den oben beschriebenen
Methoden behandeln.
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