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Vorab:

Dieses Skript entstand im Rahmen der Vorlesung Mathenhatistethoden fiir Biowissenschaften lli
im WS 2009/10 an der Uni Bielefeld. Darin soll laut Modulblesgibung hauptsachlich Fourieranal-
ysis behandelt werden, sowie stochastische Prozesse. sipréddhe mit den Modulverantwortlichen
werden stochastische Prozesse weggelassen, um Zeit figrlung von Fourieranalysis (Bildkom-
pression, schnelle Multiplikation, Behandlung von Diéfatialgleichungen mit Fouriermethoden...)
sowie Laplacetransformation zu lassen.

Dank:

Bedanken mochte ich mich an dieser Stelle bei Uwe Schvegyeltffir viele hilfreiche Tipps und
tatkraftige Unterstiitzung; sowie bei den funf tapfef@inehmern der Vorlesung im WS 2009/10,
die mich auf etliche Fehler im Skript hinwiesen und es soatrgislend verbesserten.



1 Die schwingende Saite

g(s) = u(s,0)

Betrachte eine Saite, eingespannt zwischen Omnoo‘ m S,

Zur Zeitt = 0 befinde sich die Saite in Laggs). Dabei istg eine Funktiong : [0, 1] — R, undg(s)
beschreibt die Auslenkung der Saite nach oben (positiv) odien (negativ) an der Stelfe Um den
Zustand der Saite zu beschreiben, brauchen wir auch nochrgars (=die Geschwindigkeit) zur
Zeit 0 (positiv: Saite schwingt gerade nach oben, negataiteSchwingt gerade nach unten). Das
bezeichnen wir mih, alsoh: [0,1] — R. Die Funktioneng und h sollen “sinnvoll” sein. Etwa soll

g keine Sprungstellen haben (dann ware die Saite ja an diisle gerissen). Daher nehmen wir
erstmal ang undh seien stetig.

Die Funktionu(s,t) : [0,1] x R — R soll dann die Lage der Saite an der Stall® < s < 1) zur Zeit
t (t > 0) beschreiben. Auf Grund der Newtonschen Mechanik (s. iRihysh) gilt dann die partielle
Differentialgleichung (PDE)

o%u _
otz

In Worten: die Funktioru, zweimal nach abgeleitet, ist gIeicIc2 mal der Funktioru, zweimal nach
sabgeleitet.

0%u
Cz@ (ceR) (1.1)

Mogliche Lésungen (aber nicht unbedingt alle!) liefeer &eparationsansatz (siehe Differentialglei-
chungsbuch). Dazu nehmen wir an daést) von der Formv(s)w(t) ist (was ja nicht der Fall sein
muss, aber wir nehmen’s mal an, weil’s klappen wird). Dartin gi

(1.1)= v(s)W'(t) = AV (s)w(t) (1.2)
w'(t) _ 2V'(s)

Wiy — ¢ S (1.3)

= \?//v((tt)) =—ac A \\//((SS)) =-a (1.4)

=w(t)+acw(t)=0 A V'(s)+avs) =0 (1.5)

fir eine Konstanta € R, denn: in der zweiten Gleichung hangt die linke Seite vab, die rechte
nicht. D.h., egal wie ich andere, der Wert der linken Seite bleibt gleich der rechédso konstant.
Dito fur die rechte Seite bzgs Also sind beide Seiten konstant (sagen wir, die rechtdestiy—a),
und die linke Seite ist genatf mal die rechte. (Warum wir hiera statta nahmen: dann sparen wir
uns im Folgenden ein Minuszeichen.)

Die allgemeine Losung der zwei Differentialgleichungérbj ist nun einfach (raten, oder DGL-Buch,
oder Wwik]):

w(t) = Csin(cy/at) +Ccogcy/at) (C,C e R) (1.6)
v(s) = Dsin(v/as) +Dcogvas) (D,D €R) (1.7)



Obacht, dies liefert nicht alle Losungen des urspruhgiicProblems (1.1)! Aber diese Losungen rei-
chen uns erst mal. Wir interessieren uns uberdies nuefiller Losungen, also wollen wér> 0. Wir
mussen nun auRerdem noch weitere Bedingungen erfilidar anderem soll die Saite ja zu jedem
Zeitpunktt in s= 0 unds = 1tin Position 0 festsitzen, also:

v(0O)=0 A Vv(m=0 (1.8)

Also folgt aus (1.7) miv(0) = 0: D =0, und dann, wegewn(1r) = 0, entwedeD = 0, dass interessiert
uns aber nicht, denn dann wiirde die Saite immer still st¢hamstante Losung 0). Also muss gelten
sin(y/am) = 0, und das heifty/a € N!' Also hat das Gleichungssystem (1.6) & (1.7) & (1.8) nur
Losungen fir bestimmte Werte van namlich fira= n?,n € N. (Diese heien auch “Eigenwerte”
des Gl.-systems.) Alle Losungen von (1.6) & (1.7) & (1.8)csdann diese:

Vn(S) = Dpsin(ns) (1.9)
Wn(t) = Cysin(ent) +C, cogent) (1.10)
Die Losungen (sie heil3en auch “Eigenfunktionen” des @dtems) lassen sich also “nummerieren”,

mitn=0,1,2,.... Die entsprechenden Losungen von (1.1) mit den Anfangsgedgen (1.8) sind
somit

Un(s,t) = sin(ns) (Bnsin(cnt) + A, cos(cnt)) (D)

Der Einfachheit halber setzen wi, = énDn, B, = C,D,, dann sparen wir uns eine Konstante in der
Formel.

Aber: das urspringliche Problem enthielt n@gctind h! Wir suchen also jene Losungen, die auch

noch
du

Us0) =g A =(s0)=h(9 (111)

erfullen. Die obigeru, tun das sehr, sehr selten, egal, wie ManB, wahlt. TRICK: Setze

u(s,it) = ilun(s,t).

Falls das konvergiert, und je zweimal nashund nacht diff-bar ist, dann ist das eine Losung flr
das urspriingliche Problem (denn jeder einzelne Summajaléme). Die Frage nach einer Losung
fur das urspriingliche Problem haben wir also reduzieitda Frage: Konnen wiA,, By in (D) so
wahlen, dass

u(s,0) = iAnsin(ns) =g(s) und (1.12)
n=1

%(s, 0) = nianh sin(ns) = h(s) qilt? (1.13)

(1.14)

Die Frage nach Konvergenz, allgemein und gegaw h, hat Hunderte von Jahren im Raum gestan-
den und viele Zweige der Mathematik befruchtet. Sie istfkgjfdaher verschieben wir sie auf spater.
Das andere Problem, das BestimmenAleund B,,, konnte bereits Euler (SWiK]).
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2 Fourierreihen

Betrachten wir das Problem in etwas allgemeinerer Form.eBey eine Funktior : [-1, 1] — R.
Gesuchta,, b, so dass gilt:

f(s)=

% (ancos(ns) + by sin(ns)) (2.1)

i~

Diese Reihe sei Uiberdies gleichméaRig konvergent (snuder ik ]). (Warum wir hier$ schreiben
und nichtag wird spater deutlich.) TRICK: Es gilt

/ T;cos(nt)sin(mt)dt —0 (mneNo) 2.2)
/_ 1:[cos(nt) cosfmt)dt = { 0 ?jrzg W 2.3)
/ T;sin(nt)sin(mt)dt _ { 0 m7ne o (2.4)
(Beweis:Ubungsaufgabe 2, Blatt 1). Damit erhalten wir aus (2.1):
f(s)cogmg = % cogms) + ni (ancosns) cosms) + by sin(ns) cos(ms)) (2.5)
= / f(s) cogmgds— / 2 cosms +n§1 (ancos(ns)cosms + bysin(ns)cosmsg)ds  (2.6)

ao/ cos(msds+§ an/ cogns)cosm9ds+ bn/ sin(ns) cogms)ds)
n=1
(2.7

Hier brauchen wir gleichmafige Konvergenz: Dann ist esst, Summe und Integral zu vertauschen.
Das Schone ist nun: Wegen (2.2), (2.3), (2.4) werden fsir dle Werte vorm die Summanden zu

Null. Die Integrale, die beides, also sowohl sin- als auckBerme, enthalten, werden alle zu Null,
von den anderen Uiberleben nur die mit n. Also erhalten wir fiim = 0:

Tt Tt Tt
/ f(s)cos(O)ds:/ @cos(O)ds:@/ 1ds= agT,
—T _n2 2/ n
und furm> 1 (mitn = m):
Tt Tt
/ f(s)cos(ns)ds:/ anpcogns)cogns)ds= anTL.
—Tt —Tt

Damit haben wir eine einfache Darstellung fur dig Mit einer komplett analogen Rechnung (Mult.
mit sin(mg) statt co$mg)) erhalten wir dieb,, und insgesamt:

= %/_]:[f(s) cogns)ds (ne No) b = %/_T;f(s) sin(ng)ds  (n€N)




Definition 2.1. Seif : [-1 17 Die a,, b, oben heil3efrourierkoeffizientervon f, die Reihe

8

+ Y (ancognx) + by sin(nx))

— R.
al
2 n=1

heilRtFourierreihe(kurz: FR) vonf.

(Zu Herrn Jean Baptiste Joseph FouriervgiK].) Die Frage der Konvergenz der Fourierreihe ist
immer noch offen; bisher wissen wir also nicht, ob (2.1),gilt also die Fourierreihe vohwirklich
(und fur allesbzw x) gegenf konvergiert. Aber falls es klappt, dann ist diese Funkteayf ganZR
definiert. Genauer: Wegen $k) = sin(x+ 2nm) und co$x) = cog X+ 2nm) fur allex e R, n € Z ist
dann auchf (x) = f(x+ 2nm) fur allex € R, n € Z. Das heif3t, die Funktion istt2periodisch:

Definition 2.2. Gegeben eine Funktioh: R — R.

(a) f heilBtT-periodisch falls fur allex € R gilt: f(x) = f(x+T). Das (betragsmaRig) kleinste solcher
T heil3tPeriodevon f.

(b) f heiRtgerade[bzw ungeradé, falls f(—x) = f(x) [bzw —f(—x) = f(x)].

Beispiel 2.3. Die Sinusfunktion ist &periodisch und ungerade (schwarzer Graph):

Die Cosinusfunktion ist #-periodisch und gerade (roter [bzw. grauer] Graph).

2.1 Approximation von periodischen Funktionen

Wir stellen uns folgendem Problem: eine gegebem@&riodische Funktion soll durch einfache Funk-
tionen approximiert werden. Einfache Funktionen sind P&ynome. Leicht iberlegt man sich aber,
warum Polynome hier ungeeignet sind (warum?). Geeigndtsgonometrische Polynomeas sind
Funktionen der Form

z

f(x) =&+ y (arcognx)-+bysin(nx)).
n=1



(@) (b)

(©) (d)

Figure 1: Approximationen der Dreiecksfunktion (a) durah&rsten 2 Terme seiner Fourierreihe (b);
bzw die ersten 4 Terme (c); bzw die ersten 9 Terme (d).

(Ein Ingenieur wiirde das Problem so formulieren, dasser@gegebenes Schwingungsmuster [z.B.
Sagezahnschwingung, Rechteckschwingung] dutberlagerung “reiner” Schwingungen erzeugt,
oder zumindest annahert. Ein Musiker wirde sich dafteressieren, welche hochfrequenten Tone
(Obertone) er durch gleichzeitiges Erklingen lassen vaim@tonen erzeugen kann; s1K].)

Und da haben wir ja bereits eine mogliche Losung (bis agfidimer noch offenen Konvergenzfra-
gen): Wir nehmen die ersted Summanden der Fourierreihe vdn Probieren wir es einfach mal
aus:

Beispiel 2.4.Seif : [~ — R, f(x) = |x|; und seif die 2-periodische Fortsetzung vdrauf ganz

R (“Dreiecksfunktion”, siehe Fig. 1 (a)).
Die Fourierkoeffizienten sind

4. : nungerade

= = = —T[nz
%=1 =0 an { 0 :ngerade

—4cos((2n— 1)x)

DT (Zu Details slUbungsaufgabe 3, Blatt 1.)

N
also istf(x) = x| ~ 3+ nzl



(@) (b)

(©) (d)

Figure 2: Approximationen der Rechtecksfunktion (a) dwl@hersten 4 Terme seiner Fourierreihe
(b); bzw die ersten 16 Terme (c); bzw die ersten 30 Terme (d).

Einige approximierenden Funktionen sind in Bild 1 dargéstéur N =1 (5 — ﬁcos(x), also zwei
SummandenN = 3 (4 Summanden\l = 8 (neun Summanden).

Insbesondere fallt im letzten Beispiel auf: Die zu appmugrende Funktion war gerade, und die
Koeffizientenb, der (ungeraden) Sinusfunktionen sind alle 0. Das ist egreaikeines Phanomen:

Bemerkung 2.5. Ist f eine gerade Funktion, so gilt fur all seine Sinus-Founeffzientenb, = 0.
Ist f eine ungerade Funktion, so gilt fur all seine Cosinus-Eokineffizientena, = 0.

2.2 Gibbssches Panomen

Die Funktion im letzten Beispiel war stetig, und die Approgtion hat offenbar gut geklappt. Be-
trachten wir mal ein Beispiel mit einer unstetigen Funktidar “Rechtecksfunktion” (s. Fig. 2 (a)).
Dazu sei

y N 1 x>0
frl-mm—R, f(x)= 0 :x=0,
-1 :x<0

und f sei seine &-periodische Fortsetzung auf gaRz
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f ist ungerade, also sind allg = 0, und es ist

b 1 T[f : q 2 (M. q 2 m
n_ﬁ/—n (x)sin(nx) X_ﬁ/o sin(nx) x_—ECOan) o

4 .
& - hungerade

= —%(cos(nn) —cog0)) = %(1— (—1)") = { 0 :ngerade

Also ist f(x) (hoffentlich) gleich seiner Fourierrei(sin(x) + 3 sin(3x) + £ sin(5x) +--- ). In Fig.

2 sind die Approximationen mittels der ersten 4 bzw 16 bzw 86vien der FR dargestellt. Offenbar
nahert sich das insgesamt unserean. Aber an den Sprungstellen will es nicht richtig konvesrgi:
Es gibt immer UberschieRer” um etwa 0,2. Diese riicken zwar immer naheti@ Sprungstelle
heran, aber niedriger werden sie nicht! Dies beschreibiodtiende Bemerkung.

Bemerkung 2.6(Gibbssches Phanomerikt f eine 2tperiodische Funktion, und héteine Sprung-
stelle beix, und die Hohe des Sprungs &t Dann schief3t di&N-te Fourierreihen-Approximation
von f in der Nahe vorx uma- 0,08949.. iber den wahren Funktionswert hinaus. Dieses Maximum
wandert mit wachsende immer naher geger aber die Hohe bleibt dieselbe, unabhangig Mon
(Fur Unterschiel3er analog mit Minima).

(Der allgemeine Beweis ist sehr technisch. Der Beweis figeuBeispiel steht auf\fik].)

Im Beispiel oben ist die Sprunghdhe 2, also sind die Wentédvtdxima (= die Hohe der Spitzen) etwa
0,18. Nun kann man sich fragen: Ist das nun konvergent? Odet?n

3 Konvergenz von FRn

Definition 3.1. Seif,: D — R, also( f,)nen €ine Folge von Funktionen. Dann heif3t

(@) (fn)nen punktweisékonvergent gegen die Funktidn, falls
VxeD,e>03INeNVn>N: [fo(x)— f(x)| <€

(b) (fn)nen gleichméRigkonvergent (kurz : glm kgt) gegen die Funktién falls
Ve>03INeNvxeD,n>N: |[fa(X)— f(X)| <&

Bemerkung 3.2. (fy)nen ist gim kgt genau dann, wenjff, — f|jo — 0 (n— )

Dabei ist|| - || die Supremumsnorny| f||. := sup|f(x)|.
xeD

Proof. (zu Bem. 3.2) Das§f,— f|j — 0 (n— o) gilt, heil3t ja:

Ve>03INVN>N: sup/fa(x)— f(x)| <€

xeD

Das Supremum uber alkee D (der “worst-case”) des Betrags ist also schon kleineeatdso alle
andern Betrage auch:
Ve>03INVNn>N,xeD: |fo(x)— f(X)| <E.

10



Beispiel 3.3. (Zu Supremumsnorm)

o f:R—R, f(x)=cogx). Dannist||f|. = 1.

o f:R—=R, f(x)=x% Dann ist|| || = 4oo.

o f:[-m 1] =R, f(X)=x% Dannist|f|. = 7.
Das Beispiel in 2.6 zeigt: die-ten Approximantenfy(x) = 2 + y¢_; (axcogks) + bysin(ks)) kon-
vergieren zwar punktweise gegénaber nicht gim. Warum? Auf unmathematisch:

Punktweise: Nehmen wir irgendein<®x < 1, beliebig nahe an 0. Die Spitzen auf dem Plateau
wandern fur sehr hoheirgendwann ganz nah an 0. Egal, wie klgiist, irgendwann sind die Spitzen
nach links anx vorbeigewandert, und die FR nahert sich an der Stetlem richtigen Wert 1 an.
Analog fir alle anderen Stellen, die selber keine Sprutigst sind. An der Sprungstelle= 0 hat

dir FR immer den korrekten Wert, namlich 0 (nachrechneAlso geht fur jedex die FR an dieser
Stelle irgendwann gegen den richtigen WE(x).

Die FR konvergiert aber nicht gleichmaRig: DéberschieRer ist immer 0,178... zu hoch. Also ist
|| fn— flle = m%x\ fa(x) — f(x)| = 0,178... fir jedesn. DahernimH fn— flle =0,178... #0.

Xe co
Es folgen nun einige Resultate zu Konvergenz von FRn bzgkdieeiden Konvergenzbegriffe.

Definition 3.4. Eine Funktionf : [a,b] — R heif3t vonbeschénkter Variation falls es einV > 0 gibt,
so dass fur alle Zerlegungep=a < x; < X < --- < Xn = b gilt:

Z\f X) — F(Xe_1)] < M.

Satz 3.5.1Ist f: [-1,1] — R von beschinkter Variation, so konvergiert die FR von iirfiedes

x €] — 1] gegen &) = 3(f(x")+ f(x7)). Insbesondere konvergiert die FR punktweise auf ganz
=T Ist f inx auBerdem stetig, konvergiert die FR an der Stegegen {X).

(Der Beweis ist lang und technisch, machen wir hier nichHti8].)

Dabei bezeichnet (x*) den rechtsseitigen Grenzwert véran der Stelle (und f (x~) den linksseit-
igen). Damit kann man zeigen:

Satz 3.6. Ist f diff.-bar auf[—1, 11, oder Lipschitzstetig, oder monoton steigend (bzw fa)lead
konvergiert die FR von f punktweise.
Eine Funktionf : D — R heif3tLipschitzstetigfalls
dL>0vxyeD: [f(x)—f(y)| <L|x—y].
Aus f Lipschitzstetig folgtf stetig.

Proof. (Satz 3.6) (Nur filr Lipschitzstetig, monotobbung) Es gilt, in der Situation des Satzes,

n

Z (%) — f(X-1) \<ZL]xk xkly_Lz (X — Xk—1)

=L(X1—Xo+X2— X1+ +Xn-1—Xn—2+ X —Xn—1) = L(Xn —Xo) = L(b—a)

Mit M := L(b— a) ist die Definition beschrankter Variation erfullt. Mit 8.5 folgt die Behauptung.
O
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Bemerkung 3.7. Die Forderung f stetig” reicht nicht einmal fUr punktweise Konvergenz &&!

Aber aus einem Resultat von Carleson (dazu spater) von Q68-Preis 1992, Abel-Preis 2006)
folgt dieser Satz:

Satz 3.8.Sei f: [—1, 1] — R stetig. Dann konvergiert die FR von f fagberall gegen f.

Also nicht “punktweise” (= Uberall), sondern nur fast tdde Dabei ist “fast Uberall” ein genau
definierter Begriff: D.h., dass die Menge allee [—Tt, 11, fur die dies gilt, Mal3 & hat. Also z.B. fur
alle au3er endlich viele Punkte [ir 1T, 1.

Einschub: Fastiberall

Erinnerung: In Wahrscheinlichkeitstheorie gibt es Er@ge, die mit W. 0 auftreten. Z.B. wird beim
wiederholten Werfen einer Munze irgendwann Mal “Kopf” geven. Das Ereignis “Es wird un-
endlich oft Zahl geworfen” ist zwar nicht unmoglich, hatalWw. 0. “Fast immer” — d.h. in diesem
Fall: mit W. 1 — wird irgendwann Kopf fallen.

“Fast Uberall” in[—1t, 70 heiRt: Uberall, auRer in einer Menge mit MaR 0. Wenn es z. B. Uibgitll
aulRer in endlich vielen Punkten, dann gilt es fast tiberall.

Es gibt aber sogar Uberabzahlbare Ausnahmemengen,ie.Badtormenge.

Zur glm Kgz gilt folgendes Resultat:

Satz 3.9.1st f : [—11, 7] — R stetig differenzierbar (also diff-bar mit stetiger Ableig), so ist die FR
von f glm kgt gegen f.

(Bew.: [H2], Satz 136.5 und folgende Bemerkung.)

Ein analoges Ergebnis gilt fur stiickweise stetige Fumih f: Ist f auf [—11, 17 stickweise stetig
diff-bar, so konvergiert die FR auf jedem abgeschlosserelintervall von [T, 11, das keine Un-
stetigkeitsstelle enthalt.

Punktweise Konvergenz gilt also oft, ist aber (s. Gibbssdbie) keine starke Eigenschaft. GIm Kgz
dagegen ist eine zu starke Eigenschaft. Es gibt einen befelederen Konvergenzbegriff: Kgz im
guadratischen Mittel. D.h. im Wesentlichen, dass die tidader Graphen der Differenzeig — f
gegen 0 geht. Das wird sehr einfach und naturlich, soballHil@ertraume kennt.

4 Hilbertr aume

Erinnerung: Ein Euklidischer Vektorraum (VR) ist ein VR raeihem Innenprodukt (oft auch “Skalarpro-
dukt” genannt). Es ist vollig OK, sich daZR? oderR® vorzustellen mit dem Standardskalarprodukt

(hier fir R?):
2

(Xy) =3 Xayn = Xay1 +XaY2.
n=1
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Die Lange(oderNorm) eines Vektors ist dann||x|| = 1/ (X, x). Die Distanzzwischen zwei Punkten

xundy ist dann
d(x,y) =/ (X=y,x=y) = [[x=V]|.

Zwei Vektorenx,y sind orthogonal(oder senkrecht) zueinander, falls gt y) = 0. Auch die Kon-
vergenz von Vektoren lasst sich mittels der Ndfni| erklaren.

Fein. Nehmen wir nun statt Vektoren Funktionen, und hofterss wir diese mittels einer geeigneten
Norm zu einem euklidischen VR machen kdnnen. KonkreterC8e-11,11) die Menge aller stetigen
Funktionen mit Definitionsbereich-11, 1 und Werten irR. Damit es ein VR wird, mussen wir zwei
Elemente (hier also Funktionen) addieren durfen, daspklap+ g ist erklart durch(f + g)(x) =
f(x) +9g(x). Und wir mussen eine Funktion mit einer reellen Zahl (eingkala) multiplizieren
durfen, das geht auch: fiare R istaf erklart durch(af)(x) = af(x).

Inspiriert von (2.2), oder von der Darstellung der Foureffizienten (s. Def. 2.1), setzen wir nun
Tt

(1.9 = [ f00g0xax @)
Dann ist, analog zu oben, ddormeiner Funktion

Ifl= VT =/ [ f20x

und dieDistanz(auch: Abstand) zweier Funktionen

d(f,g) =/ (fT—g f—g \// X))2dx

Wenn Klar ist, von welcher Norm wir gerade sprechen, schreibir auch|| f|| statt|| f||2. Norm ist
ein ganz allgemeiner Begriff:

Definition 4.1. SeiV ein VR uberR (bzw C). Eine AbbildungN : V — R hei3tNorm (aufV), falls
fur alle f,g € V und allea € R (bzw C) gilt:

(N1) N(f)>0 wund N(f)=0« f=0.

(N2) N(af) = |a|N(f)

(N3) N(f+g) <N(f)+N(g)

Die Ungleichung (N3) heif3t auch “Dreiecksungleichung”.

Das oben definierte ist tatsachlich eine Norm, wie man mmtimen kann. Dazu ist es hilfreich,
zunachst einige Eigenschaften des Innenprodukts fesiteuh

Bemerkung 4.2. Fur obiges Innenprodukt, wie allgemein fur Innenpro@uliberR, gilt:

(11) (f+g,h) = (f.h)+(g.h)
(12) (af,g) =a(f,g)
(13) (f,9) =<9, f)
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(Das rechnet man sehr leicht nach).

Proof. (Zu: || - |2 ist Norm aufC([—T,11).)

Zu (N1): Es ist immerf (x)? > 0, also auch/™, f2(x)dx > 0. Wenn das Integral gleich 0 ist, dann
muss (s. MafR3theorief)(x) = O fast Uberall gelten. D& stetig ist, ist es dann uiberall 0. Also iEtie
Nullfunktion, und diese spielt hier nattrlich die Rollesddullelements (des neutralen Elements).

Zu (N2): [laf | =/ [Tnlaf (9)2dx= |/ [Ta2  (0)2dx= Va2, / [T f (0)2dx= [al] ]| O

Fur den Nachweis von (N3) brauchen wir die folgende wiahtigd sehr grundlegende Aussage.

Satz 4.3(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, CSUH einem Vektorraum mit Innenprodukt giltrf

alle f,g:
[(F, 9l <V/(F, )V (g.9) = [ fllgll.

Gleichheit herrscht genau dann, wenn f und g linearaidig sind. (Was heil3t das hier?=fag)

Proof. Wegen (N1), (11) und (12) wissen wir bereits:
0<(f+ag, f+ag) = (f, f)+a(f,g)+a(g f)+0?(g,0) = (f,f) +2a(f,g) + 0*(g,0)

Mit o = —(f,g)/(g,9) wird daraus

<f7g>2 <fvg>2 <fvg>2 2
o< (f,fy—2 + =(f, f)— , also (f,g)“<(f, f){g,0),
S (9,99 (9,9 S (9.9) o <innigg
daraus folgt die Behauptung. (Hieg:# O, fallsg = 0 ist's trivial.) Fallsf,g linear abhangig sind,
rechnet man Gleichheit sehr leicht nach. O

Proof. (Forts. zu oben) Zu (N3):

[f+g?=(f+g,f+g)=(f,f)+(f,0)+ (g f)+ (.0 = | fl[*+2(f,0) + |9l

und wegen der CSU ist das kleiner oder glejéhi?+2|| f||[|gl| +1/9]|2 = (|| f || +|/g]|)?. Wurzelziehen
liefert die Behauptung. O

Analog zu oben sind zwei Funktiondng orthogonalzueinander, kurzf Lg, falls (f,g) = 0.

Beispiel 4.4.Seify: [-T, 1] — R, fh(X) =cognx) undg,: [-1, 1] — R, gn(X) = sin(nx). Nach (2.2),
(2.3) und (2.4) qilt:f, Lgny fur allem,n € N, und f,, L fr, sowieg, L gy, fur alle m#£ n € Np.

Nun kommen wir endlich zum versprochenen Konvergenzidfeddién liefert uns nun naturlich die
Norm || - ||o. Die heit auch.2-Norm.

Definition 4.5. Eine Folge von Funktionefy, in C([—11, 1) heifdtkonvergent im quadratischen Mittel
(oder kurzlL?-konvergent) gegef, falls || f,— f||2 =0 (n— ).

Mit diesem Konvergenzbegriff wird nun vieles “schon”. Alminachst:
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Figure 3: Eine Funktionenfolge, die im quadratischen Nktmvergiert, aber nicht punktweise.

Beispiel 4.6. (1) Beim Gibbschen Phanomen konvergieren die Approxierafg (die Summe der
erstenn Terme der FR der Rechteckfunktidn im quadratischen Mittel gegeh

(2) Die Funktionenfolge

fo: [~ >R, f(x) =4 —nx+1 :0<x<1i

nx+1 :—-%<x<0
0 : sonst

(s. Fig. 3) konvergiert nicht punktweise gegen 0, aber imdeatischen Mittel schon. (Punktweise
konvergiert’s gegen etwas anderdanit f(0) = 1, f(x) = 0 sonst.)

(3) Die Folgef, : [-1, 1] — R, f3(0) =n, f(x) =0 sonst, konvergiert im quadratischen Mittel auch
gegen die Nullfunktion, aber punktweise konvergiert siergeht (Divergenz im Punkt O!).

(4) Es geht auch anders: Die in Fig. 4 dargestellte Funktifubge konvergiert punktweise gegen die
Nullfunktion, aber nicht im quadratischen Mittel!

Insgeamt bestehen folgende Zusammenhange fur Kgz vdttiboenfolgen inC([—1t, 1) bzw allge-
mein inC([a, b]):

‘punktweisngz < Kgzbzgl||-]le < 9gmKgz = ngimquadrMitteI‘

Nun ist alsoC([a, b]) mit || - || (oder auch mit| - ||») ein euklidischer VR. Er hat aber einen Schon-
heitsfehler: Eine Funktionenfolge @([a,b]) kann gegen etwas konvergieren, das nicht{fa,b])
liegt (s. Bsp. 4.6 (1) und (2)). Wir wollen einen Raum, der iesgém Sinne abgeschlossen ist. Diese
Eigenschaft heil3t “vollstandig” und ist genau genommearktart:

Definition 4.7. Ein RaumX mit einer Norm heiR3vollstandig falls jede Cauchyfolge iX konvergent
ist. Eine Folggan)nen heiRtCauchyfolgefalls

Ve>03INeNVmn>N:|a,—am| <&

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beispiel 4.8. (a) (Blodes Beispiel) Im RaurX = Q (!) ist die Folge(a,) = (3; 3/1; 3 14; 3141,
3,1415; 314159; 3141592; 31415926..) eine Cauchyfolge (denn sie konvergiert ja geggn
aber, dat¢ Q, ist sie nicht konvergent (i0): Es gibt keina € Q mit |a, —a| — 0.
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Figure 4: Eine Funktionenfolge, die punktweise konvetgigber nicht im quadratischen Mittel.

(b) (Etwas weniger blodes Beispiel) Der Ra@tja, b)) ist nicht vollstandig, siehe oben.
(c) (Gutes Beispiel) Die Funktionen in Fig. 4 sind keine Gadolge bzgl| - ||2, vgl Aufg 12, Blatt 4.

Definition 4.9. Ein VR mit Innenprodukt, der beziglich der dadurch indtteie Norm vollstandig
ist, heiRtHilbertraum

Bemerkung 4.10.Ein allgemeinerer Begriff sinBanach&ume Das sind auch vollstandige normierte
Vektorraume. Aber in einem Hilbertraum muss die Norm dutah Innenprodukt gegeben sein. Falls
das nicht so ist, hat man einen Banachraum, aber keinenrtiilben. (Genauer: Ein Banachraum ist
ein Hilbertraum genau dann, wenn in ihm die Parallelografeimigung gilt, vgl Aufgabe 14, Blatt
4). Im Folgenden brauchen wir aber nur Hilbertraume.

Beispiel 4.11.(a) DerRY wird mit dem Standardskalarprodukgy , . .., an), (b, ..., bn)) := T9_; amby
zu einem Hilbertraum.

(b) Die Menge aller “unendlichen” Vektorefay,ay,as,...) ist ein VR, aber kein Hilbertraum bzgl
{(@n)n, (bn)n) := S o1 @nbn. Aber dieser: Es se? der Raum aller Folgeten)n = (ay,ay,...) (wobei

a, € R)mit § a2 < . Durch
n=1

00

((@)n, (bn)n) == Z anbn
n=1
ist ein Innenprodukt au? gegeben. Damit wird? zu einem Hilbertraum.

Nun zur ersten schonen Eigenschaft:
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Satz 4.12(und Definition). Den Raum aller Funktionen :fla,b] — R mit || f||2 < o, versehen mit
dem Innenprodukt

b
(f.9) = [ 100g0oax  (wobeil|fll2 < . fgll2 < ).

bezeichnen wir mit4([a, b]). (“Raum aller quadratintegrierbaren Funktionen aja b]”).
L2([a, b)) ist ein Hilbertraum.

(Beweis: es bleibt die Vollstandigkeit zu zeigen. Dasasiglich, s. [H2], Satz 130.5.)

Obacht: In Wirklichkeit ist fir.? mit der Norm|| - |2 eine Bedingung verletzt, namlich (N1), 2. Teil:
Aus || f||2 = 0 folgt nicht zwingend, dass die Nullfunktion ist. Mit

frlomm - R, f(x):{ o X7

T 0 0 I

ist |f|l2= [ f(x)dx= [ 0dx+ [1dx+ [0dx= 0+ 0+ 0= 0. Daher werden wir im Folgenden
—T -7 0 0

immer Funktionenf, g als gleich auffassen, fur die gillff —g||> = 0. (Die unterscheiden sich dann

lediglich auf einer Menge vom Maf3 0.)

4.1 ON-Systeme

In einem normierten VR ist es nitzlich, eine Basis zu haB&sonders praktisch ist eine Orthonormal-
Basis (ON-Basis), das ist eine Bagis;,by,...bg} mit by Lby fir m+# n (also (bn, by) = 0), und
lbn|| = 1 fur alle 1< n < d. Bei L?([a b]) stehen wir aber vor dem Problem, dass es gar keine
endliche Basis gibt! Nicht einmal, im klassischen Sinneeeibzahlbar unendliche, wie A

Definition 4.13. Eine Menge{by,by,bs,...} in einem Hilbertraum heiDrthonormalsystenfONS),
falls by_Lbn, flr alle m,n mit m# n, und ||by|| = 1 fur allen.
Ein ONS hei3tmaxima] falls einzig das Nullelement orthogonal zu allepdes ONS ist.

“Orthonormal” ist zusammengesetzt aus “orthogonal” (#lsobmy) und “normal” (also||by|| = 1).

Satz 4.14.Die Funktionenﬁv %{sin(-), %Tcos(-), %Tsin(z-), \/iﬁCOiZ), ... sind ein maximales ONS
in L2([—1t 1.

Die Orthogonalitat ist uns bereits bekannt, siehe (223)( (2.4). Die Vorfaktoren\}—ﬁ sorgen fur die
Normalitat:

mcosn) 2= \//_T;%coﬂnx)dx: %W: L

vgl (2.3). Die Maximalitat ist etwas knifflig, siehe [H2]a& 141.3.

Zur zweiten schonen Eigenschaft: Wir sahen bereits, dassime 2tperiodische Funktion auR
(oder allgemeiner, durch Skalierung, irgendeine peratdisFunktion aufR) oft gut approximieren
konnen durch die Teilsummen seiner FR. Wie oft, und wastHgift"?
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4.2 Die Gaul3sche Approximationsaufgabe

Die Gaulische Approximationsaufgabe in einem Innenproauki X ist diese: Gegebeh € X und
ein ONS{ey, e, €3,...,6,}. Gesucht sindi1,ay,...,a,, so dass

n
- awed
k=1

minimal wird. InL? = L?([—1t 1) wird daraus: Gegebehe L2. Wir setzene; = 2ﬁ’62 fsm()

e = ﬁcoq-), e = ﬁsm(z-), e = %{cos(z-) usw. Gesucht sindy, so dass fur ein vorgegebenes
neN

n
If =S oz
K=1
minimal wird.

Satz 4.15.In L2 mit dem ONS &= {e1,e,...,en} wird die Gau3sche Approximationsaufgabe ein-
deutig gebst durchay = (f,&) (k=1,...,n).
Dabei ist f— y_; axec orthogonal zu O.

Proof. Seien jetzicy irgendwelche Koeffizienten. Wir wollen zeigen, dags= ok optimal ist. Sei
n
k=1

||f - I:n||2 = <f —Fn, f— Fn> = <f f> _2<f Fn> <Fn,Fn> (4.2)
= || £ —2(f, cha< ch% Z Crméim) (4.3)
—wwzzmuw+;zmmm@w (4.4)

=1m=1
= |||~ Z 2le| (. eq) + Z lel? (4.5)
k=1 k=1
=[If1IP= 5 [(feal?+ Y loc— (f. @) (4.6)
k=1 k=1

(Die letzte Gleichheit folgt aus der binomischen Formeab+ b? = (a— b)? —a2.) Nun hangt der
Ausdruck, den wir minimieren wollen, nur noch im letzten Soamden von degy, ab. Und wann
wird der am kleinsten? Genau fiy = (f, e).

Zur Orthogonalitatsaussage siehe Aufgabe 16, Blatt 5. O
Damit steht nun fesDie Teilsummen der FR zuf € L2 liefern immer die beste Approximation an

f mit trigonometrischen Polynomen! Und zwar “beste” im Sinne dér*-Norm (also des “Abstands”
bzgl L?). Mit den Bezeichnungen aus Def. 2.1 haben wir:

Ok =8, Ozk-1 =Dk (4.7)
AuRerdem gilt:

18



Satz 4.16.Sei fc L. Die FR von f konvergiert gegen f bzl ||,.

Dazu brauchen wir folgendes Resultat. Rilfl, schreiben wir kurz| - ||, das spart Tinte.

Proposition 4.17 (Besselsche Gleichungpei F die Summe der ersten n Summanden der FR von
n

f €L? also = Y (f,e&)e. Dann gilt dieBesselsche Gleichung
k=1

n

1= 3 (F.egad? = 12~ 5 [(f.00F

k=1

sowie dieBesselsche Ungleichung
n

> I{f.aql? < [fl?

k=1

Proof. Dazu werden wir di&Jberlegungen aus dem Beweis von 4.15 recyceln.

Hf —FnHZZ (f —Fy, f —Fn> = (f, f>—2<f>Fn>+<FnaFn> (4.8)
=112 =2(f, 5 (fe0e0 + (Y (f.a0e Y (f em)em) (4.9)
k=1 k=1 m=1
=HfHZ—ZkZle,e«H\<f7e«>\+kZl 1\<f7e«>!\<f7em>!<e«7em> (4.10)
=[If12=23 [(f.e)lP+ Y [(f.e)f (4.11)
k=1 k=1
= [If[I?= 5 [(f, el (4.12)
k=1

Also qilt die Gleichung. Fir die Ungleichung beachten wir,rdass die linke Seite 0 ist, also folgt
n
fir die rechte Seitef f[|2 > 5 (f,&)2. O
k=1

Insbesondere stellen wir fest, dass die Ungleichung famet N gilt, immer ist die Summe kleiner
oder gleich| f||? < «. D.h., die Reihe konvergiert. Daher muss die Fdigee)|? eine Nullfolge
sein! Und damit ist auch die Folgek)x mit ax = (f,e) eine Nullfolge. Damit bekommen wir
praktisch geschenkt (vgl (4.7)):

Satz 4.18(Riemann-Lebesgue)-ir die Fourierkoeffizientenab, einer Funktion fe L2 gilt:
anh— 0, by — 0(n— ).

Proof. (Satz 4.16) The circle has closed. The Jedi will rule again. STAR WARS
Esist

I{f ededl® = ((f,adeq (f,a)a) = (f,a0*(eca) = (f,a)%,
da jaj|e|| = 1. Nach dem (verallgemeinerten) Satz des Pythagoras gift flan > m:

2 n n

=3 l{f.adad?=Y (f.a)?

k=m k=m

n

> (f.aa

k=m
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Wegen der Besselschen Ungleichung (vgl Anmerkung obelg e Reihe% (f,e)? konvergent.
k=1

n
Also kann man zu jedera> 0 einmfinden, so dass fir alle > mgilt: ¥ (f,ek>2 < &. Die letzte
k=m

n
Gleichung besagt daher, dass die Folge der Partialsumm&ede (also die Folgey (f,e)e)nen)
k=1

eine Cauchyfolge (bzdl?) ist. Weil nunL? vollstandig ist (!), ist diese Reihe auch konvergent gegen
einge L2

Es bleibt zu zeigen, dags= f. Es gilt

8

00

1<f’ej>’eK> _<faeK> = Z<f’e]><ej>a<>_<faex>>

=

<g—f,a<>=<g,a<>—<f,a<>=<

J

und da(ej,e) = 0 fur j # k gilt, Uberlebt nur ein Summand der Summe, Ke¢e. Damit ist(g—
foe) = (f,e) — (f,ex) = 0. Also istg— f orthogonal zu allem. Wir wissen aber (Satz 4.14), dass
unsereg, ein maximales ONS bilden. Daher muss ein Element, das atiadgu alleng, steht, das
Nullelement sein. Also istg— f|| =0, und bzglL? ist alsof = g (vgl dazu die Bemerkung nach Satz
4.12). O

Bemerkung 4.19. L2 kann keine Basi¢b;, b, ...} haben in dem Sinne, dass jedes L? dargestellt
werden kann als Linearkombination d&t f = 5 Byby klappt im Allgemeinen nicht (vgl Beispiele
keN

4.6). Aber wegen Satz 4.16 sind dievon oben eine ON-Basis in dem Sinne, dass
Hf— Z erKHZZO, (Gk: (f,ek>). (4.13)
keN

Das passt perfekt zu unserer Sichtweise, nach der wir Faméiif , g als gleich auffassen, falls gilt:
| f —gll2=0. In dem Sinne bezeichnen Wi, &;,...} als ON-Basis vor.2.

Nun wissen wir aus Satz 4.16, dass (4.13) gilt. Damit wirdr abe linke Seite der Besselschen
Gleichung (siehe 4.17) gleich 0. Also gilt:

Satz 4.20(Parsevalsche GleichunglFur jedes fe L? gilt:

(o) 1 (o]
> (fa?=fl% also Zag+ Y (a+b})=|Ifl.
k=1 k=1

wobei a, by die Fourierkoeffizienten von f sind (vgl Def 2.1).

AbschlieRend noch zwei Bemerkungen.

Zu LP([a,b]): Fur jedes K p < « kann man die entsprechende Norm definieren:

Iti= ([ 1t00rax) "

und erhalt einen Banachraum. Aber nur file= 2 gehort diese Norm zu einem Innenprodukt, also
hat man nur flrp = 2 auch einen Hilbertraum. Trotzdem geht fik1p < o sonst fast alles hier
Diskutierte gut. Fump = 1 wird vieles anders; auch dort gibt es eine ausgefeilte fiteaber keine
so schone wie fup = 2.
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Zu L?([—o0,]): Hier ist das Skalarprodukt gegeben durch
(.9 = [ _f(x)gxdx

Damit wird auchL?([—oo, 00]) ein Hilbertraum. Eine ON-Basis (also ein maximales ONSYésgeben
durch dieHermite-Funktioneit¥y:

Wo(x) = e /2Hy (),

NETNG

wobei q
(N 2_ 32
Hn(X) = (—1)"€ OI)@e .
Die H,, sind dabei einfach Polynome vom Gnad

Ho(X) = 1, H1(X) = 2x, Ha(X) = 4x% — 2,H3(X) = 8x® — 12x, Ha(x) = 16x* — 48 +12,...

5 Fouriertransformation (FT)

Die Neigung des Menschen, kleine Dinge fur wichtig
zu halten, hat sehr viel Grol3es hervorgebracht.
G C Lichtenberg

Was wir jetzt bereits kbnnen: Gegeben ein Impuls (Signa&ll&)f. Falls es zusammengesetzt ist aus
reinen Wellen (sin, cos), deren Frequenzen Vielfache vameier sind (1,2,3,... bzw ), sin(2x)
usw), dann liefern uns die Fourierkoeffizienten den jeweiti Anteil (vgl etwa Bsp. 2.4). Wenn wir
nun aber ganz allgemeine Wellen untersuchen, so kdnnen iKombinationen von reinen Wellen
sein, die ganz verschieden sind (“inkommensurabel”: auft®# in etwa: nicht vergleichbar, auf
mathematisch: in irrationalem Verhaltnis stehend, wigaet undy/2).

Wir wollen nun alle moglichen Wertee R zulassen. Dann haben wir nicht mehr abzahlbar viele
Koeffizienten, und kdnnen nicht mehr mit Reihen der Fofmey cogkx) + by sin(kx) arbeiten. Statt-
keN

dessen bieten sich Integrale an.
Uberdies wird vieles systematischer, wenn wir zu kompletigren Funktionen ilbergehen. Es ist ja

€ = cogx) +isin(x)

Stattay cogkx) + b sin(kx) benutzen wir im Folgendeqe®*. Zum genauen Zusammenhang siehe
unten, Abschnitt 5.1, Seite 27. Denkt man das konsequenhdfirhrt das zu folgender Definition.

Definition 5.1. Sei f : R — C integrierbar UbeR, d.h. f € L}(R) := {f : R — C| [ |f(t)|dt < eo}.
Die Fouriertransformierte (FT) von f ist gegeben durch

flk) = /R f(x)e *dx

Manchmal ist es auch praktisch, die FT vbau schreiben al5 T (f).
Obacht: Die Definition der FT ist bei weitem nicht einheitlich! In V& Blchern steht das obige mit

einem Vorfaktors oder\/%[, oder aber im Exponenten kommt noch ein Faktodazu.
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Satz 5.2.Seien fge L, a € C, ac R. Fir die FT gelten folgende Eigenschaften:

1. Linearitat: f+g=1f+g, af =af.
2. Translationsformel: Ist g(x) = f(x— a), dann istg(k) = e~ f (k).
3. Modulationsformel: Ist g(x) = €& f(x), dann istg(k) = f(k— a).
4. Streckungsformel: Ist g(x) = f(ax), dann istg(k) = % f ().

Fur a= —1 erhdlt man mit dx) = f(—x) daraus:g(k) = f(—k).
5. Konjugationsformel: ?(k) :ﬂ. L

Falls f nur reelle Werte hat, wird daraus(—k) = f (k).

Proof. Zu (a):

~

009 = [ (109+g09)e = [ f(e et [ grge = Fk) + g0,

und _ _
af(k):/af(x)e—'kde:a/ f(x)e K dx = a (k).
R R
Zu (b):
/ f X — a IkXdX / f —ik(y+a) dy e |akf(k)
Zu (c),(d),(e): Aufgabe 21, Blatt 6. O

1 furxe[—aal

Beispiel 5.3. (a) Rechtecksfunktiorf : R — R, f(x) = 1_54(X) = { 0 sonst

(Obacht, nicht “Rechtecksschwingung”, die ist periodjstiese hier nicht.)

Es ist

1 1

f\k _ 1 KXy — ikx | _ __ —ika jka Kk
(k) . e dx= (Ik e a) = (e7@_ k) = ksm a
(Recall: €% — e~ = 2isin(x); vgl Aufgabe 22, Blatt 6).

(b) Die GaufZkurve der Standardnormalverteilung (siehén&@ite) ist ihre eigene FT, bis auf einen
konstanten Faktor. Genauer: Mitx) = e /2 st

f = v2nf.

= T \//\ ] [\\./ L4 ~
- ~-10 -5 \/[I(I \/ 5 10
k

-a a

Figure 5: Die Rechtecksfunktion_%, 5 und ihre FT (hier fum = 3)).
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Der Beweis dieser Aussage ist technisch anspruchsvoll doddert weitreichende Hilfsmittel, z.B.
Eindeutigkeitssatze fiir Losungen von Differentiaigiheingen, oder erzeugende Funktionen. Er findet
sich etwa in [PN], Abschnitt 2.4.4.2.

Allgemeiner gilt: Istf (x) = e~ ¥/®*/2, dann istf (k) = av/2me 9/,

Unter milden Voraussetzungen bekommen wir autie ursprungliche Funktiom zurtck.

Satz 5.4(Umkehrformel) Es seien fe LY und f € L. Dann gilt fur jede Stetigkeitsstelle x von f
F(x) = = / flk)ddk
21 /R
Proof. Wir wissen (Aufgabe 26 (a), Blatt 7):

/ F(K)g(K)dk = / f(k)g(k)dk (5.1)

R R
Setzen wirg(k) = e~ ¥/®)*/2 wissen wir aus Bsp 5.3 (b):
§(k) = V2roe /2,
In obige Gleichung eingesetzt liefert das
/R fk)e ®K%/2gK — \/ZT/Raf(k)e‘o‘zkz/de: \/ET/R f(&)e‘tz/zdt (t = ak).
Fura — oo ergibt sich daraus w{ stetig:
/]R f(k)dk= v/2rt /]R £(0)e C/2dt = 2 (0).

Das ist die Behauptung fix= 0. Fir beliebigex folgt die Behauptung dann aus der Anwendung des
obigen aufh(t) := f(t + x) unter Benutzung der Translationsformel (und ein bissckehrren). O

Diese Operation bezeichnen wir auchialgerse FT(IFT). Bezeichnung:

F(x) = IFT()(x) = %[/R f(k)e¥*dk

Damit lasst sich die Umkehrformel auch so formulieren:

f—f=t.

Insbesondere sagt die Umkehrformel, déssL2 durch f eindeutig bestimmt ist (¥).

Satz 5.5(Plancherel)

-~ —

/ FKFK)dk = 2n/ F(x)g(dx
R R
Wir benutzen zum Beweis folgendes Ergebnis.
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Lemma 5.6. f(x) = 2mtf (—x)
Proof. Wegen (*) ist?(x) = 2nf (—x) gleichbedeutend mit
?A(x) —2nf(—x), alsof (x) = 2rf (—x),
das heiltf, f(x)e **dx = 2mz [, f(—x)€*dx, was offenbar stimmt. O
Proof. (Plancherel) In der Gleichung (5.1) setzen tvie g. Damit erhalten wir
f@dk:/R?(k) dk/ X)dx = /fé

und das ist mit der Konjugationsformel gleich

/ f(x
21'[/R f(x)g(x)dx

Dieses Ergebnis bedeutet: Die durch das Skalarprodukt

(1.9) = [ 1(9gBdx

@))I

und nach Lemma 5.6 gleich

gegebene Norm auf? ist ja || f|| = /(f, f). Plancherel sagt, dass die Norm vbrenauy/2m mal
die Norm vonf ist. Damit kann man zeigen, dass die FT eine bijektive AhlvifivonL? auf L2 ist
(Details siehe [IN]). Falls die FT definiert wird wie oben, nur mit dem Vorfak%, dannistdie FT
sogar eindsometrie(eine abstandserhaltende Abbildung, so wie eine Drehuageaide Spiegelung
im RY).

Lemma 5.6 bedeutet ja auch:

W)

f = 412 f

Also liefert viermalige Anwendung der FT das urspriingdichis auf Skalierung umré. Hatten wir
die FT mit einem Vorfaktorx/—lzfn definiert, ware sogaf T4(f) = f fir alle f € L2

Satz 5.7(Riemann-Lebesgue)st f € L! und stetig, dann gilf(k) — O fur |k| — co.
Proof. Es ist
/ f IkXdX efTI]'k/k f IkXdX / f —ik( X+T[/k / f Ikydy

also ist 1 1 1

R Loy 4 ere o TR ikx

9 =3 (k)+2f(k)_2/R(f(x) f(x— ))e idx

Firk — o gehtf(x) — f(x— {) gegen O (dd stetig). O
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x kleiner X groef3er
“a a =

Figure 6: Die Faltung =g fur f = g die Rechteckfunktionf x g(x) ist die Flache deSlberlapps der
beiden Graphen, wobei der Graph v@(gespiegelt wird und) um verschoben wird.

Ein wichtiges Ergebnis: Der Faltungssatz. Dazu erinnere sich an MMfBW | (zahlentheoretis-
che Faltung) und MMfBW Il (Verteilungsdichte der Summe zevainabhangiger Zufallsvariablen =
Faltung der zwei Verteilungsdichten).

Definition 5.8. Die Faltung zweier Funktioneh,g € L ist

fxg(x) /f

Die Faltung beschreibt haufig Ereignisse in der Natur. 4sBder Schatten eines Gegenstands,
der von einer Lichtquelle beleuchtet wird, die Faltung demk des Gegenstands mit der Form der
Lichtquelle. Unscharfe Fotos entstehen durch falsche $3&tung, also bildlich: eine falsche Linse.

Das unscharfe Foto ist dann die Faltung des scharfen FotatemiForm der Linse. Dazu muss man

nattrlich mehrdimensional arbeiten.

Beispiel 5.9. Sei f = g die Rechtecksfunktiorf (x) = 1;_; 1. Dann ist

/1 1011 (X— tdt—/ 1 1g(x— tdt—/ gq(t- th—/ 1 1x1ex (DAt

Die Variablet lauft also nur von -1 bis 1: Interessant also har[—1,1]. Was passiert fir < —27?
Dannistx—t < —2+1=-1,also 1 4 ;j(x—t) =0.

Was passiert fix > 2? Dannisk—t >2—1=1, also 1 ; 3(x—t) = 0. Interessant nu < [-2,2].
Sei zunachsk € [—2,0]. Dann ist—1+x < —1, also in diesem Fall

1 1 1+x 14+x
/_ll[fl+x,1+x] (t)dt= /—1 L1140y (Ddt = / ldt= t‘t:% =2+x

-1
Ganz analog ist fix € [0, 2]
1
/_1 L 1ixax(dt=2-x

Damitist f « f eine Dreiecksfunktion auf-2,2] mit einer Spitze der Hohe 2 bei 0.

Die Faltung hat nette Eigenschaften:
Lemma5.10. 1. fxg=gx*f (Symmetrie)

2. fx(gxh)=(fxg)xh (Assoziativiit)
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3. fx(g+h)=fxg+ fxh (Distributivitat)

Proof. Das ist einfach:

fxg(x) /f (x— t)dt:/Rf(x—y)g(y)dy:g*f(x);

und alle Funktionen sind ih?, alsoabsolut integrierbay dann darf man die Integrale vertauschen
(Satz von Fubini):

% (g h)(x /f (g=h)(x— tdt—/ /g (x—t—s dsdt—// x—t - s)dtds
—//f (r—t)h —rdtdr—//f g(r —t)dt h(x—r)dr =

/(f*g)(r)h(x—r)dr:(f*g)*h

R

Die Distributivitat ist noch einfacher, das schreiben gar nicht erst auf. O
Satz 5.11(Faltungssatz). Fir f,ge L1 gilt: f+g=f-g.

Das Schone ist: Damit kann man Faltung (im Zeit-Raum BzRaum) in Multiplikation (im Fre-
quenzraum bzvk-Raum) Ubersetzen, und umgekehrt. Das ist z.B. Grundlagsechnelle Multip-
likation (das wird ausfiihrlich behandelt in Abschnitt 6Seite 40): Naives Multiplizieren zweier
Binarzahlen der LangebrauchtO(n?) Operationen. FT auf endlichen Mengen braucht®@{mlogn)

(wenn man’s richtig macht), und falten auch @(nlogn) (wenn man'’s richtig macht). Also stattg
berechne

feg="f-g (5.2)
(der Faltungssatz gilt entsprechend fur IFTO(mIlogn) Schritten.

Proof.

gk /f*g )& ¥ dix — //f x—t)g(t) dt & *Xdx— //f t)e ™ dx gt)dt
—//f e KO+ gy gt) dt—// )& dy git)e Kt

~ [ 15e ™ ay [ gitye Mat= (9 -(ky

Generelle Anmerkung:

Bemerkung 5.12. Praktisch alles in diesem Kapitel geht genauso fiir Funktid : R — C. Die FT
ist dann
flk)= [ fx)e™dx.
Rd
Dabei sindk = (ki,...,Kkq) undx = (xg,...,Xq) Vektoren inRY, das Integral ist also ein Mehrfachin-
tegral [p Jp Jg- - dxgdxdx, undk - x ist das Standardskalarproduktfif, also

K-X=KkqXs + -+ KkgXg
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Damit Gbertragen sich alle (soweit ich weil3) Ergebnisss Auf den mehrdimensionalen Fall. Auf
die Vorfaktoren 2rmuss man allerdings aufpassen, daraus wird Uiblicherv2igé.

Bemerkung 5.13. Vergleicht man die Kap. 2-4 mit Kap. 5, so fallen Paralleler: &Es gibt z.B.
beidesmal eine Parsevalsche Gleichung und einen Satz wmnaRn-Lebesgue. Das ist kein Zufall.
Begibt man sich auf eine noch abstraktere Warte als wir estinie so kann man FT definieren fur
lokalkompakte abelsche topologische Gruppen (LKAG).

Topologische Gr. heifdt: Gruppe mit einer Regel, was offeeadén sein sollen. Die
Regel muss konsistent sein unter verschiedenen Bedingunggeinigung zweier

offenen Mengen ist wieder offen etc. Alle Hilbertraumedstop Gruppen, denn sie
haben eine Metrik (“Abstand”), und alle metrischen Grupgied top Gruppen. Damit
kann man dann erklaren, was kompakte Mengen sind. “Lokaflakt” heil3t dann

einfach, dass jedes Element der Gruppe eine kompakte Umgdimsitzt.

Fur LKAG ist immer eineduale Gruppe erklart. So ist die duale Gruppe V@rgerade (isomorph
zu) R. Aber auch[—1t 11 ist eine lokalkomp abelsche Gruppe, wenn man die beiden writip
gleichsetzt (“aneinander klebt”). Die heif3t (eindim) Terdnd die duale Gruppe davon ist gerade
(isomorph zu¥z.

Treibt man also FT allgemein auf LKAG, so lebt die FT vbrauf der dualen Gruppe. B&iist das
dieselbe:R. Beim Torus ist es abéf. Und die FR, gelesen als..bs, by, b1,80,81,82...) lebt aufZ!
Wir kdnnten also alles in einem einheitlichen Rahmen lobten. Das ist fir uns aber wenig hilfreich,
des Verstandnisses und der Anwendungen wegen.

5.1 Poissons Summenformel (PSF)

In diesem Abschnitt bringen wir FT und FR zusammen; oder adeaen Worten: FT auR (Kap. 5)
und FT auf dem Torus (Kap. 2-4; wir hatten dort FR behandeé#r gon einer abstrakten Warte aus ist
das die FT auf dem Torus, vgl obige Bemerkung). Wir bleibegraln Ggs zur letzten Bemerkung,
recht konkret.

Lemma 5.14. Die komplexe FR von & Lt ist 5 c.&*, wobei
keZ

ok = ] /n f(x)e"™®*dx
2n/ n

Proof. Vergleichen wir diecky mit den alten Formeln fiia,, b, (vor Definition 2.1) und vergleichen
denk-ten Term der FR:

C+C k= Zi/n £ (x)(cos(kx) + i sin(kx))dx+ i/n (x) (cos( —kx) + i sin(—kx) )dx

21'[/ f (x)(cog(kx) + cog —kx) dx+|—/ )(sin(kx) + sin(—kx))dx

/f cos(kxdx+|—/f ) 0dx
—a+0

und analog(ck — c_k) = bx. Diesen Zusammenhang wollen wir hier festhalten:
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(an—ibp) n>0
Z(an+ib_n) n<O

Nl

Ch+Cn=2n
|(Cn - C_n) - bn

Damit stimmen die FR Uberein: Betrachtet man #dan Summanden der “alten” FR, so entspricht
der demk-ten plus dem-k-ten der “neuen” FR. Damit ergibt sich

k€ 4 c_e ™ = g (cogkx) + i sin(kx)) + c_k(cog —kx) + i sin(—kx))
= cx(cogkx) +isin(kx)) + c_x(cogkx) —isin(kx))
= (ck+C_k) cog(kx) +i(ck — c_) sin(kx)

O

Bemerkung 5.15. Die Ergebnisse aus Kapitel 4 tibertragen sich auf komplé&gafso die in Lemma
5.14). Das ONS voh?([—1, 1], C) ist hier (g )kez = (€%)kez.

~

Unter bestimmten Bedingungen giff f(n) = Y f(2m). Das sind diese:
ncz nez

Satz 5.16(PSF). Sei f< L! beschankt, stetig und sickweise stetig diff-bar. AuRerdem seiéii(x)
und X f'(x) beschiankt. Dann gilt

Proof. Weil x?f (x) beschrankt ist, gilt folgendes: Sek R festgelegt. Dann gibt's eine Konstar@te
so dass fur alle € Z: (x+n)?|f(x+n)| < C. Dannist| f (x+n)| < ﬁ Also konvergiert die Reihe

g(x) = ¥ f(x+n)gleichmaRig, daher igfeine stetige Funktion.
nezZ

Genauso ish(x) = S f/(x+n) eine stetige Funktion. Nach dem Hauptsatz der Analysi§(ist=

nez
X

[ f/(t)dt +afir einac R. Damit ist
0

/0 h(t)dt:/O S f/(t+n)dt= Z/o F/(t + m)dt

nez nez
-5 /n+xf’(t)dt: S f(n+x) - (1) = g — g(0).
nez”n nez

Hier durften wir Summe und Integral vertauschen, da die &glhichmalRig konvergiert.
Damit ist alsog das Integral einer stetigen (und integrierbaren) Funkt&so stetig und diff-bar.
Nach Satz 3.6 konvergiert dann seine FR punktweise gegPrh. insbesondere

S H=g0) =Y cm

NeZ mez

wobeig allerdings 1-periodisch und nichirgperiodisch war. Betrachten wir also die FR @),
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dann gilt

_i m i —imx _i/n i —imx _ i/ i —imx
Cm—zT[/ng(Zn)e dx= ot > f(2n+n)e dx= 3% o f(2n+n)e dx

- ~Mnez NeZ -n
_g 1L / T Y imy-2m) g
ne, 21 (2n—-1)m 21
_i l —im(y—2m) _i/ l —imy, _/ —im2mz4q-, __ F
_2n/Rf(2n)e dy= - [ 1(5)e ™dy= [ (e "2@dz— f(2m)
(dabei ist 2z =y.) Also ist ¥ ncz f(n) = g(0) = T ez, f(2m). O

Wir haben im Prinzip noch mehr gezeigt: Dagagleich seiner FR ist, is§(X) = Y ez f(N+X) =
Y mez Cm€™*. Damit ist wegen der Translationsformel

S fn+x) 3 fem)e™

nezZ mez

Die PSF ist ein starkes Werkzeug zum Berechnen der Wertanetstr unendlicher Reihen, vgl
Aufgaben 29 und 31, Blatt 8.

6 DFT

Angenommen, wir haben nun nicht mehr Funktionen mit DeéingbereictR oder[—T1t, 11, sondern
welche mit einem endlichen Definitionsbereich:

f:{0,1,....N—1} —»C

So eine Funktion kann man sich einfachidi&/ektor vorstellen: Die Funktion ist komplett beschrieben
durch die Angabe all ihrer Funktionswerte, das sMdstick. Also schreiben wir auch einfach
f = (fo, f1,..., fno1), mit f, = f(n). Auch dafur kdnnen wir FT definieren, diese heilktkrete
Fouriertransformation(DFT).

Definition 6.1. Die DFT vonf = (fo, f1,..., fn_1) istd = (do,ds, . ..,dy_1) mit

N-1
dk:% Z) fie 2N (k=0,1,...,N—1)
=

Schreibweisef = d, oderDF T (f) = d. Je nach Kontext schreiben wir stdtauchf = (o, f1,..., fy_1).
Guckt man sich die Defintion an, so sieht man, dass da einexMéktor-Multiplikation steht (mit

g =¢er/N):

do 11 1 1 o
d 1 ¢t §2 g (N1 f1
d i IR S 2N f2 1_
d= ds =n| 1 g3 g6 £-3(N-1) fa = \/—NV f,
dN—l 1 E_(N_]-) E_Z(N_l) Ce E_(N_]-)Z fN_]_
wobeiV = ﬁ (Ejk)ogj,ngfl' Den Vorfaktors haben wir in zweimal\% aufgespalten, damit gilt:
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Satz 6.2. Die Matrix V ist unitr, d.h. W' =E.

Dabei bezeichndt die N x N-Einheitsmatrix. Erinnerung:

Eine MatrixM € RN*N heiRtorthogona) fallsMMT = E. InR? oderR? sind das gerade die Matrizen,

die eine Drehung oder eine Spiegelung bewirken. OrthogoN&ltrizen bewirken abstands- und
winkeltreue Abbildungen. Fiir das Standardskalarprodsikthe (5.2)) inRY driickt sich das so aus:

V ist orthogonal, genau dann we¥ix-V x = x-X. (“Die Lange vonV xist gleich der Lange vor")

Eine Matrix M € CN*N heiRtunitar, falls MM' = E. Fir relle Matrizen heiRt das dasselbe wie
orthogonal. Fiir das Standardskalarproduktdfndriickt sich das so au$ unitar, genau dann wenn
VX-VX=X-X.

Proof. Wir zeigen das zeilenweise. Es muss geltiete Zeile malk-te Zeile = 1, undk-te Zeile mal
m-te Zeile = 0 furm # k. Bezeichnen wir mi¥ die k-te Zeile vonV. Dann gilt:

I e tkg—tk _ o _ 1
W' ) e N;}zz N;}E TPREE
und furk # m:
1Nt 1Nzt 1Ek— 1

V lkg—fm __ k— m
m N [z E E. N [Z E Ek_
Der Zahler im letzten Term ist 2 1 = 0, da& eine komplexeN-te Einheitswurzel istWik]. Der
Nenner ist ungleich null, daN < k—m < N undk —m# 0; aber&" wird nur 1, fallsn Vielfaches

von N ist. Also ist furm # k
Vi(Vm)T =0

und die Behauptung ist bewiesen. O

Bemerkung 6.3. Wegen dieses Satzes\ét! = V. Die Inverse vorV ist also effizient berechenbar.

Die Umkehrung der DFT, digverse DFT ist definiert durch
IDFT (d) =d = vVNVd

Damit bekommt man (natirlich!) aus jedein= f dasf zuriick. Hier sind’s ja nur Matrix-Vektor-
Multiplikationen, um Existenz von Integralen braucht mamdkeine Sorgen zu machen.

Satz 6.4.Fur V wie oben gilt: \V = E, wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet.

2 1
Also liefert, wie im kontinuierlichen Fall, die viermaliggnwendung der Fouriertransformation das
f zuriick, bis auf einen Vorfaktor (damalerhier%).

Daraus folgt direkt:

Weiterhin gelten etliche aus dem kontinuierlichen Fallkamsite Beziehungen. Zum Beispiel gelten
fur f = (fo, f1,.. fN 1) eCN yg= (g(),g]_, S ON— 1) € CN und deren DFTSf = (f(), fl, f|\| 1)
9= (00,01, --- ,gN_l) folgende Aussagen:
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1. Faltungssatz:  f+g=Nf-g. Dabeiist
1 N-1
f n =— frOn_ 0<n<N-1
g =§ 3 fgek  (0<n<N-1)
Der Indexn —k von g,_x kann negativ werden, also legen wir hier fiKlk < N — 1 fest:

Ok = ON—k-

2. Satz von Parseval:

N-1 , 1 N-1 )
Z)‘dn‘ N Z)’fn’
n= n=

3. Satz von Plancherel:

N-1__ g N-t
n;) fn0, = N n;) fndn

4. Darstellung als FR: Die FR vonf beschreibtf:

N-1 .
fr= Z fkeZTukn/N
k=0

Zu den Beweisen der ersten beiden Aussagen siehe die Auf@hb¢Blatt 9) und 36 (Blatt 10).
Bezuglich der letzten stellen wir fest: Es gilt= ﬁVf, also

f =NV 'f = VNVT,

das heiRt fur den-ten Eintragfy, = SN fe?™ VN,

6.1 Trigonometrische Interpolation

Wir wissen bereits, wie man mittels der FR periodische Honkin gut approximieren kann (Kap

2.1). Zum Bestimmen der Fourierkoeffizienten mussten wér &ttegrale berechnen. Nun versuchen
wir es mit den diskreten FR von oben, fur deren Koeffiziemaissen wir nur endliche Summen

berechnen. AuRRerdem betrachten wir eine etwas anderenté@adas Problems: statt Approximation
Interpolation.

Interpolation heif3t: Zu einem gegebenen Datensatz vontBafk, o), . .., (Xn-1,Yn-—1) finde eine
Funktion p, so dassp(xk) = Yk gilt fur alle 0< k < N —1. Diese Daten konnten z.B. Messdaten
sein, oder Punkte einer komplizierten Funktibnist der Abstand zwischen benachbarieen (den
Stitzstellef immer gleich (gilt alsdx — X1| = hfur alle 0< k < N — 2), so hei3en die Stitzstellen
aquidistant

Wieder wollen wir, das$ ein trigopnometrisches Polynom ist (s. Kap 2), also

p(x) = NZjak cog21KkX) + by sin(21Kkx).
k=

31



Satz 6.5.Sei f:[0,1] — R eine Funktion. Setze f(%), und es sei DFTfo, f1,..., fno1) =
(do,ds,...,dy_1) die DFT von(fo,..., fy—1). Dann gilt ur ax = Re(dk), bk = — Im(dy):

N-1

p(x) = Z) ay cog 21k x) + by sin(21kx)
k=

hat die Interpolationseigenschaft, d.h(Jp = f; = f({).

Proof. Laut Def der IDFT ist

(N g kK
| = kZO k(COS(ZT[jN)—HSIn(ZT[JN))

= N_1Re(d )(cos(2n'5)+isin(2n'5))+i Im(d )(cos(Zn'E)+isin(2n'E))
= k; k IN 1N k 1N IN))

und daf reell ist, verschwinden die Imaginarteile, und es bleibhen

N—le 2.k |d'2'k_j
kZO &(dk) cos(21j 1) — Im(d) sin(2mj ) = p(y;)

O

Es gibt aber ein Problem: Das ist eine perfekte Interpalatie wie der Satz zeigt — aber eine
schlechte Approximation.

Beispiel 6.6. Nehmen wir eine Dreiecksfunktion wie in Bild 7 (schwarzera@mn). Approximieren
wir wie oben beschrieben fiM = 4, so erhalten wir fimp den Graphen in Bild 7 links (rot bzw
grau). Er trifft an den Stitzstellen genau die Funktionse&vénuss er nach dem letzten Satz ja), aber
dazwischen weicht er stark ab. Versuchen wir nun, die Qaaliér Approximation zu verbessern,
indem wir die Zahl der Stitzstellen erhdhen, z.B. Huf 16, so trifft der Graph des entsprechenden
p die korrekten Funktionswerte an den Stitzstellen, dazwis aber oszilliert er nur um so starker.

Ein anderer Ansatz liefert eine bessere Approximation:

N/2-1
rX)= 35 aCos2mkx) + by sin(2mkx).
k="N/2

Satz 6.7.Sei f: [0,1] — R eine Funktion. Setze £ f(%), und es sefd_n;2,d_n/2+41, - s Ony2—2,On/2-1)
die DFT von(fg, —f1, f, — fs,..., (=1)N~1fy_1). Dann gilt fir ax = Re(dy), bk = — Im(dy):

N/2-1

r(x)= 5 acos2rkx) + by sin(2mk)
k="N/2

).

Z—

hat die Interpolationseigenschatft, d.h(er) = fj = 1(
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Figure 7: Trigonometrische Interpolation (roter bzw gra@eaph) einer Dreiecksfunktion (schwarzer
Graph) mit Hilfe der DFT nach Satz 6.5, fiir= 4 Stutzstellen (links) undl = 16 (rechts). Zwischen
den Stutzstellen oszilliert der Graph stark.

Proof. Es ist

NEt ik i ri(k-N/2) i 2ikx TN
F(x) = O 2 — Gy €2 (K N/2x Oy /€2 Rx g TINX
k:—ZN/Z k; / k; /

und das ist fiix = x; = & gleich

N-1

(=" Z dka/zezm'kn/N =(=1)"((-1)"fn) = fn.
K=0
Mit Satz 6.5 folgt die Behauptung. O

Dieses trigonometrische Polynom liefert auch eine bes&pproximation, wie man z.B. in Bild 8
sieht. Das lasst sich auch rigoros nachweisen, vgh[PKap 3. Da steht i.Wes. eine Fehlerab-
schatzung futjp— f||2, wo der Fehlerterm in unserem BE1) ist (also i.Wes. konstant) ist, und fur
|Ir — f]|2 ist der FehlerternO(N—™), falls f m-mal stetig diff-bar ist.

6.2 Diskrete Cosinus-Transformation (DCT)

Bisher war unserf auf [0,1] definiert. Daher konnen wif zu einer geraden Funktion fortsetzen,
indem wir f auf[—1,0] definieren durch (x) = f(—x). Dann werden in obigem Ansatz alle Sinusko-
effizienten zu Null, nur die Cosinusterme Uberleben, undewialten die (oder besser eirgiskrete
Cosinus-Transformation (DCT). Wir haben aber noch weitere Variationsmoglichkeitenr knnen
die fo, f1, f2,... fu_1 als Funktionswerte an den Stellef0 2, ..., 8=t interpretieren. Das ist etwas
unsymmetrisch: der linke Rand ist drin, der rechte nichteiQur machen es symmetrischer, indem
wir die Werte um% verschieben:fy, f1, fo,..., fy_1 sind dann die Funktionswerte an den Stellen

33



T T T Y T
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
X

T
-0.2

0.5 0.5
0.4 0.4
03 03
0.2 02
0.1 N
0 02 04 06 08 1.0 12 02 0 0.2
X

Figure 8: Trigonometrische Interpolation mit Hilfe der DiR&ch Satz 6.7. Die Oszillation ist sehr
gering.

St o B k- St 5. Das liefert zwei Wahlmoglichkeiten. (Bzw vier, da wir diption
“Rand drin” fir den rechten und den linken Rand unabhatmgfien konnen. Aber meist macht man
es rechts und links gleich.)

Wir kdnnen auch noch festlegen, ob die Funktion nach regédntade oder ungerade fortgesetzt wird,
siehe Bild 9. Das liefert also vier Ansatze, die DCT zu beren.

. 1 ‘ N-—-2 T
DCTI: akzé(f(ﬁ-(—l) fN,1)+nZl fncos<N_lnk> k=0,...,.N—1 (6.1)
N—-1 T 1
DCTII: = n; fncos<ﬁ <n+§> k> k=0,...,N—1 (6.2)
DCT Ill: _L04'S focos( Ml k=0,... N—1 6.3)
. ak— 2 0 nZl n N 2 —VU,..ny . .

DCT IV: ak—lecos<E<n+}><k+}>> k=0,...,N—1 (6.4)
. n;n N 2 2 90y .

Dabei ist haufig DCT Il gemeint, wenn von “der DCT” die Rede is

6.3 Bildkompression

Die Idee zur Bildkompression ist diese: Wegen des SatzeRi@mann-Lebesgue erwarten wir, dass
ax — 0 fur k — 0. Nehmen wir also eine Bildzeile und interpretieren die Grade dek-ten Pixels
als Funktionswerfy. Auf das so erhaltené wenden wir DFT an. VOF T ( f) speichern wir nur die
ersten 20 % (oder so) der Werte. (Also nur 20% des Speichars¢dZum Angucken berechnen wir
die IDFT, und hoffen, dass (da die letzten 80% nahe an Null, sitso fast Null, also nix ausmachen
sollten) das so erhaltene Bild sehr nah am ursprunglichilghig. Das klappt.
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DCT-II:
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Figure 9: Vier Moglichkeiten zur Definition der DCT. (Quell[wik])
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Eine erste Verbesserung dieser Idee finden wir in [GG]. Habiealso ein Schwarzweil3bild, kbnnen
wir es zeilenweise bearbeiten. Jede ZeileNd&ixel, und z.B. 256 mogliche Grauwerte.

(Genaueres in [GG], Kap. 13. Zu Run-length encoding und mHaff encoding siehenik]. Das
schreibe ich jetzt nicht noch mal hier hin. Die Idee in [GGlv8®run-length-encoding sollte man in
der Prifung erklaren kénnen.)

Die Vorgehensweise von jpeg ist nun diese: Zum Komprimieren

e Bearbeite jeden der drei Farbwerte einzeln (RGB bzw. YCbCr)

e Unterteile das Bild in & 8 Felder (evtl am Rand mit Nullen flllen)

e DCT fur jedes einzelne Feld, erst zeilen- dann spaltereveis

e Quantisieren der DCT (s.u., dies ist die einzige Stelle, mformation verloren geht)

¢ Run-length encoding, dann Huffman encoding

Ergebnis ist je eine Integer-Sequenz fur jedes 8Feld. Deren Lange liegt deutlich unter 256
Byte. Diese Sequenzen werden ppeg-file gespeichert. Beim Angucken eines jpg-files werden
die umgekehrten Schritte ausgefiihrt: Huffman-encodirakwarts, run-length-encoding riickwarts
(beides verlustfrei), IDCT, zusammensetzen der88Felder und der drei Farbwerte zum Gesamtbild.

Quantisieren heil3t hier: Die Eintrage der Matrix werdehdia nachste ganze Zahl gerundet, aber
bezuglich einer Quantisierungsmatx Der Eintrag an der Stelle, m wird durch Qxm geteilt und
dann gerundet. Unten ein Beispiel: Das erste ist die DCEifiifFeld. Der Eintrag oben links, also-
415, wird durch 16 geteilt (-25,9375) und dann gerundet)(-2Bie Matrix Q ist so gewahlt, dass
links oben, wo die Koeffizienten mit niedrigem Index stehetativ genau gerundet wird, und unten
rechts, wo die Koeffizienten mit hohem Index stehen, recbb grerundet wird. Hier eine typische
8x8-Matrix, wie sie nach der DCT entstehen kdnnte.

[ —415 -30 -61 27 56 —-20 -2 O]
4 -22 -61 10 13 -7 -9 5
—47 7 77 =25 =29 10 5 -6
—-49 12 34 -15 -10 6 2 2
12 -7 -13 -4 -2 2 -3 3
-8 3 2 -6 -2 1 4
-1 0 o -2 -1 -3 4 -1
0 0O -1 -4 -1 0 1

Deren Eintrage runden wir bzgl der Quantisierungsmaxix

DCT:

(16 11 10 16 24 40 51
12 12 14 19 26 58 60
14 13 16 24 40 57 69
14 17 22 29 51 87 80
18 22 37 56 68 109 103
24 35 55 64 81 104 113
49 64 78 87 103 121 120
72 92 95 98 112 100 103

O
I
=
© o wOw~NOugo
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Das ergibt in diesem Beispiel:

-2 -3 -6 2 2 -1 0 0]
0 -2 -4 1 1 000

-3 1 5-1-1 000
4 1 2 -1 0 000

1 0 0 0 0O 00O

O 0 0 0 O 00O

O 0 0 0 O 00O

. 0 0 O 0O O 0 0 0]

Wenn der Rechner jemanden fragt, wie hoch der Kompressiatsgin soll, so wahlt man damit eine
grobere (hohe Kompression) bzw feinere Matpaus.

Nach dem Quantisieren steht da eine Matrix, die tendenaigltn rechts nur Nullen enthalt. Auf
diese Matrix wenden wir run-length encoding an, indem wér diagonal durchlaufen, nach dem
unten dargestellten Schema. Auf die so erhaltene Sequamewavir Huffman-encoding an.

T
Vs
S

Ve usw

Das Ergebnis kommt mit bedeutend weniger Speicherplatalawdas urspriingliche Bild.

6.4 FFT

Offenbar ist es wiinschenswert, die DFT oder DCT effizierheechnen. Das geht so.

Satz 6.8. Aus den DFTs voIfo, f1,..., fn—1) und (fn, fni1, ..., fan—1) erhalten wir die DFT von
DFT (fo, fn, f1, fnya, f2, fnez, .-, fne1, fane1) (Lange 2N) so: Mit

1 .
dx = E(DFT(fo, f1,..., f|\|,1) —|—eﬁmk/NDFT(fN, N, szfl))k (O <k<N- 1)
1 .
dmk:E@FTUQH,”JMQ—GWWWFTUMmHWUJMADk(nggN—D
ist dann

DFT(fo, fn, f1, fnt1, T2, g2, oo, fne1, fone1) = (Do, da, ..., Oon1)
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Proof. Fir denk-ten Eintrag (0< k < N —1) gilt:

(

T
I

f e 2(@k/2N | ZO fN+ne—2Tu(2n+1)k/2N)

o

~

Il
= 2lr
Z >
g

N-1
f e 2rink/N | oTik/N Z fN+n672nink/N)

|
e

=0
(DFT f(), fq,.. fol) + e_mk/NDFT(fN, fN+1, ey szfl))k

S
|

I\JII—‘I\)

(1. Gleichung: Def DFT, und Aufteilen in zwei Summen, in eiage geraden2n), in einer die
ungerader{2n-+1).) Fur denk+ N-ten Eintrag (0< k < N — 1) erhalten wir ganz analog

1 N-1
deon = Zof ne M (kEN)/2N ZO i e—2Tu(2n+1)(k+N)/2N)

N—1
B l Z)f efzrun(kJrN)/N_i_e Ti(k+N)/N Z)fN e (k+N)n/N)

1

— —( ZO f e 2rink/Ng2rin_y i i/ ZO fN+ne—2T[ikn/Ne—2Tu'n)
2N A

l N-1 _ N-1 ,
— 2N Z f, efZTunk/N _efmk/N Z fN+nefZTukn/N)

=

(DFT( fo, f1,..., f|\|,1) — e_mk/NDFT(fN, fNL1,- - szfl))k

N

O

Dieses Ergebnis liefert einen divide-and-conquer-Altporins zum Berechnen der DFT@(nlogn)
Schritten. (Hier nur fUN = 29.) Dazu muss das Problem aufgeteilt werden in das Berectweierz
DFTs, die dann wieder aufgeteilt werden in 2 mal 2 usw.; bigejis N Stiick DFTs der Lange 1
berechnet werden missen. Die missen dann in der richigédrenfolge kombiniert werden. Hier
das Schema (fiN = 8):

o s f fs f, fe fs a
| | | | | | | |
DFT(fo) DFT(f4) DFT(fz) DFT(fB) DFT(fl) DFT(f5) DFT(f3) DFT(f7)
N\ v N\ v N v N v
DFT(fo, f4) DFT(fz, f6) DFT(fl, f5) DFT(fg, f7)

N v N v
DFT (fo, f2, fa, fe) DFT(fy, fs, f5, f7)
N v

DFT (fo, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7)

Das einzige Problem ist nun, wie bringen wir djgin die richtige Anfangsreihenfolge? Die richtige
Reihenfolge erhalten wir einfach durch Bitumkehr:

000— 000, 001— 100, 010— 010, 011— 110, 100— 001, usw
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Also (im FalleN = 8) muss an der O-ten Stellg stehen, an der ersten Stellg an der zweiterf,
usw. Natirlich hangt die Bitumkehr vdvi= 29 ab. FUrN = 16 ergibt sich etwa

0000— 000Q 0001— 100Q 0010— 0100 0011— 110Q 0100— 001Q usw

Algorithmus (FFT): SeiN =29, Seig = (go,01,---,9n-1) der Vektor, den man durch Umnum-
merierung mittels Bitumkehr aus= (fo, f1,..., fy_1) erhalt.

Starte mit den Vektoren der Langed®i] = (9j) (j =0,...,N—1). Berechne in Schritt(r > 1) die

29-" Vektoren der Lange'2
dro gy ey

aus den Vektoren im— 1-ten Schritt gemaf

. 1 10 e 15
dl[(r,J] _ §(d|[<r 12] | g-ik/2 1d|[(r 1,21+1]) (6.5)
. 1 10 e 15

I 1C AT R (6.6)

Dabei lauft (innerste Schleif&)=0,1,...,2" 1 —1, und (zweitinnerste Schleif¢)=0,1,...,29 " —1,
sowier =1,2,...,Q.

Bemerkung 6.9. Der obige Algorithmus erlaubt mit Wenigé%nderungen auch die Berechnung der
IDFT: Der Faktor? in (6.5) und (6.6) fallt weg, und awes ™/ wird in beiden Gleichungee™/? .

Beispiel 6.10. Hier ein (sehr einfaches) Beispiel fiir = 4: Wir berechnen die DFT fur den Vek-
tor (Datensatz)f = (8,—4,—8,16)". (Das' bedeutet nur, dass das als Spaltenvektor zu lesen ist).
Bitumkehr liefert

Go="fo=8gq="7HL=-8g=Hh=-4g="1=16

Das Schema ist
doo g0 go2 g3

N
1.0

dit gl

di2o

Dabei sindd>% und di>¥ Vektoren der Lange 2 (alsd¥ = (d}"% d*¥) usw) undd29 ist ein
Vektor der Lange 4. Die konkreten Werte:

8 -8 -4 16

NN
(0;8) (6;,—10)
N

(3;4+5i;-3;4-5i)

Dabei berechnet sich z.BL9 = (dl*? dl*?) so:

1 ) 1
d([)l,O] _ E(d([)O,O] +e—mod([)0,1}) _ E(8_ 8)=0
1 ) 1
d[ll,O] _ E(d([)O,O] B e_ruod([)o,l}) _ E(8_ (_3)) =8,
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undd29 = (d?%,d*%, d% d*%) so:

dc[)z,o] _ %(dc[Jl,O] +e_ni0d([)1’l]) — %(0+ 6) =3
d£2,0] _ %(dgl,O] _{_e—ni/ngl,l]) _ :_ZL(S_ i(—10)) = 4+5i,
dgz’o] _ %(dc[)l,o] _ e’”jod([,l’l]) — :_ZL(O_ 6) =-3

420 %(dgm ety %(8+ i(—10) = 4—5i.

Als Probe die “alte”, die Matrixmethode:

1 1 1 1 8 3
11 —i -1 i —4 4+ 5i
DFT((8,—4,—8,16)T):Z 11 1 1l sl=1 3
1 i -1 —i) \16 4—5i

Aufwandsbetrachtungen: Die Matrixmethode brauct®(N?) Rechenoperationen: Mindestens schon
%(N —1)? Multiplikationen, undN? Additionen. Andererseits gilt: Der FFT-Algorithmus (fir= 29)
brauchtg = logN Schritte (grof3e Schritte,lauft), und in jedem Schriti Additionen undN /2 Mul-
tiplikationen. Also gilt:

‘ Der FFT- Algorithmus berechnet die DFT vdrin O(NlogN) Schritten.‘

(Das Umordnen durch Bitumkehr durfen wir vernachlassigias ist fur groR&N billig: O(N) oder

weniger.) Die folgende Tabelle gibt ein&tberblick ilber das Verhaltnis des Aufwands beider Algo-
rithmen (aus [AHKKLS]):

Aufwand
N normale DFT FFT prozentual
4 28 12 42,857%
16 496 96 19,355 %
64 8128 576 7,087%
256 130816 3072 2,348%
1024 2096128 15360 0,733%

Auch fallsN keine Zweierpotenz ist, lassen sich gute Verfahren angdlbeWesentlichen geht es nur
darum,N = nN in n kleinere Datensatze der Lanfyeaufzuteilen. Immer wenh viele kleine Prim-

faktoren besitzt, geht das gut. Fallsgrof3e Primfaktoren besitzt, muss man auf andere Algorithme
zuruckgreifen.

6.5 Schnelle Multiplikation

Eine Anwendung der FFT ist schnelle Multiplikation von geolRZahlen. Wir schildern hier ein
Spielzeugbeispiel, dass das Prinzip in weiten Teilen welidat. Der wirkliche Algorithmus ist der
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Algorithmus von Sdinhage-StrassenDer arbeitet (so wie ich das verstehe) in endlichen Zahlrin
gen:Cy ={0,1,2,...,N — 1} mit Addition und Multiplikation modN. Auch dort gibt ex-te Ein-
heitswurzeln (Losungen vox' — 1 = 0). Das werden wir hier nicht vertiefen. Die Grundidee wird
durch die hier vorgestellte Methode illustriert.

Schnelle Multiplikation von Polynomen
Wollen wir zwei Polynome vom Grall — 1 multiplizieren, etwap(x) = x3 +x2 +x+ 1 undq(x) =
x3 4+ x2 + 1, dann brauchen wir naM? Multiplikationen (hierM = 4):

CHRHX+DCHXR+1D) =X+ X+ X+ R+ XX+ 3+ X%+ x+1

=X +20+2¢+3C+ 24 +x+1

(hier ein paar weniger, da ein Koeffizient 0 ist). Stellen e Polynome als Koeffizientenvektorgn
undq dar (alsopg + p1X-+ p2x2 +--- — (Po, P1, P2, - -.)), SO ist der Koeffizientenvektor des Produkts
der Polynome gegeben durtfrmal die Faltung der VektorerMp=q (vgl die Def der Faltung auf
Seite 31). Wegen evtlddbertrage missen wir den Koeffizientenvektor Mit= 2M Koordinaten

darstellen. (Also, damit etwa der O-te Eintrag nur igrund go abhangt, und nicht auch vaia und
0_1 = gm_1 etc) Fur unser Beispiel also

8-(1,1,1,1,0,0,0,0) % (1,0,1,1,0,0,0,0) = (1,1,2,3,2,2,1,0).

Jetzt haben wir folgende tolle Idee:

[Np+q=NIDFT (p-§) = IDFT(Np-G)|

In Worten: Die Faltung (das Produkt der Polynome) berechicbtnach dem Faltungssatz als inverse
DFT desN-fachen des Produkts der DFTs vprund g. Die DFT und IDFT konnen wir effizient
berechnen. Was bedeutet das Produkt? Ein Polynom ist gegkioeh seinen Koeffizientenvektor.
Jedes Polynom vom Grad — 1 ist aber auch eindeutig gegeben dukcRunktionswerte. Die DFT
von pist gerade (IN mal) der Vektor der Funktionswerte an den (komplexen) &tell§ &2, ... gN-1

(s. Aufgabe 41). Also:

-1 _
p=(P(1),p(&).pE),.... pE" )T
Den Koeffizientenvektor vop bekommen wir dann al$\(mal) die IDFT vonp zuriick.
Die Funktionswerte des Produkpsjan den Stellen £, ..., EN~1 ist der Vektor der Funktionswerte

(PA(L), PAE), -, paEV 1)) T = (p(L)a(1), PEE)AE). .., pENH)aEN )"

Den konnen wir aup und g einfach berechnen: elementweise multiplizieren. DesBéT lliefert
dann also die Koeffizientendarstellung voa! Nun ist pgein Polynom von hoherem GradN2- 2).
Daher brauchen wir mindestenbl 2 1 Funktionswerte. Es bietet sich an, mit Koeffizientenvekio
der Lange Rl zu arbeiten. Also:

Algorithmus (schnelle Multiplikation nach Hausfrauenart)

Gegeben zwei Polynomg q vom GradN — 1. Seienp und q ihre Koeffizientenvektoren der Lange
2N. Berechnep und g mittels FFT. Berechne dann die IDFT des Vektors

2N(Po-Go, P1-q1,---, Pon—1-O2n-1)

Ergebnis ist der Koeffzientenvektor vqm,
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Beispiel 6.11.(Etwas anders als das oben) §et) = x3 +x?+x+1, q(x) =x*+1. AlsoN = 4, also
arbeiten wir mit Vektoren der Lange 8:

p=(11,110,000), q=(10,1,00,0,0,0)

FFT liefert

p= %(4,1— (1+v2)i,0,1+ (14 v2)i,0,1— (1~ v2)i,0,1+ (1+ v2)i)

§=2(2,1-i,0,1+4i,2,1—i,0,14i)"

Damit ist

1

8pa= (1, %(1—0(1— (14+/2)),0, %(1+i)(l+(1+ V2)),0, g(1-Ha-(1- V2)),0, %(1+i)(l+(1+ v2)"

und die IDFT dieses Vektors iél, 1,2,2,1,1,0,0)". Also ist

O+ x4+ +1) =X+ X+ 23+ 23+ x+1.

Schnelle Multiplikation grol3er Zahlen

Das ist nun einfach: Statt des Koeffizientenvektors eindgnBms sei der Vektor nun die Binardar-
stellung der Lange R zweier Zahlen mit der Langd. (Man Uberlege sich: wen(po, p1, P2, - -.)
die Binardarstellung ist, ungd das Polynom zu diesem Koeffizientenvektor, was ist daf@)?) Ein
Beispiel:

15=(1,1,1,1,0,0,0,0), 5=(1,0,1,0,0,0,0,0)

Ganz analog wie oben wenden wir den Algorithmus an. Dann ist
15-5=(1,1,2,2,1,1,0,0)

Das ist so keine Binarzahl, aber Abarbeiten deertrage (von links nach rechts) liefert die korrekte
Binarzahl:

(1,1,2,2,1,1,0,0) — (1,1,0,3,1,1,0,0) — (1,1,0,1,2,1,0,0) — (1,1,0,1,0,2,0,0)
—(1,1,0,1,0,0,1,0) = 75=15.5

Bemerkung 6.12. Das obige Beispiel macht auch klar, warum es besser ist miietswurzeln in
(Cn,+,-) zu arbeiten statt mit komplexen Einheitswurzeln: Die eestesind ganzzahlig und reell
(integer), die letzteren weder noch (Bruiche, Wurzeln,gim@re Anteile). Das erste ist numerisch
einfacher und stabiler.

Ein Vergleich mit Tabelle auf Seite 40 ergibt: Fur Zahlert 1024 Bit lohnt sich’s schon: Statt
(i.Wes.) 1024 = 1.048576 Operationen fir “naive” Multiplikation brauchen wirWes.) nur drei
DFTs der Lange 2048, also weniger als T80 Operationen. (Grob grechnet: Fiur DFT der Lange
1024: 15.360, fir eine der Lange 2048 dann wohl wenige8@i800.)
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7 FTund DGL

Vorgange in der Natur lassen sich oft durch Differenteilcfiungen (DGL) beschreiben (z.B. die
schwingende Saite in Kapitel 1, aber auch Diffusion vonsEikeiten, zeitliche Entwicklung von
Tierpopulationen (“Rauber-Beute-Modell”) oder die en des Leoparden (“Aktivator-Inhibitor-
Modell”). DGL sind Gleichungen, in denen Variablen, Fuokien und ihre Ableitungen vorkommen.
Z.B.
f"=2f'—f  oder " =xf

Bei der zweiten dieser Gleichungen muss man spezifizietern, igendeine Variable ist, oder die,
nach der abgeleitet wird. Daher schreibt man i.Allg. nithtsondem(?—xf, um klarzumachen, dass
nachx abgeleitet wird. (Wenn aus dem Kontext klar ist, was gemisinschreiben wir aber weiterhin
oft f statt%(f.) Dass ist insbesondere wichtig fur Funktionen in mehrésariablen, z.B. die fur
die schwingende Saite: da darf maeinsetzen (Zeit) una (Ort). Daher kann man nicht mehr von
der Ableitung sprechen. Die entsprechenden Ableitungen niaeh dieser Variablen heiRgrartielle
Ableitungen Bezeichnet werden die folgendermafien.flsbn der Formf (t,x), so sind

0 0

—f bzw —f

ot 0x
die Ableitungen vorf nacht bzw nachx. Gleichbedeutend damit ist die Schreibwe%%e Mehrfache
Ableitungen schreiben wir als

a?)_f bzw az_f bzw 0771:
ot3 otox 0t30x20t2

fur: f 3mal nach abgeleitet, bzwf einmal nactx, dann einmal nachabgeleitet, bzwf 2mal nach,
dann 2mal nack, dann 3mal nachabgeleitet. Wichtig ist: Existieren die zweiten Ableit@mgnach
jeder einzelnen Koordinate, dann ist die Reihenfolge ddal]

Satz 7.1.Sei f: RY — C, also f von der Form fix3,Xs,...,Xq). Existieren alle zweiten partiellen
Ableitunge% (nnm=1,2,...,d), und sind stetig, dann gilt
0% f B 0% f
0%,0%m  OXm0X%n

Analoges gilt fur hohere Ableitungen. Unsere Funktiomesrden diese Bedingung immer erfllen.
Beispiel 7.2. Betrachte die DGL ganz am Anfang in Kapitel 1 (fik= 1):
62 62
oz =~ o
wobei f von der Formf (t,x) ist. Eine Losung waf (t,x) = sin(t) ( sin(x) + cogx)). Warum? Hatten
wir damals hergeleitet. Aber machen wir die Probe: Didseweimal nach abgeleitet ist
2
o2
und zweimal naclx abgeleitet ist
2
& f = sin(t)(—sin(x) 4+ (— cogx))) = —sin(t)(sin(x) + cogx)).
Die DGL ist also erfullt.

(7.1)

f = —sin(t)(sin(x) 4+ cogx)),

43



DGL, in denen partielle Ableitungen vorkommen, heien aBEHE (partial differential equation).
Oft ist nicht nur die DGL vorgegeben, sondern auch Anfangsvgvie ja auch bei der schwingen-
den Saite). Dann spricht man von einem Anfangswertprob®™R) (synonym: Randwertproblem,
Anfangswertaufgabe). Im Beispiel oben wiirden wir etwaazlgh fordern, dass gilt:

f(0,x) =0 und f(mx)=0 (xeR) (7.2)

Dann sind (7.1) und (7.2) zusammen das AWP. Mehr zur NomankiaAbb. 11, S. 49.

DGL und PDE sind im Allgemeinen schwierig zu losen. Es giBL zine, bzw ein System von PDE,
die Navier-Stokes-Gleichungenv(k], die das Stromungsverhalten von Flussigkeiten begmtme
Wenn man beweisen kann, dass dieses PDEsystem eine LasugaraR® hat, gewinnt man eine
Million Dollar. Man braucht die Losung nicht unbedingt hirschreiben, ein Existenzbeweis genigt.

Zu DGL gibt es also sehr viel zu erzahlen. Hier beschrameruns nur auf Losungsmethoden, die
auf FT beruhen. Grundlage ist folgendes Resultat, welcksadt, dass Ableitungen der Funktion

f nachx (im “real space”) einfach Multplikation der FT der Fktn (infrdurier-space”) mit einer
Potenz vorix entsprechen. (Bzw mik, wenn man die Variablen im real space und im Fourier-space
unterscheiden will.) Die Leitidee wird dann im folgendennigr sein, eine DGL (AWP, PDE) zu
fouriertransformieren, um dann eine Gleichung zu erhatienkeine Ableitungen mehr enthalt, und
(hoffentlich) einfacher zu l6sen ist.

Satz 7.3.Es sei f: R — C, f € L' und diff-bar, und f sei auch in . Dann gilt

— —~

(£ (k) = ik f (k)
Das mehrdimensionale Analogon des letzten Satzes ist:

Satz 7.4.Es sei f: RY — C, f € L!, also f von der Form fx;, X, ...,X) = ---. Dann istf von der
Form f(Kky, ko, ..., kq). Weiterhin soll die partielle Ableitungg—mf existieren und auch inLliegen.
Dann gilt

—

of ~
— = ikpf
Xy

Der Beweis ist in beiden Fallen der Gleiche. Wir formulieilen in der ersten Form (vgl auch Aufgabe
28, Blatt 8).

X
Proof. Weil f” integrierbar ist, giltf (x) — f(0) = [ f/(t)dt, und der Lime§( limf (x) existiert, namlich
0 %
[ f/(t)dt+ f(0). Dann aber muss dieser Limes 0 sein (sonst waniht integrierbar: es kame beim
0

Integrieren was unendliches raus.) Dito %> —oco. Dann hilft partielle Integration:
(F)(k) = / # (e Mdx= f(e ®|”  —(<ik) / f(x)e ®*dx= 0—0+ikf(k) = ikf(K)
R X=—00 R
O

Korollar 7.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 7.4, und falls @eten partiellen Ableitungen
existieren und in Lliegen, gilt

Nt e
ann:("(m)nf
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Das folgt direkt durch mehrmalige Anwendung von Satz 7.4.

Fur die folgenden Anwendungen stellen wir uhsft als Funktion int und x vor. Dabei istt € R
immer eindimensional (Zeitk darf auch mehrdimensional sein (Ort), ajse R¢.

Oft werden wir keindLdsung in geschlossener Folmekommen, also keine, die sich direkt als Funk-
tion hinschreiben lasst. Oft sind wir zufrieden, wenn Wiirgendwie in Abhangigkeit vorg hin-
schreiben kdnnen (z.B. als Integral Uiber irgendwas mgJ oder irgendwas mdj). Dann namlich
konnen wir erstens hoffen, etwas lber das qualitativdnaleen auszusagen (z.B. das Langzeitver-
halten), zweitens kdnnen wir die Formeln numerisch, abtoenungsweise, auswerten. Dazu spater.
Zunachst betrachten wir eine ahnliche Methode zur Lgsuom DGL (bzw AWP bzw PDE).

7.1 Lapacetransformation (LT) und LT-Methoden fur DGL

Ein viel starkeres Mittel zur Losung von DGL ist die LT. D fast genau so definiert wie die FT,
nur ohne das.

Definition 7.6. Seif : Rj — R. Dann heif3t

H@:qm@:/eﬂmmg

0

dort, wo das Integral existieft,aplacetransformiert€LT) von f.

Dabei isﬂRg :=[0;4o]. Falls das Integral fur mindestens sia R existiert, dann auch fur alle Werte
groRer alss. In diesem Fall gibt's also eiS € R, so dasd (f) definiert ist fur alles €]S; +[. Beim
Rechnen schreibt man auch gerne sfdtt) kurz F.

Die LT hat ganz analoge Eigenschaften wie die FT, s.u. undSafiz 5.2, 22. Wir wollen aber direkt
auf DGLs hinaus und notieren daher erstmal zwei Eigensamaft

Satz 7.7. Eigenschaften der LT.

e Linearitat: Sind f,g zwei Funktionen mit LL(f) und £(g), und sind ab € R, dann gilt

L(af+bg) =ar(f)+bL(g)

Differentiationsformel: Ist f n-mal diff-bar, so ist
L(T)(s) =sL(f)(s) - f(0), sowie allgemeiner

L(FW)(s) = LL(f)(s) - (0) — F72F(0) — - .- — s k=2 (0) — 1K1 (0)

Translationsformel: Ist F = £(f), dann gilt L(f (t —a)1i>a)(S) = € *F(s).

Modulationsformel: Ist F = £(f), dann gilt £L(e* f(t))(s) = F(s—a).

Streckungsformel: Ist F = £(f) und a> 0, dann gilt £(f(at))(s) = a%1F(§).
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Proof. Der Beweis der Linearitat ist einfach, die wird vererbt war Linearitat der Integration. Zum
Beweis der Differentationsregel tiberlegt man sich:

L(f)(s):/ e St (1) dt (7.3)
0
—St |® 00 ~—St
_ e _/ € ¥)dt (7.4)
=S =0 JO S
__fo 1 .
=-—0 7 SL(f ) (9) (7.5)
Die anderen Aussagen ergeben sich durch ahnliche Rechnung O

Nun ein Beispiel.
Beispiel 7.8.Sei f :]0; 4+, f(t) = €™. Dann ist

+oo 1 e 1 1 1
L(f)(s) = / est.efdt= —e@ | = |im ——e@ ¢ 1) =
0 a-s (o tote a—s a-s s—a

fur s> a. (FUrs < awird der Limes unendlich.) Insbesondere ist (falls: 0) die LT der konstanten
Funktion 1 einfachc(1)(s) = 1.

S

Echte Welt | Laplace-Welt| Konvergenzbereich
1 : Re{s} >0

C H Re{s} >0(n> —1)
Liac| e= Re(s} >0

e o Refs} > —a

(1—e @) o Re(s} >0

Uea eyt Re(s} > —a
sin(at) T Re{s} >0

cogat) o Re{s} >0

e sin(ct) G Re(s} > —a

e dcogct) C +§3§+C2 Re(s} > —a

Table 1: Die Laplacetransformationen einiger Funktionen.

Anwendung auf DGL bzw AWP: Die Differentiationsformel aus Satz 7.7 erlaubt uns, eiegedpene
DGL in eine Gleichung zu Ubersetzen, in der keine Ableiemgehr vorkommen. Diese kdnnen wir
hoffentlich I6sen, und die Losung dann zuriicktransieren. Dabei hilft obige Tabelle.

Bemerkung 7.9. Gegeben eine Laplacetransformierte, wie erhalt man diprangliche Funktion
zuriick? Das ist komplizierter als bei FT. D.h., die Formafid ist recht kompliziert, und es gibt
keine so schone Dualitat wie bei FT (vgl Lemma 5.6: Da lieah ja z.B., fallsf gerade, und ist
die FT vonf, dann ist 2tf die FT vonf.

Gegeben eine Laplacetransformierte, ist die urspriimglieunktion eindeutig? Das ist ganz so wie
bei FT: Ja, bis auf eine Menge vom Mal3 0. Also, sind Funktionen mit der selben LT, dann ist
|If —g|l2 =0, und wir fasserf undg als gleich auf.
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Beispiel 7.10.Lose das AWP
f7(t) +4f'(t)+4f(t) =9¢; f(0)=f'(0)=0

Wenden wir LT auf diese Gleichung an (und benutzen dann dfamgswertbedingungen), erhalten
wir

PF(s)— $T(0) — £/(0) +4SF(S) — £(0) + 4F (S) = (£ + 45+ 4)F () — 0 :91
alsoF (s) = m Das steht so nicht in unserer Tabelle. Also benutzen wirdMaruchzerlegung
[H1, wik]. Damit erhalten wir

1 1 3
s—1 s+2 (s+2)?

F(s) =

Die einzelnen Summanden stehen in der Tabelle, also kominelas nun — einfach durch Nachgucken
in der Tabelle — zuriicktransformieren, und erhalfé¢t) = € —e~% — 3te"2. Eine Probe bestatigt,
dass das in der Tat das AWP |0Ost.

7.2 Lineare DGL(-systeme) mit konstanten Koeffizienten

Wie erwahnt lassen mittels DGL bzw AWP viele natirlicherg&nge beschreiben. Nehmen wir ein
ganznaives Rauber-Beute-Modelt In einem See leben zur Zdit= 0 ein Paar Ungeheuerfische
und 5 Paare Vegetarierfische. Die Ungeheuerfische fresseviedetarierfische. Die jeweilige Zahl
der Paare zur Zett nennen wiru(t) bzw v(t). Die Wachstumsrate ist dann die Ableitung nach der
Zeit, alsou'(t) bzw V/(t). (Ist das negativ, bedeutet das halt, daR die Populatiorursgdit.) Je
mehr Fische des gleichen Typs es gibt, desto hoher soll diriGenrate sein. AufRerdem sinkt die
Wachstumsrate der Vegetarierfische, je mehr Ungeheuarfesslgibt; und umgekehrt wirkt sich die
Zahl der Vegetarierfische auf die Wachstumsrate der Ungefisthe positiv aus. Das fihrt zum
AWP

u'(t) =2u(t)+v(t), V(t)=-ult)+2v(t), u0) =1 v(0)=5 (7.6)

Bemerkung 7.11. Das ist genau genommen keine DGL, kein AWP und keine PDE esoran Sys-
tem von DGL. Das macht nix, kdbnnen wir genauso behandelreinfache DGL (AWP, PDE). Dieses
hier ist ein besonders einfaches, eine sogendimaare DGL mit konstanten Koeffizienten (bzw ein
lineares DGL-System mit... der Einfachheit halber werdénDGL und DGL-Systeme sprachlich
nicht unterscheiden, das sieht man schlielich im konkré&ailh selbst). Mehr zur Nomenklatur in
Abb. 11.

Zur Losung des AWP: LT von (7.6) ergibt

sU(s)— u(0)=20(s)+V(s), sV(s)—v(0)=-U(s)+2V(s)
(S) ( 2U(s)—1, U(s)=5—(s—2)V(s) (einsetzen)
U(s)=5-(s—2U(s)+ (s~ 2)
~U(s) = s+3 s-2 . 5
(s—2)24+1 (s—2)2+1 (s—2)2+1
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Figure 10: Die Losungen unseres naiven Rauber-BeuteeNdod In rot (bzw grau): Rauber, in
schwarz: Beute.

Dabei haben wir im letzten Schritt auf Tabelle 1 geschiett dan Bruch in zwei passende Summan-
den aufgeteilt (also zwei, die in der Tabelle vorkomen).ii¢ktransformieren liefert dann

u(t) = €*(cost) +5sin(t)),

undv erhalten wir entweder analog (obbnstattV einsetzen), oder durch Ausnutzen der DGL (7.6)
alsv(t) = u/(t) — 2u(t):
v(t) = € (5cogt) —sin(t)).

Nun kdnnen wir eine Probe machen: Z.B. ist
U (t) = 26® (cogt) + 5sin(t)) +€* (—sin(t) + 5cogt)) = 2u(t) + v(t),

wie es sein soll. Allerdings zeigt diese Losung ein selessierhalten: In Bild 10 sind die Funktionen
u (rot bzw grau) unds (schwarz) gezeigt. Nach unserem Modell ist es so, dass &eitir= 2 etwa
200 Paare von Ungeheuerfischen gibt, aber -200 Vegetachgréiare! Und zur Zeit = 5 gibt es
plotzlich Gber 50.000 Vegetarierfischpaare, aber -1 \0Ongeheuerfischpaare! Wir kbnnen dieses
Modell also getrost wegschmeif3en.

Bemerkung 7.12.Es gibt PDE-Modelle, die ganz ausgezeichnet das RaubaeBérhaltnis in Pop-
ulationen modellieren, etwa dieotka-Volterra-Gleichungen Dessen Losungen stimmen nicht nur
ganz prachtig mit echten Beobachtungen uberein, soreftanben auch (qualitativ) prazise Vorher-
sagen.

7.3 FT-Methoden: Die Warmegleichung

Die folgende PDE bzw das AWP heil3t (eindimensionale) Wataiehung. Es beschreibt die zeitliche
Verteilung der Warme in einem Medium, bei gegebener Ardaageilungg. Hier ist das Medium
eindimensional (also etwa ein langer Draht oder so.)

of o1 _

5 e =0 f0X=9x (xeR)
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Der Def-bereich der ja PDE
gesuchten Funktionen ist (partielle DGL)
mehrdimensional

ODE nein
(gewodhnliche DGL)

i Es gibt
AWP ja !
(Anfangswertproblem) Anfar}gfs(g?:mgt)mgen

nein

Y

Form ja
a f(t) + b g(t) + ... mit Lineare DGL
a,b,... unabh von f,g...
Form nein
nein af(t) + bg(t) + ...
mit a,b,... in R.
Y

L Nichtlineare DGL ja
\4
Lineare DGL
mit konstanten Koeffizienten
Homogene lineare DGL ja Form nein Inhomogene l-ineare DGL
mit konstanten Koeffizienten af(t)+bg(t)+..=0 mit konstanten Koeffizienten

Figure 11: Ein grobes Schema zur Benennung der Typen von D@&s ist nicht vollig konsistent.
So dient DGL etwa als generelle Bezeichnung fur alle, dex tiorkommen, aber auch als Begriff
in Abgrenzung zu AWP. Die GroRRe der Kastchen hier ist @vaht. Lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten etwa sind nur ein ganz kleiner Teil, wahread @hema PDE ein eigener Zweig der
Mathematik ist.

Wir wenden nun FT auf die Gleichungen an, und zwar (TRICK)aufrdie raumliche Variable, also
X. Wir erhalten 5 5

—f—(k)?f==f+Kf=0 f=g furt=0

pralml U it ) g

Das fassen wir nun als Gleichung nur noch auf, die andere Variablé, betrachten wir als konstant.
Damit ist es eine einfache DGL geworden: Lose

() +Kfty=0, f0O) =g

Diese ist nun einfacher, insbesondere kommt nur noch este ébleitung vor. Die Losung kann
man fast schon raten. (Ansonsten per LT [osen.) Die einzigeing istf(t) = @e"‘zt. Also ist f die
inverse FT davonf = IFT (G- e*"zt). Nach dem Faltungssatz ist dahe- g+h, mith=IDFT (e ).

Dann st (vgl Bsp 5.3, S. 22)

h(x) = —_g¢/4

Vart

Also ist

1 —xy)?
fxt) = gehxt) = = [ e gly)dy

Damit sind wir zufrieden: Das istimmer noch ein komplizéerTerm, aber er gilt fur allg (zumindest
alle erlaubten, z.By € L), liefert also eine allgemeine Losung. AuRerdem lasst diese Darstellung
— bei gegebenerg — numerisch auswerten.

Auch lasst sich etwas aussagen Uber das Langzeitverhalsst — oo: Fir grof3e wird der Vorfaktor
immer kleiner. Dere-Term im Integral ist i.Wes. eine Glockenkurve. Diese wiril wachsendent
immer flacher und breiter. Diese wird ngiigefaltet. Egal wigg aussieht (z.B. starke Erhitzung eines
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kleinen Teils des Drahts), die Temperatur gleicht sich imfealer Zeit Uberall an und geht gegen 0
(wobei 0 der “Grundtemperatur” des Drahtes entspricht alB. Umgebungstemperatur).

7.4 FT-Methoden: Die mehrdimensionale Wellengleichung

Zunachst machen wir uns genauer klar, was die mehrdim Féuted Istf ‘RY - C, f €L? dann
ist
firRI5C, flk)= /de*ik‘xf(x)dx
R

Dabei istk- x das Skalarprodukk-x = (kq,...,kq) - (X1,...,%d) = kaxg + - - + KgXq. Also steht in der
Def oben. .- e i(kat+kixa) ... "ynd somit ein Mehrfachintegral

f(k) Z//---/e‘i(klxl+"'+kdxd)f(x1,...,xd)dxl---dxd.
RJ/R JR

Die Verallgemeinerung von Korollar 7.5 auf gemischte gddiAbleitungen sieht dann so aus:
Korollar 7.13. Unter den Voraussetzungen von Korollar 7.5 gilt:

ot

axiox .o — (ka)™ (ike)™ - (ika)™ T,

wobei n=n; +--- 4+ nq.

Das wollen wir gerne etwas kirzer schreiben. Daher setzefiimo = (ng,...,ng) € Ng

o"f

af __
D™= 0X;10Xy2 - - - X

Weiterhin sei fiilk € RY definiert:k* = ki*ky? - -- k{*. Damit wird aus der Gleichung oben

— ~

Do f = (ik)* f
Eine weitere wichtige Notation ist deaplaceoperatar

o P o
0 03 0X3

In Worten: Af ist die Summe aller zweiten partiellen Ableitungen naater Variablen.

Af

Beispiel 7.14.Sei f (X) = X3 + X2 — g — X3 + 8x3. Dann ist

0°f

— =6X1+2

02 1+

0% f

— =-12G+16, also
0x5

Af =6x—12¢5+ 18
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Figure 12: Die Funktionf(x,y) = x> +y? in [-2;2] x [-2;2] (links), und die Gradienten bei
(1,0), (1, %), (1,1) und (0,1). (Das rechte Bild ist der Graph “von oben” gesehen.)

Figure 13: Die Funktionf(x,y) = x* —y? in [-2;2] x [-2;2] (links), und die Gradienten bei
(1,0),(1,3),(1,1) und(0,1).
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Figure 14: Die Funktiorf (x,y) = x3+x2 — x— y*+8y? in [-3;3] x [-3;3. Der Gradient wird 0 an
den lokalen Maxima bei—2,—1) und(2,—1) (auf den “Armlehnen” des Sessels), sowie beim lokalen
Minimum bei(1,0) (in der “Sitzflache” des Sessels).

Recall: Der GradientOf einer differenzierbaren Funktioh: RY — R ist der Vektor der ersten par-
tiellen Ableitungen. Der Gradient der Funktidnaus dem obigen Beispiel ist alsof (x1,x2) =

(3% +2x — 1; —4x3 + 16xp). Der Gradient an der Stelle= (xq,...,Xq) ist ein Vektor, der in die
Richtung des steilsten Anstiegs an der Stzlleeigt. Je steiler der Anstieg, desto langer ist dieser
Vektor. Das illustrieren die folgenden Bilder.

Der Laplaceoperator ist die Summe der partiellen Ableiamder Eintrage des Gradienten, also ein
Malf3 fur dieAnderungsrate der Steigung an der entsprechenden Stelle.

Beispiel 7.15.Fur f : R — R, f(x) = x? ist die Steigung an der Stebggenauf’(x) = x. Die Steigung
nimmt also linear zu, (bet = 1: 1, beix = 2: 2, beix= 3: 3, usw). dieAnderungsrate der Steigung
ist also konstant. Passt: Hier &5t einfach die zweite Ableitung, alsbf (x) = 1.

Physikalisch driickt der Gradient die Richtung aus, in deKeaftgefalle herrscht, und wie hoch das
ist. Drickt f etwa den Luftdruck aus, so zeigt der Gradient an der StaiteRichtung des hochsten
Druckanstiegs, und sein negatives daher in die Richtundhdelssten Druckabfalls. In genau diese
Richtung werden dann die Luftteilchen bejezogen. Dadurch andert sich nun die Druckverteilung,
also f. Ein MaR fur das Ungleichgewicht der Druckverteilung kéalso fiir dieAnderungsrate des
Luftdrucks) ist alsaAf. Insbesondere ist, wenn kein Ungleichgewicht vorliégt,= 0. Das System
ist dann in einem Gleichgewichtszustand. Ergo:

Bemerkung 7.16. Gleichgewichte in physikalischen Modellen lassen sictcluraplaceoperatoren
beschreiben. Ein System, beschrieben durdist im Gleichgewicht, falldAf = 0.

Nun erinnern wir an die physikalische Tatsache, dass, maden Ort zur Zeit beschreibt, die erste
Ableitung vonh nacht die Geschwindigkeit beschreibt, und die zweite AbleituigRBEschleunigung.

Beispiel 7.17.Ein raketengetriebenes Auto, das zur Zeit 0 am Orth(0) = 0 ist, erfahrt durch die

Rakete eine konstante Beschleunigung, %éh(t) =1 fur allet > 0. (Die Konstante kbnnen wir
durch geeignete Wahl der Maf3einheit immer zu eins macheahgDst die Geschwindigkeit zur Zeit
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t genaud%h(t) =1t (evtl plus einer Konstanten). Und der Ort, an das die Raketenzur Zeit ist, ist
h(t) = 3t2 (evtl plus einer Konstanten, aber wir wissenljd) = 0, also ist die Konstante Null).

Das bringt uns zur Wellengleichung. Die Idee ist, dass digcBeunigung, die auf ein Teilchen zur

Zeitt an der Stellex wirkt (also‘?;—;(t,x)) gleich dem Ungleichgewicht beiist, alsoAf(t,x). Gehen
wir von einer Anfangsverteilung aus, und einer Anfangsgeschwindigkeit 0, so erhalten verX¥&P

2 f
Tt _af=o, f(0,x) = g(x), Z—t

2 (0,x) =0.

Das ist diewWellengleichungwave equation). Um sie zu l6sen, benutzen wir FX.ikVir wissen (vgl
Aufgabe 48, Blatt 13):
Af = —|k|*f

Also wird aus der Gleichung oben durch raumliche FT (FT nw)i

a—2f+\k]2f—0 f(0,k) = g(k) a—fA(Ok)—O
atz ) 9 _97 0’[ I M

Wieder ist das eine einfache DGL (bzw ein AWP) nut.iDeren allgemeine Losung ist (vgl Aufgabe
46, Blatt 12, und beachte:(i|k|)? = |k|?)

c-élt y g.gilkit
Wegen der Anfangsbedingungen muss gelten
c-dM0d.eMO—g  cilk &0 —dik|-e k0 =0,
alsoc+d=gundc—d =0, alsoc =d = 3. Damit ist
F— g(eit|k| 4tk

und mit der Umkehrformel (vgl Satz 5.4, Seite 23) erhalten wi

1 9(K)  joekstlk) |, aiOck—tlK)
f(tvx)_(zn)d Bt +é )dk

Damit sind wir wieder zufrieden: Wie bei der Warmegleichust das eine allgemeine Loésunggn
(gut), nicht in geschlossener Form (schlecht), aber inrfedall naherungsweise berechenbar (gut).
Anders als bei der Warmegleichung zeigt die Wellenglaichkein eindeutiges Langzeitverhalten.
Das passt zur physikalischen Interpretation: Es konnte-jda in dem Modell Reibungsverlust ver-
nachlassigt wird — eine Welle sich ewig weiter ausbreiteder es konnte ein Wellenmuster sich
(zeit-)periodisch immer wiederholen.

Bei der Wellengleichung war die Grundidee:
Beschleunigung bei = Ungleichgewicht des Systems bei

Mit unserem jetzigen Kenntnisstand lesen wir die Warmiefleng (s. oben) ahnlich. Ihre mehrdim
Formist3 f —Af = 0. Also:
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Geschwindigkeit bex = Ungleichgewicht des Systems bei

Mit Fouriermethoden lassen sich einige andere wichtige BBIEandeln. In dem Buch [g gibt

es ein Kapitel, das heil3t: “Four important linear PDE”. Zwlavon sind die (mehrdimensionale)
Warmegleichung und die Wellengleichung. Eine weitereldnQuantenphysik fundamental wichtige
Gleichung ist dieschibdingergleichundEv], [wik ]; auch diese lasst sich mit den oben beschriebenen
Methoden behandeln.
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