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Aufgabe 1, Losung: Alles was hier gefragt war, war eine Probe durchzufiihren:

i) w: [1,00[— R, u(t) = cos(1) einsetzen:

Links: u/(t) = t21( sin(1/t)), rechts: t%\/l —cos(1/t)? = %\/sm (1/t)? t2 sin(1/t), also gleich

u'(t). Also erfiillt dieses u die DGL.

ii) w:[0,3] — R, u(t) = (sin(t))? einsetzen: u'(t) = 2sin(t) cos(t), rechts: 2 cos(t)+/(sin(t))? =
2 cos(t) sin(t).

AWP: Einsetzen: u(0) = (sin(0))? = 0? = 0. Stimmt.

Aufgabe 2, Lésung;:

(a) Trennung der Verdnderlichen:

/udu:/etdt =

1
w=e+C =

u(t) = £v2et + C.

(b) Nach «' Umstellen ergibt: v’ = -u. Trennung der Verénderlichen:

=t
t2+1

1 —t 1 2t 1
Zdu= | ——dt=—-= | =———dt=—In|P+1|+C =
/u b /t2+1 2/t2+1 I+ 1+

1
In|u| = —iln(tQ—i-l)—i-C =
1

u(t) = :I:exp(—%ln(ﬂ +1)+0C)= eC . (t2 + 1)—1/2 — ~t27+1.

(Mittels Formel fiir homogene lineare DGL geht’s auch).

(c) Nach « Umstellen ergibt: u/ = '527_1 u+1=(t— %) -4+ 1. Das ist eine inhomogene lineare
DGL.

Als allgemeine Losung der homogenen Gleichung v/ = (t — 1) - u ergibt sich (mit der Formel):

t

1 2 L 2
up(t) = Cexp( t—;dt):Cfﬂ'e :Cme2.
2
Eine spezielle Losung us der inhomogenen Gleichung (mit der Formel): Mit A(t) = LeT ist

G
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Somit ist die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

1 1 #2
H)=—— +C_e%.
wlt) =~ + Oge



Aufgabe 3, Losung: Lipschitzbedingung testen: Dazu muss man das Intervall fiir die u ein-
schrinken. Gesucht ist eine lokale Losung um ug = 1, also sei z.B. u € [0,2](= Q, mitb = 1).
Nun entweder zu Fufi:

1t w) = f ()l = [f(tu) = f(t,0)] = [P0 —t20%] = [¢2]: [u? —0?| < a*[uto]-[u—v| < a®4lu—],
also mit L := 4a?: |f(t,u) — f(t,v)| < L|u — v|. Ausserdem ist f als Polynom in ¢ und u stetig.

Fertig.

(Noch einfacher geht’s mit Lemma 6.2: Statt der Lipschitzbedingung zeigt man, dass die Ablei-
tung von f nach u, also 2t?u, auf einem geeigneten Intervall beschrinkt ist.)

—u

Aufgabe 4, Losung: Immer ist ug = 1, to = 1, f(t,u) = 5

(c)ulzl—i—%-;“l:>u1:1—%u1:>u1:%.
=3, 1, zu — 3 _u _
U =3+ 5" —5 = U2=7 T = u2 = §.

Exakte Losung durch Trennung der Verdnderlichen (oder auch Formel fiir lineare homogene
DGL): u(t) = 1. Der exakte Wert ist also u(2) = 3.

Aufgabe 5, Losung: Die DGL l6sen durch Trennung der Verdnderlichen: Fiir o £ —1:

1 tOH‘l ratl patl
/du = /to‘dt = In|u| = = |u| = eoFT = u(t) = teaFr.
U a+1

Analog folgt fiir o = —1: In |u| = In|t| = wu(t) = £t. Diese Losung tut’s schon mal: lim¢ = 0.

t—

a+1
Nun geht ¢'at1 genau dann gegen 0, wenn der Exponent gegen —oo strebt. Da laut Aufga-

benstellung ¢ > 0 gilt, muss « + 1 negativ sein (sonst bekommt man kein Minus), also folgt
a < —1.

Ferner muss lim;_, t®T1 = 0o gelten. Das ist aber fiir a+1 < 0 stets der Fall: t*t! = t—a%l’ der
Nenner geht gegen 0 (da der Exponent positiv ist), also der Bruch gegen +oc.

Antwort: Fiir alle o < —1.

Aufgabe 6, Losung: Charakteristisches Polynom ablesen: 2 — 522 + 82 — 4. Eine Nullstelle ist
leicht zu raten, némlich 1 (denn 13> — 512+ 8.1 — 4 = 0). Diese Abspalten (Polynomdivision):

23— 5?4 8x —4=(x—1)(x—2)%

Somit sind wir im Fall einer einfachen und einer doppelten reellen Nullstelle. Fundamentalsystem
daher: {ef,e?! te*'}. Eine allgemeine Losung sieht also so aus: u(t) = Ae! + Be? + Cte?’. Diese
Ableiten, um die Anfangswertbedingung zu erfiillen: u'(t) = Ae! + 2Be? + Ce?® + 2Cte?!, und
u”(t) = Ael + 4Be* 4 4Ce?" + 4Cte?'. Damit folgt aus der AWbedingung (¢ = 0 einsetzen):

A +B =1
A +2B +C = 2
A +4B +44C = 1

Losen ergibt: A = —3, B = 4,C = —3. Losung des AWP: —3e! + 42! — 3te?.
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Aufgabe 7, Losung Die zugehorige Matrix ist A = ( 3 ) Die Eigenwerte bestimmen:

O N
o=

Nullstellen des charakteristischen Polynoms
(2—2)2B-2)—3-2)=(@—-dz+22—1)3—2) = B-daz+2)B—2)=1-2)3—2)(3—x).

Nun zu den Eigenwerten 1,3 und 3 zugehorige Eigenvektoren bestimmen (Lésen der linearen
Gleichungssysteme (A —I)v = 0 und (A —3I)v = 0): Eigenvektor zu 1 ist z.B.: (—1,1,0), Eigen-
vektoren zu 3 sind z.B.: (1,1,0), (—3,0,1). Das ist gut: Ein Fundamentalsytem zu v' = C~'ACv

-11-3 t 0 0

(wobei C' = < 1o ) die Matrix ist, deren Spalten die EV sind) ist dann: {(eg ), (gét ), ( 0 > }.
€

Weiter ist u = Cwv eine Losung von v/ = Au. Ein Fundamentalsystem dazu ist also

—et e3t —3¢3t
() (5) o
Eine Losung der Form e3'a = 3! ( gé ) darf nur die beiden letzten Komponenten des Fundamen-
talsystems enthalten (denn e! darf nicht vorkommen). Also u(t) = aest(é) + Be3( _(1)3). Damit
ist @ von der Form a(é) +ﬂ(_(1)3), a, B €R.

Aufgabe 8, Losung: Das ist eine inhomogene lineare DGL. Die Losung der homogenen ist
(Trennung der Verénderlichen):

1 -
/du:/?dt Shnjul=alnt+C = u(t) =20 =0 (ehhe = e,
u

Eine spezielle Losung us der inhomogenen DGL: Mit A(t) = t* ist (Formel): Falls « # 1:

a—1 1 1

Falls o = 1: us(t) =t*-1 =+t.

Die allgemeine Losung ist somit ¢t + C't®. Das ist ein Polynom genau dann, wenn « eine ganze
nichtnegative Zahl ist.



