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Aufgabe 23: Sei (G, ) eine Gruppe, H C G. Dann heifit (H,-) Untergruppe von (G,-), wenn (H,-)
ebenfalls eine Gruppe ist.
(a) Zeigen Sie, dass das neutrale Element von H das neutrale Element von G ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes a € H gilt: Das inverse Element a~! in H ist das gleiche
wie in G.
(c) Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind.
i. (H,-) ist Untergruppe von (G, ).
ii. Fiir zwei beliebige Elemente a,b € H gilt: sowohl = € H als auch ab € H.
iii. Fiir zwei beliebige Elemente a,b € H gilt: a~'b € H.
Hinweis: Zeigen Sie i.=-ii., ii.= iii., iii.= 1.
(1+1+3 Punkte)

Aufgabe 24: Wir betrachten die Gruppe G der Permutationen von drei Elementen, d. h. die Gruppe
der bijektiven Abbildungen von M = {1,2,3} nach M.

(a) Zeigen Sie, dass G nicht abelsch ist, d. h. finden Sie zwei Elemente a,b € G mit
ab # ba.

(b) Wieviele Elemente besitzt G?
(c) Fiir welche n gibt es ein g € G, g # e mit g" = e?
(d) Wie ldsst sich G geometrisch deuten?

(14+141+1 Punkte)

Aufgabe 25: Zeigen Sie, dass es einen Korper mit zwei Elementen gibt.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie man auf der Menge {0,1} Addition und Multiplikation
definieren muss, damit die Korperaxiome erfiillt sind.

(3 Punkte)

Aufgabe 26: Sei G = {p+ V3 q | p,qg € Q} NRT. Zeigen Sie, dass (G,-) eine Gruppe ist, wenn - die
iibliche Multiplikation in R ist.

(2 Punkte)

(bitte wenden)



Aufgabe 27*: Berechnen Sie die Taylor-Reihe von f(z) = Arctan(z) um 0, und bestimmen Sie auch
deren Konvergenzradius.

Hinweis: Setzen Sie fiir n > 1 an. f("(z) = (li"Tgl)n und leiten Sie fiir die P, folgende
Rekursion ab: Py(z) = 1,; Py(z) = (1 + 2%) P _,(z) — 2naxP,_1(z) (fiir n > 1).

Zeigen Sie nun, dass die P,, abwechselend gerade und ungerade Polynome sind, und folgern
Sie f™)(0) = 0 fiir m € N.

Weiter gilt, dass P (x) = —n(n+ 1) - P,—1(z) (fiir n > 1). (Beweis ?7) Leiten Sie hiermit
eine neue Rekursion fiir die Polynome P,, ab, in der keine Ableitungen mehr vorkommen,
und folgern Sie f™+1)(0) = (—1)"(2m)!

(5 Punkte)
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