Ultrafiltres et théorie de Ramsey

Anne Siegel

Ecole Normale Supérieure de Lyon 46 allée d’Italie 69364 Lyon cedex 07, FRANCE

Effectué sous la direction de M. Walter Deuber

Contents

1 Introduction 3

2 Ultrafiltres 3 2.1 Géneralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 2.1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 2.1.2 Ultrafiltres principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 2.1.3 Lien avec la théorie de Ramsey . . . . . . . . . . . . . . . 5 2.2 Compactification de Stone-Cech d’un semigroupe . . . . . . . . . 6 2.3 Topologie sur βS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 2.4 Structure de semigroupe sur βS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Propriétés algébriques des semigroupes compacts topologiques à droite 8 3.1 Idempotents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 3.1.1 Existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 3.1.2 Une opération sur ces idempotents . . . . . . . . . . . . . 9 3.2 Idéaux à gauche minimaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4 Les résultats classiques de la théorie de Ramsey 10 4.1 Partitions d’ensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 4.2 Progressions arithmétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 4.2.1 Le théorème de Van der Waerden . . . . . . . . . . . . . . 11 4.2.2 Le théorème de Hales-Jewett . . . . . . . . . . . . . . . . 13 4.2.3 Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 4.3 Versions finitistes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 5 Sommes finies monocolores en dimension finie 16 5.1 Le Théorème de Milliken et Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 5.2 Sommes finies indépendantes dans les graphes sans K_m ou K_{m,m} 17

6 Systèmes d’équations linéaires 18 6.1 Le théorème de Deuber . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 6.2 Les systèmes-(M, P, C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 A Régularité des systèmes-(M, P, C) : introduction 20

B Quelques lemmes algébriques 21 B.1 Idéaux à gauche minimaux dans un semigroupe compact topologique a droite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 B.2 Construction de semigroupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 B.3 Quelques propriétés de βN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

C Ultrafiltre dont tous les éléments contiennent un ensemble- (m, p, c) 25 C.1 Construction d’un sous semigroupe compact de βN . . . . . . . . 25 C.1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1