VERTIEFUNG: ANALYSIS (GHR) Wintersemester 2009/10

Konvergenz und Cauchyfolgen in Q

Wie wir in Satz 4.10 gesehen haben, sind die beiden folgenden Aussagen in R dquivalent:
e Die Folge (a,)nen konvergiert.

e Die Folge (ay,)nen ist eine Cauchyfolge.

Im allgemeinen gilt aber nur, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. (Bei dem
Beweis dieser Richtung gingen nur die Abschitzungen des Abstandes zweier Folgenglieder
zum Grenzwert der Folge und die Dreiecksungleichung ein.)

Die Umkehrung gilt nicht! (Beim Beweis ging hier Satz 4.6. (Bolzano-Weierstra8) ein, fiir
desen Beweis man die Fxistenz kleinster oberer Schranken bzw. grofiter unterer Schranken
in den reellen Zahlen benétigte. Man versucht daher als Gegenbeispiel eine Folge zu finden,
fiir die der Grenzwert nicht in Q liegt.)

Hier die ,,Ausarbeitung®“ des Beispiels aus der Vorlesung;:

Wir wéhlen ein zp := 1 und definieren rekursiv eine Folge (x,)nen, durch

1 2
Tp41 ::§ :Bn—l—x— .

Natiirlich sind alle Folgenglieder der Folge (z,)nen, rational.

Wir zeigen: Die Folge (z,)nen, ist eine Cauchyfolge.

Wir zeigen zuniichst, dass (22),ecn, konvergent ist.

e Untere Schranke (fiir n > 1):!
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also 22 > 2 fiir n > 1.

e Obere Schranke: )

Beweis durch vollstindige Induktion

—n=0:

1
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Da alle x,, > 0 sind (bereits gezeigt), kann man ihre Kehrwerte bilden.
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— Induktionsvoraussetzung:

1
2<24 —.
T, <2+ on
—n—on+1: )
1 2 1
da=(3(me ) =1(rie )
1
< Z<x3‘+6)’ da 22 > 2
1 1 :
< 1 2+ ot 6 | (nach Induktionsvoraussetzung)
=2 ! 2 !
=2t on42 — + on+1"

Damit folgt: lim,, .., 22 = 2.

Da wir wissen, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist, ist also (22),en, eine
Cauchyfolge.

Zu jedem € > 0 gibt es also ein N € N mit
|22, — 22| < e

fiir alle m,n > N.

Sei nun € > (0. Dann gilt:
|2 — 20| < 2|20 — 4]

< (Tym + ) - |Tp — x|, denn z,,, x, > 1
= |(Tm + ) * (Tm — T4)| = |x3n _33721| <ée
fiir alle m,n > N.

Also ist auch (z,)nen, selbst eine Cauchyfolge.

Wir zeigen nun: Die Folge (x,,)nen, konvergiert nicht in Q.

Wie wir bereits gesehen haben, konvergiert die Folge in R, und zwar gegen v/2. Wiirde sie
nun in Q konvergieren, so miisste wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes auch v/2 € Q
gelten. Das ist aber nicht der Fall!

Angenommen, v2 € Q. Dann lieBe sich v/2 = 7 mit natiirlichen Zahlen a, b schreiben,
wobei der Bruch 3 gekiirzt ist.

Dann wire aber 2 = (%)2 = Z—j, also 2 - b? = a?. Damit miisste a? eine gerade Zahl sein,
also auch a gerade — denn: Quadrate ungerader Zahlen sind ungerade — und damit sogar

b = % gerade. Dann wére aber auch b gerade. Widerspruch! (§ war ein gekiirzter Bruch.)
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