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Aufgabe 15:[Dynamik von Einschrittverfahren in einem Beispiel]

Untersuchen Sie die diskreten dynamischen Systeme (R, N, {®}, }.en), die sich durch Anwen-
dung von Einschrittverfahren auf

ergeben:

a) Fir das Euler-Verfahren besitzt ® o, einen Fixpunkt bei 0, der das Intervall (—/ A%, \/ A%)

anzieht und einen instabilen 2-periodischen Orbit {—/ %, v/ %} (Vervollstandigung der
Vorlesung).

b) Fiir das implizite Euler-Verfahren besitzt ® 5, nur den Fixpunkt O und dieser ist global
anziehend (Vervollstindigung der Vorlesung).

c¢) Fiir das verbesserte Polygonzug-Verfahren und das Verfahren von Heun bestimme man
alle Fixpunkte und deren asymptotische Stabilitit.

(6 Punkte)
Aufgabe 16: [Zeitdiskretisierung der Warmeleitungsgleichung]

Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung

U = Ugy, 0 <1, 20
u(0,t) =u(l,t) =0, u(z,0) = up(x).

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass diese Aufgabe fiir ug € L?(0, 1) die (schwache) Lésung
u(-,t) = che’\’“tvk, e = —k*7?
k=1

besitzt, wobei die Koeffizienten sich aus der Fourierentwicklung
up = chvk, ) = (ug, vp)2 vi(x) = V2 sin(krz), z € [0, 1]
k=1
ergeben. Wir diskretisieren nur die Zeit mit der Schrittweite A¢ > 0 und dem impliziten Euler-
Verfahren, d.h. wir berechnen Néherungen v"(x),z € [0, 1] fir u(z,nAt),z € [0,1] fir n =
1,2, ... rekursiv aus der folgenden Randwertaufgabe:

1
~7 (W =) =gl wrt0) = utt (1) = 0.



a) Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢ der (formalen) Reihenentwicklung

o0
u”zg Cp V.
k=1

und zeigen u™ € L?(0, 1) fiir jedes n > 1.
b) Zeigen Sie fiir festes 7' > 0 und die Schrittweiten Aty = T'/N

|u(-, T) —u™ |2 — 0 fir N — oo.

(8 Punkte)



