Aufgaben zur Vorlesung
Numerik dynamischer Systeme W.-J. Beyn

Sommersemester 2016

Abgabe: Montag, 27.6.2016, bis 10:15 Uhr, Postfach 114 (Alina Girod) in V3-128
Ubungsgruppe:  Mi. 8-10, V4-119
Aufgabe 19: [Konsistenz und Fixpunkte von Mehrschrittverfahren]
Gegeben sei das Anfangswertproblem
u=f(u), u(0)=u"€R™ feC(R™R™) (1)

und ein explizites k-Mehrschrittverfahren der Form
1
Ktyzzoayuj+yzv<uj’...7uj+k1’At>7 j:071,27... (2)

mit Koeffizienten a,, v = 0,..., k, a, # 0, einer Verfahrensfunktion V' € C'(RF™ x R, R™)
und einer Startrechnung

w =V, At), V; e CR™" xR,R™) j=1,....k—1.

(1) Zeigen Sie, dass das Mehrschrittverfahren genau dann konsistent ist (wie in Numerik
gewohnlicher Differentialgleichungen), wenn fiir alle y € R™ gilt

k
Za,,:o, <Zua,,>f(y):V(y,...,y,0), Vi(y,0)=y, j=1,....,k—1
v=0

v=0

(ii) Schreiben Sie das Mehrschrittverfahren mit den Vektoren U7 = (u?, ..., u/T+=1)T ¢ Rkm
um in ein Einschrittverfahren der Form

Ut = a0 (U7),7=0,1,2,.... 3)

mit Startrechnung U° = @, (u°). Sei @ ein Gleichgewicht von (1) mit D f () invertier-
bar und ein konsistentes Mehrschrittverfahren der Stufe k& gegeben. Zeigen Sie, dass ® ¢
ebenfalls einen Fixpunkt fiir hinreichend kleines At besitzt und dieser in einer geeigne-
ten Umgebung eindeutig ist (Satz liber implizite Funktionen !). Lisst sich der Fehler zum
Gleichgewicht © durch den Konsistenzfehler abschidtzen? Was bedeutet der Fixpunkt fiir
das Verfahren (2) ? Gibt es i.A. eine Startrechnung, die diesen Fixpunkt erzeugt ?

(8 Punkte)



Aufgabe 20: [Differentialgleichungen 2. Ordnung und Stabilititsbereiche]
Betrachte das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung

i+ ot = Au, u(t) € R™, 4)

mit einer Konstanten o > 0 und einer (i.A. komplex) diagonalisierbaren Matrix A € R™*"™.
Schreiben Sie (4) auf ein System erster Ordnung um

U = BU, U:(?‘),
u

und geben Sie die Eigenwerte A € o(B) in Abhingigkeit von den Eigenwerten 1 € o(A) an.
Falls o(A) reell ist und in einem Intervall [—a, —b] mit 0 < b < a liegt, beschreibe man die
Lage von o(B) und bestimme einen Sektor um die negative reelle Achse

Sy ={z € C:|arg(—2)| <0}, arg(z) =y, falls z =z, ¢ € (—7,7],

in dem o(B) liegt. Diskutieren Sie die Konsequenzen fiir die numerische Losung durch ein
Einschrittverfahren mit Stabilitdtsbereich S zur Schrittweite At > 0.

(6 Punkte)



