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2. Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Definition: (Ω, p) heißt Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum)

Erinnerung: Ereignisse sind Teilmengen des Ereignisraums Ω

Mengen und Mengenoperationen: Seien A, B, A1, A2, · · · ⊂ Ω

• Komplement von A: Ac = {ω ∈ Ω: ω 6∈ A}

• Schnitt von A und B: A ∩B = {ω ∈ Ω: ω ∈ A und ω ∈ B}

• Vereinigung von A und B: A ∪B = {ω ∈ Ω: ω ∈ A oder ω ∈ B}

• A ohne B: A \B = {ω ∈ Ω: ω ∈ A und ω 6∈ B} = A ∩Bc

• A und B disjunkt: A ∩B = ∅

• A1, A2, A3, . . . paarweise disjunkt: Ai ∩Aj = ∅ ∀ i, j mit i 6= j

• A1, A2, A3, . . . disjunkt:
⋂

i Ai = ∅

Beispiel: Würfeln, A = {2, 4, 6} (gerade Zahl) und B = {1, 2, 3, 4} (höchstens 4)
Betrachte A, Ac, A ∩B, A ∪B, A \B, B \A
Welche dieser Ereignisse sind disjunkt, welche sind paarweise disjunkt?

Beispiel:
Die Mengen Ai = {j ∈ N : j ≥ i} ⊂ N sind disjunkt, aber nicht paarweise disjunkt



Rechenregeln für Mengen / Ereignisse: Seien A, B, C ⊂ Ω

• Transitivität: Gelten A ⊂ B und B ⊂ C, so folgt A ⊂ C

• Kommutativgesetz: A ∪B = B ∪A sowie A ∩B = B ∩A

• Assoziativgesetz: (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) sowie (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

• Distributivgesetz:
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) sowie A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

• de Morgansche Regeln: (A ∪B)c = Ac ∩Bc sowie (A ∩B)c = Ac ∪Bc

Beweis: elementweise, vgl. Bilder

Rechenregeln für Wahrscheinlichkeiten: Seien A, B, A1, A2, · · · ⊂ Ω

(a) Für paarweise disjunkte A1, A2, . . . gilt: P (
⋃

i Ai) =
∑

i P (Ai)
Beweis: Definition der Ws. eines Ereignisses, dann Umschreiben der Summe

(b) P (Ac) = 1− P (A)
Beweis: Mit Ω = A ∪Ac zurückführen auf (a)

(c) A ⊂ B ⇒ P (A) ≤ P (B)
Beweis: B disjunkt zerlegen, (a) anwenden

(d) A ⊂ B ⇒ P (B) = P (A) + P (B \A)
Beweis: wie für (c)

(e) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)
Beweis: Disjunktes Zerlegen von A ∪B und erneutes Zusammensetzen zeigt
P (A ∪B) + P (A ∩B) = P (A ∩Bc) + P (B ∩Ac) + 2P (A ∩B) = P (A) + P (B)

Ein- und Ausschlußprinzip: Seien A, B, C ⊂ Ω
P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∩B ∩ C)

Allgemeiner Fall: Seien A1, A2, . . . , An ⊂ Ω

P
( n⋃

i=1
Ai

)
=
∑

i

P (Ai)−
∑
i<j

P (Ai ∩Aj) +
∑

i<j<k

P (Ai ∩Aj ∩Ak)

− . . . + (−1)n+1P (A1 ∩ . . . ∩An)

Beweis: Vollständige Induktion
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Beispiel: n-mal Würfeln
Wie groß ist die Ws., mindestens eine Sechs zu werfen?

• Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}n = {(ω1, . . . , ωn) : ωk ∈ {1, . . . , 6} für k = 1, . . . , n}
(alle n-Tupel mit Einträgen aus {1, 2, 3, 4, 5, 6})

• Für p wähle die Gleichverteilung auf Ω, d.h. p(ω) = 1/|Ω| = 1/6n ∀ω ∈ Ω

• A = {ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω: ∃ k ∈ {1, . . . , n} mit ωk = 6}
(A ist das Ereignis, mindestens eine Sechs zu würfeln)

• A =
⋃n

i=1 Ai mit Ai = {(ω1, . . . , ωn) ∈ Ω: ωi = 6}
(Ai ist das Ereignis, eine Sechs im i-ten Wurf zu würfeln)
Beachte: Die Ereignisse Ai sind nicht paarweise disjunkt!

Wir wollen das Ein- und Ausschlußprinzip verwenden:

• P (Ai) = |Ai|/|Ω| = 6n−1/6n = 1/6

• P (Ai ∩Aj) = |Ai ∩Aj |/|Ω| = 6n−2/6n = 1/62 für i < j

• P (Ai ∩Aj ∩Ak) = |Ai ∩Aj ∩Ak|/|Ω| = 6n−3/6n = 1/63 für i < j < k

• Allgemein:
P (Ai1 ∩ · · · ∩Aik

) = |Ai1 ∩ · · · ∩Aik
|/|Ω| = 6n−k/6n = 1/6k für i1 < i2 < · · · < ik

Mit dem Ein- und Ausschlußprinzip:

P (A) =
n∑

k=1
(−1)k−1 ∑

1≤i1<···<ik≤n

P (Ai1 ∩ · · · ∩Aik
) =

n∑
k=1

(−1)k−1
(

n

k

)
1
6k

Der Ausdruck kann weiter vereinfacht werden (mit Hilfe der binomischen Formel).

Beispiel: n-mal Würfeln (mit einfacherem Lösungsweg)
Ac = {(ω1, . . . , ωn) ∈ Ω: ωi ∈ {1, . . . , 5} für i = 1, . . . , n} impliziert sofort

P (A) = 1− P (Ac) = 1− |A
c|
|Ω| = 1−

(5
6
)n
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