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8. Unabhangigkeit von ZufallsgroBen, Erwartungswert, Varianz und erste Abschatzungen

8.1 Erwartungswert und Unabhangigkeit

Aus der Linearitat des Erwartungswerts folgen:
ElaX]=aE[X] und E[X +Y]=E[X]+E[Y]
fir a € R und R-wertige ZufallsgroBen XY, deren Erwartungswerte existieren.

Gilt auch E[XY] = E[X]-E[Y]?

Beispiel: Es gibt X,Y mit E[X - Y] # E[X] - E[Y]
Es seien P{X = +1} =P{X = -1} =1/2 und Y = X. Dann gelten

E[X]=E[Y]=0 und E[XY]=E[X?=E[1]=1.

Satz
Seien X : Q > R und Y : Q — R zwei unabhingige ZufallsgroBen, deren Erwartungswerte existieren.
Dann existiert der Erwartungswert von X - Y, und es gilt E[X - Y] = E[X] - E[Y].

Beweis
Wir nehmen wiederum zunachst an, daB der Erwartungswert von X - Y existiert. Wir beginnen mit der
folgenden Darstellung: Fiir z # 0 gilt

P{XY =z} =) P{XY =z |Y =y}P{Y =y} =Y P{X =2|Y =y}P{Y =y}.
y#0 y#0
Mit Hilfe der Unabhangigkeit von X und Y folgt P{X = 2 | Y =y} = P{X = 2}, also

z
E[X Y] = ZZIF’{XY =z} = Z Z —yP{X = JP{Y =y} = Z Zwy]P’{X =z}P{Y =y},
z £0y20 Y Y70 240
und Sortieren der Terme zeigt

E[X Y] = (Z yP{Y = y}> (Z rP{X = x}) = E[X]-E[Y].
y#0 a#0
Eine analoge Rechnung zeigt die Existenz des Erwartungswerts.



Beispiel: E[X - Y] = E[X] - E[Y] impliziert nicht, daB X und Y unabhingig sind
Die HilfszufallsgroBen X7 und Y7 seien unabhangig mit

]P’{Xl:O}:P{Xlzl}:%:IP’{Yl:0}:IP’{Y1:1}.

Definiere X = X; + Y7 und Y = |X; — Yj|. Dann sind X und Y nicht unabhingig, und aber
E[X - Y] = E[X] - E[Y] gilt, denn

X(Q) ={0,1,2} und Y/(Q) = {0,1}

Beachte: Y =0=X; =1 =X e€{0,2} undY =1=X; #Y1 = X =1

P{X =1,Y =0} =0,da{X =1Y =0} =0, wahrend P{X =1} =2-1 > 0 und
P{Y=0}=2-2>0

EX-Y]=0-P{..}+1-P{X Y =1} +2P{X-Y

2} =0+P{Y =1} +0 =3 und
EX]-EY] = (EX:]+EW])- 1-P{Y =1} = (1 +3)-

NO|—= II

N[ =

Bemerkung

Der Satz kann nicht nur zum Berechnen von Erwartungswerten von Produkten unabhangiger Zufalls-
groBen verwendet werden, sondern kann auch benutzt werden, um zu zeigen, daB zwei ZufallsgréBen
nicht unabhangig sein kdnnen, wenn der Erwartungswert des Produkts der ZufallsgréBen nicht ins
Produkt der einzelnen Erwartungswerte zerfallt.



8.2 Varianz

Zur Erinnerung
Die Varianz einer ZufallsgroBe X mit existierendem Erwartungswert ist gegeben durch

Var(X) =E[(X —E[X])*] = )  (z—E[X])*P{X =a}
z€X(Q)

(gewichtete quadratische Abweichung vom Erwartungswert)

Bemerkung
Var(X) >0

Beispiel
ZufallsgroBen X, Y mit

1 1
P{X=+1} = =P{X=-1} und P{Y=+100} = =P{Y = -100}

Dann ist E[X| = 0 = E[Y], aber
21

1 1 1
Var(X) = (+1)25 + (—1)25 =1 und Var(Y)= (+100)25 + (=100)*7 = 10000

Beispiel: Bernoulli-Variable (Spezialfall der Binomialverteilung mit n = 1)
ZufallsgroBe X mit P{X =+1} =p=1—-P{X =0}

E[X]=p und Var(X)=(1—-E[X])*p+ (0 —E[X])*(1—p) = (1 —p)’p+p°(1—p) =p(1—p)

Beispiel: gleichverteilte ZufallsgroBe
ZufallsgroBe X mit P{X =k} =1/nfirk=1,...,n

1 nrn+1) n+1 n?—1
—_ — X frg
- 5 5 und Var (X) B

Lemma
Fiir alle a € R gilt E[(X — a)?] = Var (X) + (E[X] — a)?

Beweis

Folgerung
E[(X — a)?] wird minimal fiir a = E[X]. In diesem Fall ist E[(X — a)?] = Var(X).

Folgerungen und wichtige Rechenregel
Die Wahl a = 0 zeigt

Var(X) = E[X?] — (E[X])?
Es gilt daher stets (E[X])? < E[X?].



Satz
X,Y diskrete ZufallsgroBen mit existierendem Erwartungswert, a,b € R

(a) Var(aX +b) = a® Var(X)

(b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y),
wobei Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

(c) Wenn X und Y unabhéngig sind, dann gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

(d) Fur diskrete ZufallsgréBen gilt: Wenn Var(X) = 0, dann ex. eine Konstante c mit P{X = ¢} = 1.
Diese Konstante muB ¢ = E[X] sein.

Beweis

(a)~(c)
Verwende Var(Z) = E[(Z — E[Z])?] und die Rechenregeln fiir den Erwartungswert.

(d)
0=E[(X -E[X])’= } (+—E[X])*P{X =2z}
z€X(Q)
Alle Summanden sind > 0, folglich impliziert P{X = 2} > 0 sofort + = E[X]. Damit ist gezeigt,
daB P{X =E[X]} = 1.

Beispiel: binomialverteilte ZufallsgréBe X mit Parametern n und p
e O={0,1}"
e X =371, X; mit X;(w)=w; fir alle w € Q, mit unabhangigen ZufallsgréBen X;
e P{X;=1}=pund ¢g=1—p=P{X; =0} fir alle ¢

Dann folgt (unter Verwendung der Unabhangigkeit der X;)

Var(X) = ZVar(Xi) = npq
i=1

Beispiel: Poisson-verteilte ZufallsgréBe X mit Parameter A > 0
E[X] =X = Var(X)
Beweis

Trick: Var(X) = E[X?] — (E[X])? = E[X (X — 1)] + E[X] — (E[X])?
Wir wissen bereits, daB E[X] = X und daher (E[X])? = A2. Die Behauptung folgt daher aus

E[X(X —1)] = Zk(k—l)pe A :)\2zﬂe A=\2,
k=2 ’ =0

E[X] = - und Var(X) =




Erganzung: Erwartungswert und Varianz der geometrischen Verteilung

Gegeben: p € (0, 1] und eine ZufallsgroBe X mit P(X = k) =p(1 — p)* ', k€N

X beschreibt den Zeitpunkt des ersten Erfolgs in einem beliebig oft unabhangig wiederholten Bernoulli-
experiment.

Behauptung: EX = 1/p und Var X = (1 —p)/p?

Beweis Erwartungswert: Da alle Summanden in 72, kP(X = k) nichtnegativ sind, existiert der
Erwartungswert genau dann, wenn die unendliche Reihe einen endlichen Wert hat.

i kP(X =k) = i kp(1 — p)k—1
k=1

an der Stelle x=1—-1p

d

< dw
(k )
Im letzten Schritt haben wir zwei Grenzwerte vertauscht: Differentiation und unendliche Reihe. Dies ist
hier erlaubt, weil die geometrische Reihe 35 ; z* fiir alle x mit |2| < 1 konvergiert, und z =1 —p €

[0,1) im Innern des Konvergenzbereichs der Potenzreihe liegt (Regel fiir das gliedweise Differenzieren
von Potenzreihen).

Wir berechnen die Reihe, indem wir den Summationsindex verschieben und die bekannte Formel fir
die geometrische Reihe anwenden:

Berechnen der Ableitung und Einsetzen von z =1 — p:

d(ix’“)zd r  (I-z)-1—z-(-1) 1 %

dz del -2 (1—x)? :(1—x)2:p

Damit ergibt sich der Erwartungswert zu

EX =) kP(X =k)=p— =-.
k=1 Pt p



Beweis Varianz: Um die Varianz zu berechnen, schreiben wir zunachst den gesuchten Ausdruck um:
Aus
E(X(X —1)) =E(X?) - EX

folgt
: Var(X) = E(X?) — (EX)? =E(X(X — 1)) + EX — (EX)?.

Wir haben schon EX = 1/p berechnet, so daB EX — (EX)2? = 1/p — 1/p? folgt, und wir nur noch
E(X (X — 1)) berechnen missen:

k=1
=p> k(k—1)(1-p)F! (der Summand fiir k = 1 ist Null)
k=2

0o dQ

=p(1—p) Z @xk an der Stelle x=1-—1p
k=2
2 /&,

=p(1 _p)dﬁ(kgf ) )

wobei wir unendliche Reihe und Differentiation wieder mit der gleichen Begriindung vertauschen diirfen.

Wir erzeugen die Standardform der geometrischen Reihe:

o0 o0 1
Zxk:zxkflfx: —1—x.
k=2 k=0 -z

Sukzessives Differenzieren ergibt

i(ixk>:di(1ix_l_x>: (1—1x)2_1’

k=2

sowie

d? /& d 1 2
(M(Zxk> :£((1—x)2 1) = 1—z)3"

k=2

Einsetzen von x = 1 — p ergibt nun

und somit

Var(X) = E(X(X — 1)) + EX — (EX)? =



8.3 Tschebyscheffsche Ungleichung

Satz: Tschebyscheffsche Ungleichung
Fir eine ZufallsgroBe X, deren Erwartungswert und Varianz existieren, gilt

P{|X —E[X]| > ¢} < Ve>0

Beweis

|z — E[X]]\? 1
PX-EX||>cj= Y PX=z}< 3 <C ) B(X = 2} =  Var(X)
TzEX(Q): 2EX(Q):
lz—E[X]|>c |le—E[X]|>c

Beispiel Die Tschebyscheffsche Ungleichung ist scharf

e Sei k € N beliebig.

Die ZufallsgroBe X mit Werten in {—k, 0, +k} sei gegeben durch P{X = +k} = ;.

e Aus E[X] =0 und Var(X) = k*P{x = —k} + k’P{X = +k} = 1 folgt fiir jedes c € (0, k]

P{|X — E[X]| > ¢} = P{X =k} + P{X = —k} = % = Vang) < C%Var(X) .

Die Wahl ¢ = k zeigt, daB die Tschebyscheffsche Ungleichung scharf ist.

Die Wahl ¢ = 2k dagegen zeigt, daB es Situationen gibt, in denen die Tschebyscheffsche Unglei-
chung nicht gut ist:

1 Var(X)

P{|X —E[X]| > 2k} =P{|X| >k} =0 < @ = @)

Satz: Markoffsche Ungleichung
Sei X eine ZufallsgroBe, fiir die E[| X |¥] existiert fiir ein k € N. Dann existiert auch der Erwartungs-
wert E[X], und es gilt

E[lX — E[X]]"]

P{|X — E[X]| > ¢} < - Ve>0

C

Bemerkung
Fir k = 2 ist die Markoffsche Ungleichung gerade die Tschebyscheffsche Ungleichung.



Beispiel
Wie oft missen wir mit einem fairen Wiirfel wiirfeln, bis mit Ws. > 1 — 0,05 die relative Haufigkeit
einer Sechs um nicht mehr als 1/100 von 1/6 abweicht?

Ansatz

e N-mal Wirfeln, Q = {1,...,6}" mit Gleichverteilung
e X;(w) = 16y (w;) unabhéngig und identisch verteilt (u.i.v.) mit P{X; =1} =1/6
e Sy =N, X, ist die Anzahl der geworfenen Sechsen

o Relative Haufigkeit der Sechs ist %SN

Gesucht
Das kleinste NV derart, daB

1 1 1 5
P{‘NSN—G‘ >100}§100

Lésung

Seienp=1/6,¢q=1—p=5/6.

Sy ist binomialverteilt mit Paremtern N und p.

Die Tschebyscheffsche Ungleichung mit E[%SN] = %Np =p=1/6, Var(%SN) = #Npq =
zeigt

=
=
[eN [}

1 1 1 Var(Sy/N)  (100)? 5
Pd|=Sy—=|>—"}< = —
{’N N 6’>100}_ (1/100)2 N 36
Wir wahlen also N so groB , da3
(100)* 5 _ 5
N 36 — 100

Jedes N > (100)3/36 = 27777,7... garantiert, daB mit Ws. < 0,05 bei N-maligem Wiirfeln die
relative Haufigkeit einer Sechs um nicht mehr als 1/100 von 1/6 abweicht. Wenn wir N = 27778
wahlen, sind wir auf der sicheren Seite. Da wir abgeschatzt haben, ist dieses N moglicherweise nicht
das minimale.



