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Übungsaufgabe 1.I (Satz 1.6 aus der Vorlesung:)
Zeigen Sie Satz 1.6 aus der Vorlesung:

Satz 1.6: (Stetigkeit von Maÿen für auf-/absteigende Familien)

Es seien µ ein Maÿ auf einer σ-Algebra F und
{
An

}
n∈N eine Folge von Mengen

aus F sowie A ∈ F .
a)

An ↓ A und ∃n0 ∈ N mit µ
(
An0

)
<∞ =⇒ µ(A) = lim

n→∞
µ(An)

b)
An ↑ A =⇒ µ(A) = lim

n→∞
µ(An)

c)

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ(An).

Übungsaufgabe 1.II
Sei eine Indexmenge I gegeben durch I = {1, 2, . . . , n} für ein n ∈ N oder I = N und sei{
An

}
n∈N eine Zerlegung der Menge Ω, d.h. Ai ∩ Aj = ∅ falls i 6= j und Ω =

⋃̇
n∈I An.

Zeigen Sie, dass A =
{ ⋃̇

n∈J An

∣∣J ⊆ I} eine σ-Algebra ist.



Übungsaufgabe 1.III
Es seien Ω = N und F :=

{
A ⊂ N

∣∣A oder Ac ist endlich
}
. Ferner sei µ : F → [0,∞] für

alle A ∈ F de�niert durch

µ(A) =

{
∞ , falls A unendlich

0 , falls A endlich.

a) Zeigen Sie, dass F eine Algebra, aber keine σ-Algebra ist und dass µ ein σ-endlicher
Inhalt auf F ist.

b) Ist µ σ-additiv?

c) Ist µ stetig in ∅?

d) Lässt sich µ zu einem Maÿ auf σ(F) fortsetzen?

Übungsaufgabe 1.IV

a) Sei (Ω,F) ein messbarer Raum und seien f, g : Ω→ R messbare Funktionen darauf.
Zeigen Sie, dass f + g eine messbare Funktion ist.

b) Sei f : Ω → Ω′ eine Abbildung und sei F ′ eine σ-Algebra auf Ω′. Zeigen Sie, dass
durch σ(f) := f−1(F ′) eine σ-Algebra auf Ω gegeben ist.


