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Übungsaufgabe 12.I

Sei (Ω,F ,P) ein W'Raum. Sei (Xn)n≥1 eine Familie von normalverteilten Zufallsvari-
ablen, genauer sei Xn verteilt gemäÿ N (µn, σ

2
n), n ≥ 1. Auÿerdem sei X eine Zufallsvari-

able mit
PX−1

n
w−→ PX−1.

Zeigen Sie, dass die Folge (µn)n≥1 gegen einen Grenzwert µ ∈ R konvergiert und die
Folge (σ2n)n≥1 gegen σ

2 ≥ 0 konvergiert. Zeigen Sie dann, dass X eine N (µ, σ2)-verteilte
Zufallsvariable ist.

Übungsaufgabe 12.II

Sei (Ω,F ,P) ein W'Raum. Seien (Xn)n≥1 und (Yn)n≥1 Folgen von Zufallsvariablen auf
(Ω,F ,P). Angenommen

PX−1
n

w−→ PX−1 und PY −1
n

w−→ PY −1.

Zusätzlich nehmen wir an, dass Xn und Yn für alle n unabhängig sind und dass X und
Y unabhängig sind. Zeigen Sie, dass

P(Xn + Yn)−1 w−→ P(X + Y )−1.



Übungsaufgabe 12.III

Es sei (Xn)n≥1 eine Folge unabhängiger, identisch verteilter, d-dimensionaler Zufallsvek-
toren. Es gelte E[|X1|2] < ∞. Seien a = E[X1] und Σ = cov(X1) die Kovarianzmatrix
jedes einzelnen Xn, n ≥ 1.

a) Sei Z eine normalverteilte Zufallsgröÿe mit Werten in Rd. Wir bezeichnen den Er-
wartungswert von Z mit µZ und die Kovarianzmatrix mit ΣZ . Zeigen Sie, dass
gx(Z) = 〈x, Z〉 für jedes x ∈ Rd eine normalverteilte Zufallsgröÿe mit Werten in
R ist. Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von gx(Z).

b) Zeigen Sie, dass

P

(
1√
n

n∑
i=1

(Xi − a)

)−1

für n → ∞ schwach gegen die d-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert
0 und Kovarianzmatrix Σ konvergiert.

Hinweis: Denken Sie daran, eine Fallunterscheidung nachV[gx(X1)] = 0 oderV[gx(X1)] 6=
0 zu machen.


