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Übungsaufgabe 2.I (Beschränkte Konvergenz)
Sei (Ω,F , µ) ein (σ-endlicher) Maÿraum mit En ↑ Ω und µ(En) < ∞ ∀ n ≥ 1. Seien
ausserdem fn : Ω→ R integrierbar, d.h.

∫
|fn|dµ <∞ und fn

n→∞−−−→ f im Maÿ µ, d.h.

Für alle ε > 0 : µ
({
|f − fn| > ε

})
−→ 0 mit n→∞.

Sei f : Ω→ R zudem integrierbar.

a) Sei f ≥ 0 und a ∧ b := min(a, b); zeigen Sie:∫
En

f ∧ n dµ ↑
∫
f dµ.

b) Beweisen Sie den folgenden Satz:

Satz über beschränkte Konvergenz1

Falls eine Menge E ⊆ Ω existiert mit µ(E) < ∞ und ein M ∈ N existiert mit
|fn| ≤M , |f | ≤M und fn = 0 auf Ec für alle n ≥ 1, dann gilt:

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
lim
n→∞

fn dµ =

∫
f dµ.

Anleitung: Betrachten Sie die Di�erenz |
∫
fdµ−

∫
fndµ|, nutzen Sie, dass |

∫
fdµ| ≤∫

|f |dµ. Schränken Sie das Integral separat auf Gn := {|fn − f | < ε} und Gc
n ein.

Der Rest ist eine einfache Anwendung der Voraussetzungen.

1Man bemerke, dass dieser Satz nur ein Spezialfall des Satzes von Lebesgue oder Satz der dominierten

Konvergenz ist



Übungsaufgabe 2.II (Lemma von Fatou)
Zeigen Sie den folgenden Satz:

Lemma von Fatou: Sei (Ω,F , µ) ein (σ-endlicher) Maÿraum und seien fn ≥ 0, n ≥ 1,
messbare Funktionen darauf, dann gilt:

lim inf
n→∞

∫
fn dµ ≥

∫
lim inf
n→∞

fn dµ.

Anleitung: Für gn(x) := infm≥n fm(x) gilt punktweise fn(x) ≥ gn(x) und gn(x) ↑ g(x) =
lim inf fn(x). Es reicht zu zeigen, dass lim infn→∞

∫
gn dµ ≥

∫
gdµ.

Übungsaufgabe 2.III (Vitali-Mengen)
Nicht alle Teilmengen A ⊆ R sind Borel-messbar, aber es erfordert tatsächlich einigen
Aufwand eine solche nicht-Borel-messbare Menge zu konstruieren.

a) Zeigen Sie, dass durch die unten de�nierte binäre Relation ∼ eine Äquivalenzrelation
auf der Menge der reellen Zahlen gegeben ist:

a ∼ b falls a− b ∈ Q.

(Zu zeigen sind: Re�exivität, Symmetrie, Transitivität)

b) Zeigen Sie, dass jede dieser durch '∼' de�nierten Klassen mindestens einen Vertreter
in [0, 1] besitzt.

c) Sei nun C[0,1] ⊆ [0, 1] so gewählt, dass jeweils genau ein Vertreter jeder Klasse enthal-
ten ist (hier braucht man das Auswahlaxiom). De�niere nun

V := C[0,1] +Q ∩ [−1, 1] = {a+ b|a ∈ C[0,1], b ∈ Q ∩ [−1, 1]}.

(i) Man zeige, dass [0, 1] ⊆ V und dass V ⊆ [−1, 2].

(ii) Angenommen V wäre Borel-messbar, dann könnten wir das Lebesque-Maÿ λ
von V bestimmen. Betrachte also λ(V ). Man zeige zunächst, dass

V =
⋃̇

q∈Q∩[−1,1]

{C[0,1] + q}

und wende dann σ-Additivität an.2

d) Man folgere nun aus den Ergebnissen von c), dass V nicht Borel-messbar ist.3

2Verwenden Sie hier auÿerdem die Translationsinvarianz des Lebesgue'schen Maÿes, d.h.

λ(A+ c) = λ(A) ∀A ∈ B(R) und c ∈ R.

3Die Menge V ist eine sogenannte Vitali-Menge.


