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Übungsaufgabe 6.I
Seien X und (Xn)n∈N Zufallsvariablen auf einem W'raum (Ω,F ,P).

a) Zeigen Sie, dass für eine stetige Abbildung f gilt:

Aus

(
Xn −→ X in Wahrscheinlichkeit

)
folgt

(
f(Xn) −→ f(X) in Wahrscheinlichkeit

)
.

Hinweise:

(i) Nehmen Sie zunächst an, dass ein k existiert mit |X(ω)| ≤ k für alle ω ∈
Ω. Nutzen Sie das ε − δ-Kriterium für gleichmäÿige Stetigkeit von f auf der
kompakten Menge [−k − 1, k + 1].

(ii) Verallgemeinern Sie Ihren Beweis auf allgemeine Zufallsgröÿen X.

b) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass bei der Aussage aus a) nicht ohne weiteres auf
die Annahme der Stetigkeit verzichtet werden kann.

Hinweis:

Wählen Sie f(x) = 1{0}(x) und betrachten Sie Xn −→ 0 in Wahrscheinlichkeit.



Übungsaufgabe 6.II
Seien X und (Xn)n∈N Zufallsvariablen auf einem W'raum (Ω,F ,P). Nutzen Sie die
unten stehenden Hinweise um die folgende Äquivalenz zu zeigen:

Xn −→ X in Wahrscheinlichkeit ⇐⇒ lim
n→∞

E

[
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

]
= 0.

Hinweis:

Schreiben Sie den Erwartungswert als Integral, spalten Sie den Integrationsbereich geeignet

auf und schätzen Sie nach oben bzw. nach unten ab.

Übungsaufgabe 6.III (mehr zur dominierten Konvergenz)

SeienX und (Xn)n∈N Zufallsvariablen auf einemW'raum (Ω,F ,P) und es gelteXn −→ X
in Wahrscheinlichkeit. Es gelte auÿerdem

∀ n ∈ N ∀ ω ∈ Ω : |Xn(ω)| ≤ C für ein C ≥ 0.

Zeigen Sie nun, dass
lim
n→∞

E
[
|Xn −X|

]
= 0.

Hinweis:

Zeigen Sie zunächst, dass P[|X| ≤ C] = 1.


