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Übungsaufgabe 9.I
Es sei (Ω,F) ein messbarer Raum und T : Ω→ Ω sei F −F-messbar. Im folgenden wird
ein T -invariantes Wahrscheinlichkeitsmaÿ P auf (Ω,F ,P) als T -ergodisch bezeichnet,
wenn T auf (Ω,F ,P) ergodisch ist. Zeigen Sie:

1. Die Menge

I :=
{
P : F → [0, 1]

∣∣P ist ein T -invariantes W'Maÿ
}

ist konvex, d.h. für alle P1,P2 ∈ I und alle λ ∈ (0, 1) gilt:

λP1 + (1− λ)P2 ∈ I.

2. Ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ P ∈ I ist genau dann ein Extremalpunkt der kon-
vexen Menge I, wenn es T -ergodisch ist. (Ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ P ∈ I heiÿt
Extremalpunkt von I, wenn aus P = λP1 + (1− λ)P2 stets λ ∈ {0, 1} folgt.)

Hinweise zu b):

"⇒" Stellen Sie ein nicht-ergodisches Maÿ P ∈ I als Konvexkombination zweier Maÿe
B 7→ P[B|A] und B 7→ P[B|Ac] für eine geeignet gewählte Menge A dar.

"⇐" Betrachten Sie ein Maÿ P ∈ I, das kein Extremalpunkt von I ist, das heiÿt, es
existieren P1,P2 ∈ I,P1 6= P2 und λ ∈ (0, 1) mit P = λP1+(1−λ)P2. Bestimmen
Sie im Fall, dass P1 und P2 ergodisch sind, die Wahrscheinlichkeit

P

ω ∈ Ω : lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

1A(T j(ω)) = P1[A]




für eine geeignete Menge A.
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Übungsaufgabe 9.II
Es seien X : Ω→ R

m und Y : Ω→ R
n zwei gemeinsam normalverteilte Zufallsvektoren

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) und a := E[X], b = E[Y ] sowie A =
Σ(X), B = Σ(Y ), C = cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])t] seien die zugehörigen
Erwartungswerte und Kovarianzmatrizen. Die Verteilung von Y sei nicht degeneriert,
d.h., B sei invertierbar. Für alle y ∈ Rn sei Q(y, ·) : Bm → [0, 1] die m-dimensionale
Normalverteilung mit Erwartungswert qy := a+CB−1(y−b) und Kovarianzmatrix D :=
A−CB−1Ct. Zeigen Sie, dass Q eine reguläre bedingte Verteilung von X gegeben Y ist,
in dem Sie folgendes nachweisen:

a) Für alle y ∈ Rn ist Q(y, ·) ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf (Rm,Bm).

b) Für alle M ∈ Bm ist Q(·,M) eine Bn − B-messbare Funktion.

c) Für alle M ∈ Bm, N ∈ Bn gilt P(X,Y )−1(M × N) =
∫
N Q(y,M)PY −1(dy) =

(PY −1 ⊗Q)(N ×M).

Hinweise

(b) Zeigen Sie zunächst, dass Q(y,M) = Q(0,My) mitMy := {v−CB−1y : v ∈M} für
alle y ∈ Rn gilt. Zeigen Sie dann, dass {y ∈ Rn : Q(y, (−∞, t]) < α} für alle α ∈ R
und alle Mengen (−∞, t] := (−∞, t1]× . . .× (−∞, tm] ⊂ Rm o�en ist. Betrachten
Sie nun das Dynkin-System F = {M ∈ Bm : Q(·,M) ist Bn − B-messbar }.

(c) Zeigen Sie, dass die charakteristischen Funktionen von P(X,Y )−1 und PY −1 ⊗Q
gleich sind. Sie dürfen hier das folgende Resultat verwenden:

Satz: Für (E1, E1) und (E2, E2) messbare Räume, µ ein W'Maÿ auf (E1, E1), K ein
Marko�kern von (E1, E1) nach (E2, E2) und f : E1 × E2 → [0,∞] eine E1 ⊗ E2-messbare
numerische Funktion gilt∫

E1×E2

f(ω1, ω2)(µ⊗K)(d(ω1, ω2)) =

∫
E1

∫
E2

f(ω1, ω2)K(ω1, dω2)µ(dω1).

Die gleiche Formel gilt, wenn f : E1×E2 → R eine E1⊗E2-messbare, µ⊗K-integrierbare
Funktion ist.
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Übungsaufgabe 9.III
Es sei (X,Y ) ein zweidimensionaler Zufallsvektor, dessen Verteilung P(X,Y )−1 eine
Dichte f bezüglich des Lebesgue'schen Maÿes λ2 besitzt. Ferner bezeichne fX mit
fX(x) :=

∫
R
f(x, y)λ(dy) für alle x ∈ R die Randdichte von X. Zeigen Sie für alle

B ∈ B, dass die Funktion

gB(x) :=

{∫
B

f(x,y)
fX(x)λ(dy) falls fX(x) ∈ (0,∞)

0 , sonst.

eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit von {Y ∈ B} gegeben X ist.

Hinweis: Zeigen Sie mit der De�nition, dass gB ∈ P{Y ∈B}|X=· für alle B ∈ B gilt. Sie
können dabei folgenden Satz verwenden:

Satz: Es seien (Ω1,F1, µ1) und (Ω2,F2, µ2) zwei σ-endliche Maÿräume und h : Ω1 ×
Ω2 → [0,∞] eine F1 ⊗ F2-messbare numerische Funktion. Dann sind die numerischen
Funktionen ϕ : Ω1 → [0,∞] mit ϕ(x) :=

∫
Ω2
h(x, y)µ2(dy) und ψ : Ω2 → [0,∞] mit

ψ(y) :=
∫

Ω1
h(x, y)µ1(dy) F1- beziehungsweise F2-messbar.
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