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Bitte legen Sie IThre Losungen in das Postfach der Leiterin bzw. des Leiters
Ihrer Ubungsgruppe (Dr. Jason Uhing (PF 101), Dr. Shun-Xiang Ouyang
(PF 53) im Kopierraum V3-128). Heften Sie die Blitter in der richtigen
Reihenfolge zusammen, und schreiben Sie Ihren Namen als auch den Namen
des Ubungsgruppenleiters deutlich sichtbar und gut leserlich oben auf das
erste Blatt Ihrer Abgabe.

Ubungsaufgabe 9.1

Es sei (€2, F) ein messbarer Raum und 7" : Q — Q sei F — F-messbar. Im folgenden wird
ein T-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (Q, F,[P) als T-ergodisch bezeichnet,
wenn T auf (2, F,P) ergodisch ist. Zeigen Sie:

1. Die Menge
I:={P:F —[0,1]|P ist ein T-invariantes W’Maf}
ist konvex, d.h. fiir alle Py, Py € I und alle A € (0,1) gilt:

AP+ (1= X\)Pq € 1.

2. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf P € I ist genau dann ein Extremalpunkt der kon-
vexen Menge I, wenn es T-ergodisch ist. (Ein Wahrscheinlichkeitsmaf P € I heifst
Eztremalpunkt von I, wenn aus P = APy + (1 — \)Py stets A € {0, 1} folgt.)

Hinweise zu b):

"=" Stellen Sie ein nicht-ergodisches Maf P € I als Konvexkombination zweier Mafse
B — P[B|A] und B — P[B|A€] fiir eine geeignet gewéhlte Menge A dar.

"<" Betrachten Sie ein Mals IP € I, das kein Extremalpunkt von [ ist, das heifst, es
existieren Py, Py € I,P; # Py und A € (0,1) mit P = APy +(1—\)P5. Bestimmen
Sie im Fall, dass IP; und Py ergodisch sind, die Wahrscheinlichkeit

n—1

1 .
P wGQ.nlgrolon EOJIA(T (w)) = P1[4]
j:

fiir eine geeignete Menge A.
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Ubungsaufgabe 9.I1

Es seien X : 2 — R™ und Y : Q@ — R" zwel gemeinsam normalverteilte Zufallsvektoren
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und a := E[X], b = E[Y] sowie A =
Y(X),B = X(Y),C = cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])!] seien die zugehdrigen
Erwartungswerte und Kovarianzmatrizen. Die Verteilung von Y sei nicht degeneriert,
d.h., B sei invertierbar. Fiir alle y € R" sei Q(y,-) : By — [0,1] die m-dimensionale
Normalverteilung mit Erwartungswert g, := a+CB~!(y —b) und Kovarianzmatrix D :=
A—CB™ICt. Zeigen Sie, dass @ eine regulire bedingte Verteilung von X gegeben Y ist,
in dem Sie folgendes nachweisen:

a) Fiir alle y € R™ ist Q(y, -) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R™, B,,).
b) Fiir alle M € By, ist Q(-, M) eine B,, — B-messbare Funktion.

c¢) Fiir alle M € By, N € B, gilt P(X,Y) (M x N) = [, Q(y, M\)PY !(dy) =
(PY 1@ Q)(N x M).

Hinweise

(b) Zeigen Sie zunichst, dass Q(y, M) = Q(0, M) mit My, := {v—CB~ 1y : v € M} fiir
alle y € R"™ gilt. Zeigen Sie dann, dass {y € R" : Q(y, (—o0,t]) < a} fir allea € R
und alle Mengen (—o0,t] := (—00,t1] X ... X (=00, t,,] C R™ offen ist. Betrachten
Sie nun das Dynkin-System F = {M € B, : Q(-, M) ist B,, — B-messbar }.

(c) Zeigen Sie, dass die charakteristischen Funktionen von P(X,Y)"! und PY ! ® Q
gleich sind. Sie diirfen hier das folgende Resultat verwenden:

Satz: Fir (E1,&) und (FEs, &) messbare Riaume, p ein WMak auf (Eq1,&), K ein
Markoftkern von (E7, 1) nach (E2, &) und f: Ey X Ea — [0,00] eine & ® E-messbare
numerische Funktion gilt

/ fwr,w2)(p ® K)(d(wr,w2)) =/ S (wr, wa) K (w, dws) pu(dewr )
E1xEs Ey JE3

Die gleiche Formel gilt, wenn f : Ey X Fy — R eine £ ® £5-messbare, p® K-integrierbare
Funktion ist.
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Ubungsaufgabe 9.ITT

Es sei (X,Y) ein zweidimensionaler Zufallsvektor, dessen Verteilung P(X,Y)™! eine

Dichte f beziiglich des Lebesgue’schen Mafkes A\? besitzt. Ferner bezeichne fy mit
= Jr f( A(dy) fur alle z € R die Randdichte von X. Zeigen Sie fiir alle

B E B dass die Funktlon

g5(z) = {fB Fx (@) /\(dy) falls fx(z) € (0,00)

0 , sonst.

eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit von {Y € B} gegeben X ist.

Hinweis: Zeigen Sie mit der Definition, dass gp € Prycpyx—. fiir alle B € B gilt. Sie
konnen dabei folgenden Satz verwenden:

Satz: Es seien (4, F1,p1) und (g, Fo, p2) zwei o-endliche Mafkraume und h : €y X

Qs — [0,00] eine F; ® Fa-messbare numerische Funktion Dann sind die numerischen

Funktlonen gp Q2 — [0,00] mit ¢(x) = fQ (x,y)p2(dy) und ¢ : Q2 — [0, 00] mit
le x,y)p1(dy) Fi- bemehungswelse JFo-messbar.
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