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Bitte legen Sie Thre Ldsungen in das Postfach der Leiterin bzw. des Leiters
Threr Ubungsgruppe (Jonas Jalowy PF 159, Paul Buterus PF 123, Daniel
Altemeier PF 161 (im Kopierraum V3-128)). Heften Sie die Blitter in der
richtigen Reihenfolge zusammen, und schreiben Sie Ihren Namen als auch den
Namen des Ubungsgruppenleiters deutlich sichtbar und gut leserlich oben auf
das erste Blatt Ihrer Abgabe.

Hausaufgabe 1.1

a) Seien Q # () eine Menge und I eine beliebige Indexmenge. Fiir alle i € I sei A; eine
o-Algebra iiber 2. Zeigen Sie, dass stets gilt:

ﬂ A; ist wieder eine o-Algebra.
i€l

b) Sei & # 0 irgendeine Teilmenge von P(2), mit Q # (). Zeigen Sie die Existenz einer
kleinsten o-Algebra (&), die £ enthalt.

c¢) Geben Sie auf der Menge Q) = {1, 2, 3} zwei o-Algebren F; und Fa an, so dass F1UFo
keine o-Algebra ist.

Hausaufgabe 1.11

a) Sei  # 0 eine Menge, p ein Maf auf dem messbaren Raum (,.4), o > 0 eine
Konstante. Definiere die Abbildung ap : A — [0, 00] durch (ap)(A) = ap(A) fir alle
A € A. Zeigen Sie, dass ap ein Maf ist.

b) Seien Q # () eine Menge und puq, uo Make auf dem messbaren Raum (2, A). Zeigen
Sie, dass u1 + po, definiert durch

(11 + p2)(A) == p1(A) + po(A) fiir alle A € A,
ein Mafs ist.

¢) Sei Q # () eine Menge und P; und Py Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem messbaren
Raum (€2,.A). Seien auferdem A\, Ay € [0,1] derart, dass A\ + A2 = 1. Zeigen Sie,
dass durch

()\11P1 + )\2IP2)(A) = )\11P1[A] + )\211:)2[14] firalle Ac A
ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€, .A) definiert wird.



Hausaufgabe 1.I11

a)

Sei eine Indexmenge I gegeben durch I = {1,2,...,n} fir ein n € N oder I = N
und sei {A"}nel eine Zerlegung der Menge Q. d.h. A; N A; = 0 falls i # j und

Q= Ung Ay. Zeigen Sie, dass A = {UneJ Ayn|J C I} eine o-Algebra ist.

Sei Q2 = R und A die o-Algebra aller Mengen A C € fiir die gilt, dass entweder A
abzéhlbar ist oder A¢ abz&hlbar ist. Definiere aukerdem P : A — [0, 1] durch

PlA] 0 falls A abzdhlbar,
1 falls A€ abzahlbar.

In der Présenziibung 1.1 zeigen wir, dass IP eine Wahrscheinlichkeit auf (€2, A) definiert.
Sei aufierdem ' = {0,1}, A" = P(Q) und T : Q — Q' definiert durch

T(w) = 1 falls w irrational,
~ |0 falls w rational.

Zeigen Sie, dass T eine A-A’-messbare Abbildung ist und bestimmen Sie das Bild-
maf P71,

Hausaufgabe 1.IV (Dynkin-Systeme)

Sei Q # () eine Menge. Ein Menge D von Teilmengen von  heifst Dynkin-System, falls
gilt:

)
2)

3)

a)

b)

c)

QeD,
Komplementstabilitit: D € D = D°¢e D,

o-U-Stabilitat: Fiir jede paarweise disjunkte Familie (Dy,),en aus D gilt
e
U DneD.
n=1
Geben Sie ein Beispiel eines Dynkin-Systems D fiir 2 = {1,2, 3,4} an derart, dass D

keine o-Algebra ist.

Zeigen Sie, dass ein Dynkin D iiber 2 genau dann eine o-Algebra ist, wenn D N-stabil
ist, d.h. wenn fiir beliebige Dy, Dy € D auch D; N Dy € D gilt.

Sei € ein System von Teilmengen von . Bezeichne §(€) das kleinste Dynkin-System
iiber 2, das £ enthilt. Zeigen Sie, dass folgende Implikation gilt: Ist & N-stabil, so
gilt: 6(&) = o (€).



