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Hausaufgabe 3.I

Sei (Ω,F , µ) ein (σ-endlicher) Maÿraum mit En ↑ Ω und µ(En) < ∞ ∀ n ≥ 1. Seien
ausserdem fn : Ω→ R integrierbar, d.h.

∫
|fn|dµ <∞ und fn

n→∞−−−→ f global im Maÿ µ,
d.h. es gelte

Für alle ε > 0 : µ
({
|f − fn| > ε

})
−→ 0 mit n→∞.

Sei f : Ω→ R zudem integrierbar.

a) Sei f ≥ 0 und a ∧ b := min(a, b); zeigen Sie:∫
En

f ∧ n dµ ↑
∫
f dµ.

b) Beweisen Sie den folgenden Satz, ohne den Satz von Lebesgue zu verwenden:

Satz über beschränkte Konvergenz
Falls eine Menge E ⊆ Ω existiert mit µ(E) < ∞ und ein M ∈ N existiert mit
|fn| ≤M , |f | ≤M und fn = 0 auf Ec für alle n ≥ 1, dann gilt:

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.



Hausaufgabe 3.II (Lemma von Fatou)

Zeigen Sie den folgenden Satz:

Lemma von Fatou. Sei (Ω,F , µ) ein (σ-endlicher) Maÿraum und seien fn ≥ 0, n ≥ 1,
messbare Funktionen darauf, dann gilt:

lim inf
n→∞

∫
fn dµ ≥

∫
lim inf
n→∞

fn dµ.

Hausaufgabe 3.III

SeiX eine reelle, integrierbare Zufallsvariable auf einemWahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P)
und sei ϕ : R→ R eine A-messbare, streng konvexe Abbildung, d.h.

λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y) > ϕ(λx+ (1− λ)y) für alle λ ∈ (0, 1).

Auÿerdem sei ϕ(X) integrierbar bzgl. P. Es gelte Gleichheit in der Jensenschen Un-
gleichung, d.h., dass ϕ(E[X]) = E[ϕ(X)]. Zeigen Sie, dass X = E[X] P-fast sicher
gilt.

Hausaufgabe 3.IV

Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X eine exponentialverteilte und Y
eine Poisson-verteilte Zufallsvariable darauf. Zeigen Sie für alle k ∈ N, dass Xk und Y k

bezüglich P integrierbar sind, und berechnen Sie die k-ten Momente E[Xk] und E[Y k].


