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Ihrer Übungsgruppe (Jonas Jalowy PF 159, Paul Buterus PF 123, Daniel

Altemeier PF 161 (im Kopierraum V3-128)). Heften Sie die Blätter in der
richtigen Reihenfolge zusammen, und schreiben Sie Ihren Namen als auch den
Namen des Übungsgruppenleiters deutlich sichtbar und gut leserlich oben auf
das erste Blatt Ihrer Abgabe.

Hausaufgabe 5.I

a) Sei
(
Xi

)
i∈{1,2,...} eine Folge von zentrierten Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (Ω,F ,P) und r : {0, 1, . . .} → R eine Abbildung mit r(n) −−−→
n→∞

0. Es

gelte E[XnXm] ≤ r(n−m) für m ≤ n. Zeigen Sie, dass

1

n

n∑
i=1

Xi −−−→
n→∞

0 in Wahrscheinlichkeit P.

b) (i) Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P). Sei
auÿerdem h ≥ 0 eine F-B(R)-messbare Abbildung und H(x) :=

∫ x
−∞ h(y)dy.

Zeigen Sie, dass

E [H(X)] =

∫ ∞
−∞

h(y)P
[
X ≥ y

]
dy.

Anmerkung: Dies ist eine Verallgemeinerung von Lemma 2.2.8.

(ii) Seien
(
Xi

)
i∈{1,2,...} unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen auf dem

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) und es gelte

P
[
X1 > x

]
=


1 für x ≤ e,

e

x log(x)
für x > e.

Zeigen Sie, dass X1 nicht endlich integrierbar ist, d.h., E[X1] = ∞, und dass
eine Folge von Konstanten µ1, µ2, . . . existiert mit µi −−−→

i→∞
∞ und

1

n

n∑
i=1

Xi − µi −−−→
n→∞

0 in Wahrscheinlichkeit P.



Hausaufgabe 5.II (Monte-Carlo-Integration)

Sei f eine messbare Funktion f : [0, 1] → R mit
∫ 1
0 |f(x)|dx < ∞ und sei

(
Ui

)
i∈{1,2,...}

eine Familie von unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, die uniform auf [0, 1]
verteilt sind. Sei

In :=
1

n

n∑
i=1

f
(
Ui

)
für alle i ∈ {1, 2, . . .}.

(i) Zeigen Sie, dass

In −−−→
n→∞

∫ 1

0
fdx in Wahrscheinlichkeit P.

(ii) Sei
∫ 1
0 |f(x)|2 < ∞. Geben Sie für a > 0 eine Abschätzung für die Wahrschein-

lichkeit

P

[
|In − I| >

a√
n

]
an.

Hausaufgabe 5.III (Irrfahrt auf Z)

Sei p ∈ [0, 1] und sei

F :=
{
I : {0, 1, . . .} → Z

∣∣ I(k)− I(k − 1) ∈ {−1,+1} ∀ k ∈ {1, 2, . . .}, I(0) = 0
}
.

a) Für alle n ∈ N, ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ {−1, 1}n und jede Auswahl {n1, . . . , nk} ⊂
{1, . . . , n} sei

P
(n)
[
I(ni)− I(ni − 1) = ωni ∀ i ∈ {1, . . . k}

]
= p

∑k
i=1 1{1}(ωni )(1− p)

∑k
i=1 1{−1}(ωni ).

Zeigen Sie, dass dadurch eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmaÿen auf(
F,P(F )

)
de�niert wird.

b) Zeigen Sie, ohne Aufgabe 5.IV zu verwenden, dass ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ P auf(
F,P(F )

)
existiert mit

PI−1
(
A1 ×A2 × . . .×An × Z{1,2,...}

)
= P(n)I−1(A1 ×A2 × . . .×An)

für alle I ∈ F und Ai ⊂ Z, i ≤ n, und alle n ∈ {1, 2, . . .}.



Hausaufgabe 5.IV (Unendlichfach wiederholter Münzwurf)

Für das Werfen einer Münze nehmen wir an, dass entweder die Seite mit dem SymbolKopf

nach oben zeigt oder die Seite mit dem Symbol Zahl nach oben zeigt. Zur Vereinfachung
der Notation verwenden wir den Zustandsraum {0, 1} und identi�zieren Kopf mit der 1
und Zahl mit 0.

a) Sei p ∈ (0, 1) die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Münzwurf das Symbol Kopf bzw.
1 geworfen wird.

(i) Geben Sie ein geeignetes wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell (Ω,F ,P) für
den n-fachen {0, 1}-Münzwurf an, n ∈ N.

(ii) Konstruieren Sie ein Modell des ∞-fachen Münzwurfs, d.h., zeigen Sie die Ex-
istenz eines Wahrscheinlichkeitsmaÿes P auf

(
{0, 1}N,P

(
{0, 1}N

))
derart, dass

für alle n ∈ N die Projektion π(n) : {0, 1}N → {0, 1}n das BildmaÿP(π(n))−1 der
n-fach wiederholte Münzwurf P(n) ist.

b) Um ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell für den ∞-fachen fairen Münzwurf
zu konstruieren, müssen wir nicht den Erweiterungssatz von Kolmogorov verwenden.
Betrachten Sie den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1],B([0, 1]), λ) und de�nieren Sie für
alle n ∈ {1, 2, . . .} die Zufallsvariablen

Xn(ω) =

{
1 falls b2nωc ungerade,
0 falls b2nωc gerade.

Zeigen Sie, dass die Zufallsvariablen X1, X2, . . . unabhängig sind mit P[Xk = 1] =
P[Xk = 0] = 1/2 für alle k ∈ {1, 2, . . .}.

c) Folgern Sie aus Aufgabe 5.III die Existenz des Wahrscheinlichkeitsmaÿes P wie in
Aufgabenteil 5.IVa)(ii). Benutzen Sie dazu nicht die Aufgabenteile 5.IVa) und 5.IVb).


