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Aufgabe 15: (Numerische Integration, Newton-Cotes-Formeln)

(a) Wir wollen zunéchst eine allgemeine Quadraturformel entwickeln.

(b)

Bestimmen Sie wy, w; € R und ty,t; € (—1,1), t, < t; so, dass

Q(f) = wof(to) +wif(t1)

eine Quadraturformel darstellt, die Polynome vom Grad 3 exakt integriert,
also

Q(f) :/1f(t)dt fiur f € Ps.

Zeigen Sie, dass mit dieser Formel Polynome vom Grad 4 im Allgemeinen
nicht exakt integriert werden.

Sei nun speziell die Newton-Cotes-Formel zu m + 1 Stiitzstellen fiir fab f(t)dt
gegeben durch

Qu(f) = hY_oi"f(t).

Zeigen Sie, dass

- die Koeffizienten symmetrisch sind, d. h. 07" = o]}_, fiiri =0,...,m.

- Q,, fiir geradzahlige m Polynome vom Grad m + 1 exakt integriert.
Stellt () aus Aufgabenteil (a) eine Newton-Cotes-Formel dar?
(6 Punkte)



Aufgabe 16: (Programmieraufgabe, Adaptives Quadraturverfahren)
Das folgende Integral soll numerisch approximiert werden
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(a) Implementieren Sie dazu das adaptive Quadraturverfahren, dessen Pseudo-
code im Skript auf Seite 103 aufgefiihrt ist. Als Schatzung fiir das Integral
verwenden Sie W = 30. Als relative Genauigkeit wihlen Sie ¢ = 1072 bzw.
¢ = 1077. Messen Sie, mit Hilfe von ti c, t oc in MATLAB, die Zeit, die Ihr
Algorithmus benétigt.

Berechnen Sie eine Stammfunktion F' von f und verwenden Sie F' zur Ausga-
be des Approximationsfehlers

|F(2) = F(=4) = ],

wobei I, die Approximation durch die adaptive Quadratur mit Genauigkeit ¢
bezeichnet. Geben Sie den numerischen Wert des Integrals I, aus.

(b) Steigern Sie die Effizienz des zuvor implementierten Algorithmus, indem Sie
fiir die lokalen Variablen ¢, f,i aus dem Pseudocode Speicher vorreservieren
(in MATLAB: ¢ = zeros(m), sinnvollerweise m > p). Wiederholen Sie die Be-
rechnung und Zeitmessung wie im Teil (a).
(c) Verwenden Sie den in der Vorlesung vorgestellten rekursiven Algorithmus:
function (I)=integral (z,y)
Si npson = S(z,y)

: T(z,y)—Si npson —z
i f (’yT < ffzé:)
|I = Si npson

el se

[ =integral (z, %) +integral (%£,y)

Messen Sie auch hier die Zeit, die der Algorithmus benétigt.

Kommentieren Sie in den Teilen (a)-(c) Ihre Ergebnisse und Laufzeiten.
(6 Punkte)



Aufgabe 17: (Numerische Integration, Gau3sche Quadraturformeln)

Die Gauflschen Quadraturformeln sind eine spezielle Version der interpolatori-
schen Quadraturformeln, bei denen die Stiitzstellen besonders geschickt gewahlt
werden. Sie besitzen auf [—1, 1] die Form

Qm(f)zzwjf(pj)a m 2z 1,
j=1

wobei p; die Nullstellen des m—ten Legendre-Polynoms

m! dm
O -, N >
Enlt) = Gryigen & 1" m =0

sind und die Gewichte w; wie iiblich gewahlt werden.
SATZ: Gaullsche Quadraturformeln integrieren Polynome sogar bis zum Grad
2m — 1 exakt, das heil3t es gilt

VpE€Pom1: Qulp) = / p(t)dt.

1
Arbeiten Sie die folgende Beweisskizze des Satzes in allen Einzelheiten aus.
BEWEIS:

(a) Mit Hilfe des Satzes von Rolle sieht man sofort, dass das m—te Legendre-
Polynom L,, genau m paarweise verschiedene Nullstellen

pr<p2<...<pnm

in (—1,1) besitzt.

(b) Durch partielle Integration folgt, dass die Polynome L, ..., L,, eine orthogo-
nale Basis von P,, im folgenden Sinne bilden

1
/ Ek(t)ﬁl(t)dt =0 VO < k<l <m.

1

(¢) Offensichtlich ist
1
-1

(d) Ist nun p € Pa,,_1, so lasst sich p trivialerweise schreiben als
p(t) = Lm(t) q(t) + (1),
wobei ¢ und r Polynome aus P,,_; sind.

(e) Mit dieser Darstellung von p folgt direkt die behauptete Gleichheit

Qm(p) = / p(t)dt.

1

(6 Punkte)



