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Aufgabe 26: (Invertierbarkeit von Matrizen)

(a) Seien K € {R,C}, A € K™™ invertierbar und u,v € K™. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:
(1) B := A+ w? ist invertierbar.
(1) a:=1+vTA 1 u #0.

Hinweis: Fiir o # 0 gilt die Formel B! = A™! — 1 (A~ 1y T A7),

1
(b) Sei A= (Ay),,_, ,, €R™ mit
i=j=1

itl=g,i=1,...,m—1

2
3 ,i=741=2,...,m
1
0 ,sonst

und £ = (Ey), ., . € R™" mit zufélligen Eintrégen E;; € [-1,1].

(iii) Bestimmen Sie die Inverse A~!.
(iv) Berechnen Sie die Spaltensummennorm ||A~!||, von A~

(v) Untersuchen Sie die Invertierbarkeit von B, := A+ hE € R™™ fiur h > 0.
Hinweis: Verwenden Sie das Banach-Lemma sowie (iii) und (iv).

(vi) Geben Sie eine obere Schranke h in Abhéngigkeit von m an, so dass B,
fir h € [0, h] invertierbar ist.

(6 Punkte)



Aufgabe 27: (Programmieraufgabe, Gesamtschrittverfahren, LR-Zerlegung)
Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem

Hierbei sei B, := A+ hE € R™™ mit den Matrizen A und F aus Aufgabe 26 (b),
b:=(1,...,1)" € R™ und m = 1200. Die Stérung E sei wie oben zufillig gewihlt

(vgl. Hinweis) und die Gréfle der Storung sei h = 55 bzw. h = 5.

(a) Implementieren Sie das Gesamtschrittverfahren (GSV), indem Sie eine Funk-
tion der Form

[y, iter] =GSV(A, b, eps)

erzeugen. Verwenden Sie dabei zu der gegebenen Toleranz ¢ > 0 die Abbruch-
bedingung

||yn+1 - yn”l < E.

(b) Berechnen Sie mit dem Gesamtschrittverfahren eine Approximation yggy der
Losung von (1) und geben Sie die Anzahl der benétigten Iterationen des Ge-
samtschrittverfahrens aus. Verwenden Sie dazu die Toleranz ¢ = 107% bzw.
e=10"12

(c) Berechnen Sie mit der LR-Zerlegung (vgl. Aufgabe 18 bzw. Skript) insgesamt
drei Approximationen yir 1, y1Rr2, YiRr,3 der Losung von (1) (yrr1 ohne Pivotisie-
rung, yir 2 absolute Spaltenpivotisierung, yir s relative Spaltenpivotisierung).

(d) Messen Sie die Laufzeiten fiir die einzelnen Berechnungen. Hinweis: ti c,
t oc.

(e) Vergleichen Sie die Giite der Approximation

ly — 7l

zwischen den Losungen y € {yasv, YLR1, YLR 2, Y1R,3} und der von Matlab gelie-
ferten Losung y = B, \b.

(f) Interpretieren Sie die erhaltenen Ergebnisse.

Hinweis: Zur besseren Vergleichbarkeit der Losungen verwenden Sie (in MATLAB)
folgenden Programmecode zum Aufbau von E:

rand(’ state’, 3);
E=2x rand(nm - ones(m;

Hierdurch wird erreicht, dass die Zufallsmatrix F bei jedem Aufruf die gleichen
Eintrage besitzt.
(6 Punkte)



Aufgabe 28: (Spezielle Form der LR-Zerlegung, Aufwand)
Sei A € R™™ invertierbar, u,v € R™ und

1. A U m+1,m—+1
A= < T ) cR .

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) A ist invertierbar.
(i) vT At # 0.

(b) Sei A invertierbar und sei die LR-Zerlegung von A bereits bekannt (d. h.
Ay = c kann aufgelost werden).

(iii) Geben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus zur Berechnung der
Losung von

Az =1b (2)

an, ohne fiir A die LR-Zerlegung berechnen zu miissen.

(iv) Wie grof} ist der Aufwand zur Bestimmung der Losung von (2), wenn die
LR-Zerlegung von A bekannt ist?

(6 Punkte)



