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Aufgabe 4: [Erhaltungsgrofie]
Betrachten Sie die Differentialgleichung

wobeiM > 0, F(u) = LV (u) undV (u) = u* — u.

a) Skizzieren Sie (z. B. mit Hilfe einer geeignetenMLAB Gul) das Richtungsfeld dieser
Differentialgleichung furM = 1 undu,, uy € [—2,2].

b) Zeigen Sie, dass die Funktion
1
I R —>R E(Ul,UQ) 2MU2+V(U1)

eine Erhaltungsgrof3e fur diese Differentialgleichungdsth. E erfillt die Eigenschaft
E(uy(t),us(t)) = E(u?, ) fur allet € R und fir alle Anfangsdatefu!, u9) € R.

(6 Punkte)

Aufgabe 5: [Stetige Abhangigkeit vom Anfangswert]

Sei2 ¢ R" offen und seif : R x 2 — R” stetig. Weiter genigé einer einseitigen Lipschitz-
Bedingung, d. h. es gebe einc R derart, dass

(f(t,v1) = f(t,v2), 01 — v2) < afor — a5

fur allet € R, vy,v, € . Dabei bezeichné., ) das euklidische Skalarprodukt ufid |-
die euklidische Norm. Seiem und v L6ésungen der Anfangswertproblemé&t) = f(¢, u(t)),
u(ty) = u® sowiev'(t) = f(t,v(t)), v(ty) = v° mit demselben Existenzintervdll= [t, ;).
Zeigen Sie mit Hilfe des differentiellen Gronwall-Lemmas dbschéatzung

lu(t) —o(®)]l5 < [|u® — |, e20)

fur allet ¢ 1.
(6 Punkte)



Aufgabe 6: [Taylormethode]
a) Seif € C(R"" R") undu : [to, ;] — R™ eine Lésung der Anfangswertaufgabe
u'(t) = f(t,u(t), ulto) = uo,
furt € [to, t1]. Zeigen Sie, dass fur die Ableitungen der Lésung gilt
u(t) = fu(t,u(t)), k=0,1,2,...,
wenn die Funktionerf,, geeignet rekursiv definiert werden (wie?).

b) Die Taylormethode besteht darin, den Wety + 1), h eine Schrittweite, durch
m(to + h) Zm: i zm: i % (to, u
0 k! k! 07 0
k=0 k=0
Zu approximieren, wobefi, wie in a) definiert wird.
Fihren Sie dies im Fall
' =14tu®, u(0)=0
mit m = 5 explizit durch, umu(h) zu approximieren.

(6 Punkte)



