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Aufgabe 4: [Erhaltungsgröße]

Betrachten Sie die Differentialgleichung

u′

1 = u2,

u′

2 = −
1

M
F (u1),

wobeiM > 0, F (u) = d
du
V (u) undV (u) = 1

3
u3 − u.

a) Skizzieren Sie (z. B. mit Hilfe einer geeigneten NUMLAB GUI) das Richtungsfeld dieser
Differentialgleichung fürM = 1 undu1, u2 ∈ [−2, 2].

b) Zeigen Sie, dass die Funktion

E : R2 → R, E(u1, u2) =
1

2
Mu2

2 + V (u1)

eine Erhaltungsgröße für diese Differentialgleichung ist, d. h.E erfüllt die Eigenschaft
E(u1(t), u2(t)) = E(u0

1, u
0
2) für alle t ∈ R und für alle Anfangsdaten(u0

1, u
0
2) ∈ R

2.

(6 Punkte)

Aufgabe 5: [Stetige Abhängigkeit vom Anfangswert]

SeiΩ ⊂ R
n offen und seif : R× Ω → R

n stetig. Weiter genügef einer einseitigen Lipschitz-
Bedingung, d. h. es gebe einα ∈ R derart, dass

〈f(t, v1)− f(t, v2), v1 − v2〉 ≤ α ‖v1 − v2‖
2
2

für alle t ∈ R, v1, v2 ∈ Ω. Dabei bezeichne〈·, ·〉 das euklidische Skalarprodukt und‖ · ‖2
die euklidische Norm. Seienu und v Lösungen der Anfangswertproblemeu′(t) = f(t, u(t)),
u(t0) = u0 sowiev′(t) = f(t, v(t)), v(t0) = v0 mit demselben ExistenzintervallI = [t0, t1).
Zeigen Sie mit Hilfe des differentiellen Gronwall-Lemmas die Abschätzung

‖u(t)− v(t)‖22 ≤
∥

∥u0 − v0
∥

∥

2

2
e2α(t−t0)

für alle t ∈ I.

(6 Punkte)



Aufgabe 6: [Taylormethode]

a) Seif ∈ C∞(Rn+1,Rn) undu : [t0, t1] → R
n eine Lösung der Anfangswertaufgabe

u′(t) = f(t, u(t)), u(t0) = u0,

für t ∈ [t0, t1]. Zeigen Sie, dass für die Ableitungen der Lösung gilt

u(k)(t) = fk(t, u(t)), k = 0, 1, 2, . . . ,

wenn die Funktionenfk geeignet rekursiv definiert werden (wie?).

b) Die Taylormethode besteht darin, den Wertu(t0 + h), h eine Schrittweite, durch

pm(t0 + h) =
m
∑

k=0

1

k!
u(k)(t0)h

k =
m
∑

k=0

1

k!
fk(t0, u0)h

k

zu approximieren, wobeifk wie in a) definiert wird.

Führen Sie dies im Fall

u′ = 1 + tu2, u(0) = 0

mit m = 5 explizit durch, umu(h) zu approximieren.

(6 Punkte)


