
Übungen zur Vorlesung

Numerik gewöhnlicher Differentialgleichungen
Wintersemester 2013/2014

Prof. Dr. L’ubomír Bǎnas
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Aufgabe 7: [Konsistenz der Taylormethode]

Seif ∈ C∞(Rd+1,Rd) undu : [t0, t1] → R
n eine Lösung der Anfangswertaufgabe

u′(t) = f(t, u(t)), u(t0) = u0,

für t ∈ [t0, t1]. Bestimmen Sie die Verfahrensfunktionϕ : I × Rd × R+ → Rd für die aus
Aufgabe 6 bekannte (R-stufige) Taylormethode
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, h > 0 Schrittweite, n ∈ N,

wobei

fr(t, v) :=
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[∂tfr−1] (t, v) + [∂vfr−1] (t, v) · f(t, v) , r > 1.

Zeigen Sie weiter, dass die Taylormethode konsistent der Ordnungp = R ist. (Hinweis: Ver-
wenden Sie den Konsistenzsatz 2.1 aus der Vorlesung).

(6 Punkte)

Aufgabe 8: [Euler-Verfahren und komplexe, lineare AWA]

Seiλ ∈ C undū(t), t ≥ 0 diekomplexwertigeLösung der Anfangswertaufgabe

u′ = λu, u(0) = u0 ∈ C.

a) Zeigen Sie, dass das Euler-Verfahren mit konstanter Schrittweiteh für diese Aufgabe auf
jedem endlichen Intervall[0, T ] konsistent und konvergent von 1. Ordnung ist, d.h.

sup {|τh(tj)| : j ∈ N mit 0 ≤ tj = jh ≤ T} = O(h)

sup {|ηh(tj)| : j ∈ N mit 0 ≤ tj = jh ≤ T} = O(h).

(6 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass dies auch auf dem unendlichen Intervall (d.h. Supremum über allej ∈ N)
richtig ist, sofern Reλ < 0. Im Fall Reλ > 0 ist es im allgemeinen falsch (Gegenbei-
spiel!).

(2 Zusatzpunkte)

Hinweis: Nützliche Restgliedabschätzungen für die komplexe Exponentialreihe findet man in
Forster, Analysis 1, § 13. Auch zeige man:

|zj − wj| ≤ j
[

Max (|z|, |w|)
]j−1

|z − w| ∀ z, w ∈ C.



Aufgabe 9: [Euler-Verfahren]

Lösen Sie die Verhulst–Gleichung

u′ = u(1− u), t ∈ [0, 10], u(0) = u0

numerisch mit dem Euler–Verfahren.
Zu jeweiliger Schrittweiteh bezeichne dabeiuh : Ωh → R

n mit

Ωh := {tj = jh : j = 0, . . . , 10/h}

die Euler-Näherung sowiēu : [0, 10] → R die explizit bekannte Lösung der Verhulst–Gleichung.
Legen Sie für den maximalen Konvergenzfehler

ηmax(h, u
0) = max {|ū(tj)− uh(tj)| : tj ∈ [0, 10]}

eine Tabelle an, die sich durch Kombination der Werteh = 2−i, i = 1, . . . , 6, und
u0 = 0.001, 0.1, 0.5, 10 ergibt. Geben Sie auch die Stelletj an, bei der das Maximum angenom-
men wird, und treffen Sie Vorkehrungen für einen Overflow derEuler–Werte. Interpretieren Sie
die Tabelle.

Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.uni-bielefeld.de. (6 Punkte)


