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Vorwort

Die Erstauflage des vorliegenden Skripts wurde vor einigen Jahren von PD. Thors-
ten Hiils mit Unterstiitzung von Conny Pearce angefertigt. In den darauffolgenden
Jahren wurde das Skript von Prof. Dr. Wolf-Jiirgen Beyn, JProf. Jens Rottmann-
Matthes und Dipl. Math. Simon Dieckmann weiter iiberarbeitet. Anschliefend hat
Dr. Denny Otten das Skript umgestaltet, erweitert und korrigiert. Zudem hat er
grofere Anderungen am Layout vorgenommen.

Literatur

Das Skript richtet sich stark an der englischsprachigen Quelle [5]. Dennoch méchten
wir dem Leser mit [1], [2], [3] und [4] weitere sehr empfehlenswerte Quellen ans Herz
legen.

Historische Entwicklung

Differentialgleichungen tauchten zuerst in mathematischen Modellen zur Beschrei-
bung von Phdnomenen aus den Bereichen der Physik und Mechanik auf, wie zum
Beispiel in den Arbeiten von

e Newton 1643-1727 (Principia, 1687),
e Leibniz 1646-1716.
Das Ziel ist die Beschreibung von Vorgéngen in der Natur, z. B.
e Fallgesetz fiir den Apfel,
e Beschreibung von Planetenbahnen.

Anwendungen finden sich in der Physik, Biologie, Chemie, den Wirtschaftswissen-
schaften und vielen mehr.






1 Einfiihrung

1.1 Gewohnliche Differentialgleichungen

Problemstellung: Gegeben seien ein offenes, abgeschlossenes oder halboffenes In-
tervall J C R, z. B. a,b € R, a < b,

J = (a,b), [a,b], [a,]), (a,b], (a,00), (—00,b), [a,00), (—00,b], (—00,0) =R,

und eine Funktion

fl (tv U)
fR™ D I R" =R (t,v) — f(t,v) = :
fn(t,0)
Gesucht wird nun eine Funktion
Ul(t)
u:R2DJ—=R" t+—u(t)= : : (1.1)
Un(t)
die die folgende Gleichung erfiillt
u'(t) = f(tu(t)), t € J (1.2)

In einer Vielzahl von Anwendungen bezeichnet die Variable ¢t € J in (1.1) die Zeit
und u(t) den Zustand zum Zeitpunkt t. Die Gleichung (1.2) beschreibt nun ei-
ne Beziehung zwischen der Funktion u und seiner ersten Ableitung «’, und zwar
zu jedem festen Zeitpunkt ¢ € J. Die Beziehung zueinander wird von der vorge-
gebenen Funktion f beschrieben. Man nennt die Gleichung (1.2) eine (explizite)
n-dimensionale gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung und das
Intervall J C R ein zugehoriges Existenzintervall. Héngt die Funktion f nicht
von ¢ ab sondern nur von v, d. h. v/(t) = f(u(t)) anstelle von (1.2), so nennen wir
die Differentialgleichung (1.2) autonom, andernfalls nicht-autonom. Fiigen wir
der Gleichung (1.2) eine sogenannte Anfangsbedingung hinzu, z. B. u(ty) = g
fiir einen Anfangswert u, € R” und einem Anfangszeitpunkt ¢, € J, so erhalten
wir die Anfangswertaufgabe

u'(t) =f(t,u(t)), t > to, t € J, (1.3a)
u(to) =up. (1.3b)

Einen prézisen mathematischen Losungsbegriff fiir das Anfangswertproblem (1.3)
werden wir erst spater in Abschnitt 1.4 einfiihren.
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Beispiel 1.1 (Radioaktiver Zerfall). Der radioaktive Zerfall (oder Kernzerfall)
beschreibt in der Physik den Umwandlungsprozess, bei dem sich instabile Atom-
kerne spontan in andere Atomkerne umwandeln und dabei ionisierende Strahlung
aussenden. Zu einer vorgegebenen Anzahl an instabilen Atomkernen stellt man sich
die Frage, wie viele der instabilen Atomkerne zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ noch
nicht zerfallen sind. Dies lésst sich mit Hilfe einer Differentialgleichung beschreiben,
die wir im Folgenden modellieren werden.

Gegeben sei eine radioaktive Substanzprobe mit einer Halbwertszeit T} /o, d. h.
nach der Zeit T/, ist nur noch die Hélfte der urspriinglichen Substanzprobe iibrig.
Weiter bezeichne

u(t) : die Anzahl der nicht zerfallenden Atomkerne zur Zeit ¢,

ug : die Anzahl der Atomkerne zum Anfangszeitpunkt ¢g,

wobei wir uy > 0 voraussetzen. Das Zerfallsgesetz der Kernphysik besagt nun:

,Die Anzahl der zum Zeitpunkt t zerfallenden Atomkerne (also u'(t))
st proportional zu
der Anzahl der noch nicht zerfallenden Atomkerne (also u(t)).“

Mit dem Proportionalitdatsfaktor —k fiihrt dies auf die Differentialgleichung
u'(t) = —ku(t), (1.4)

wobei k € R mit k£ > 0 eine konstante Zerfallsrate der Substanzprobe bezeichnet.
Hierbei ist (1.4) eine Differentialgleichung 1. Ordnung mit f(t,v) = —kvund n = 1.
Beriicksichtigen wir zusétzlich die Anzahl der Atomkerne uy zum Anfangszeitpunkt
to, so erhalten wir die Anfangswertaufgabe

u'(t) = — ku(t), t > to, (1.5a)

a) Losung der Anfangswertaufgabe: Eine Losung der Anfangswertaufgabe (1.5)
lautet

u(t) = e FEy t > . (1.6)

Als Nachweis dafiir dient die Probe, bei der man die Losung (1.6) auf bei-
den Seiten in die Gleichungen (1.5a) und (1.5b) einsetzt, um die Giiltigkeit
der Gleichungen direkt zu tberpriifen: (Der Nachweis von (1.5a) erfordert
Anwendung der Kettenregel)

d
W(t) = - [e—k(tfto)uo} -k [efk(tfto)uo} = —ku(t), t > to,

u(to) _ e—k(to—to)uo _ eouo — .

b) Eindeutigkeit der Losung: Wir zeigen, dass die Losung (1.6) der Anfangs-
wertaufgabe (1.5) eindeutig ist. Sei v eine (weitere) Losung von (1.5), d. h. v
erfiillt

V'(t) = — kou(t), t > to, (1.7a)
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’U(to) =Ug > O, (17b)

dann definieren wir C(t) := ef(t—*)y(¢). Aus der Produktregel und (1.7a)
erhalten wir

_d
- dt
Daraus folgt, dass die Funktion C' konstant sein muss, d.h. C(t) = ¢ € R

fiir alle ¢ > to. Aus der Definition von C(t) folgt daher v(t) = e *(~%)c. Die
Konstante ¢ erhalten wir nun aus der Anfangsbedingung (1.7b), denn

C'(t) [eMi=t0)y(1)] = eM10) [/ (8) + ko(t)] = 0.

c=C(ty) = o )y(ty) = v(ty) = uo.

Wir erhalten schlieklich v(t) = e *(t=t)yy = u(t), also die Eindeutigkeit der
Losung (1.6) von (1.5).

Zusammenhang zwischen Zerfallsrate k und Halbwertszeit T /o: Die Definition
der Halbwertszeit besagt (beachte: ug > 0)

1 1
e MMy = e FloHT2700) g = gty + Ti2) - §u(t0) — 3t
1 1 In2
e e kT p=(c)=-In2 < k=~
2 2 11/
Als Fazit halten wir fest, dass die Anfangswertaufgabe
In2
W(t) = — ——u(t), t > to, (1.82)
Ty
U(to) =Ug > 0, (18b)
den radioaktiven Zerfall modelliert und die eindeutige Losung
_In2 7250) 7('5*'50)
u(t) =e "2 up =2 2 g, t >t (1.9)

besitzt, die in Abbildung 1.1 skizziert ist. Hierbei ist zu beobachten, dass u(t),
also die Anzahl der nicht zerfallenden Atomkerne, fiir ¢ — oo gegen 0 strebt.

1
Th/o 2Ty )9 3112 4Ty /9

Abbildung 1.1: Radioaktiver Zerfall
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1.2 Richtungsfeld und Phasenbild

Das im Folgenden definierte Richtungsfeld einer (expliziten) n-dimensionalen ge-
wohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung ist eine graphische Veranschauli-
chung der zugehorigen Losungen. Ein wesentlicher Vorteil des Richtungsfeldes be-
steht darin, dass es sich zeichnen lasst, ohne die Differentialgleichung (1.2) analy-
tisch zu l6sen. Dariiber hinaus kann das Richtungsfeld einerseits dazu verwendet
werden, qualitative Aussagen iiber das Losungsverhalten zu machen, und anderer-
seits dazu, die Losungen der Differentialgleichung numerisch zu approximieren.

Definition 1.2 (Richtungsfeld, Niveaulinie). a) Die Abbildung

1
R:RxR*DQR™.  (tv H( )
- E0) = st 0)

heift Richtungsfeld der Differentialgleichung (1.2). Fiir (¢,v) € Q bezeichnen wir
das Tripel (¢, v, f(t,v)) € Q2 xR" als Linienelement der Differentialgleichung (1.2).
b) Weiter bezeichnen wir die Menge

Ni(f,c) ={(t,v) e Q] fi(t,v) =c},j=1,...,n

als j-te Niveaulinie (oder: Isokline) von f zum Niveau (oder: Level) ¢ € R und
N;(f,0) als j-te Nullkline von f.

~

t t
Abbildung 1.2: Lésung mit zwei Tangentialvektoren

Eine wichtige Erkenntnis ist, dass der Vektor

% <u(tt)) N <u’1t)) - <f(t7i(t)))

ein Tangentialvektor an den Graphen {(¢,u(t)) | t € J} der Losung w ist, vgl. Abbil-
dung 1.2. Etwas vereinfacht ausgedriickt, geben uns die Pfeile des Richtungsfeldes
den Verlauf der Losung u in Abhéngigkeit von t an.
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Um mit den Begrifflichkeiten aus Definition 1.2 etwas vertrauter zu werden, wol-
len wir das Richtungsfeld nun anhand eines mathematischen Beispiels illustrieren
und kniipfen dazu an das Beispiel 1.1 an.

Beispiel 1.3 (Radioaktiver Zerfall). Betrachte die Differentialgleichung (1.4) fiir
die Zerfallsrate k = %, also

u’(t):—%u(t) mit  f(t,v) = —%v. (1.10)

Abbildung 1.3 zeigt das zu der Differentialgleichung (1.10) gehérende Richtungsfeld.
Man beachte hierbei, dass die Losungen der Differentialgleichung (1.10) tangential
zum Richtungsfeld verlaufen.

v

\\\ e
1 4

\ \ ft,1)=-1
s s s s

% % % % t
1 2 3 4

Abbildung 1.3: Richtungsfeld der Differentialgleichung (1.10)

Richtungsfelder kénnen z. B. auch mit Maple erzeugt werden

with(plots):
fieldplot([1, -0.5%v], t = -1..5, v = -1..5);

W
i

=
/L L S L S S T
VAV AP D GV GV LD AV L v
VAV AP A GV GV LD AV L v
VAV AP A Y GV AV Ly L e
VAV AP A Y GV AV D L e
VAV A A A G AP AP LD L e
VAV AP D GV GV LD AV L v
VAV AP A GV GV LD AV L e
VAV AP A Y GV LD Ay L e
VAV DA A QYLD A LD e
VAV A A SV AV AP AP LD L e
VAV VA AP D GV GV LD Ay L e
VAV AP A Y GV LD AV A e
VAV AP A Y GV LD Ay L e
VAV DA A QYLD A LD e
VAV A A SV AV AP AP LD L e

w
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NV Yt S S

(¥}
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Abbildung 1.4: Richtungsfeld der Differentialgleichung (1.10) mit Maple
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Das aus der Maple-Eingabe resultierende Richtungsfeld der Differentialgleichung
(1.10) ist in Abbildung 1.4 dargestellt. Man beachte hierbei jedoch, dass Maple die
Léange aller Pfeile mit gleichem Faktor skaliert hat!

In Raumdimensionen n > 2 erweist sich die graphische Veranschaulichung des
Richtungsfeldes schwieriger. In diesem Fall projiziert man héufig das Richtungsfeld,
um das Losungsverhalten zu veranschaulichen.

Definition 1.4 (Projiziertes Richtungsbild, Phasenbild). Die Abbildung
P, :R" - R", v f(t,0)

heifst projiziertes Richtungsfeld der Differentialgleichung (1.2) zum Zeitpunkt
t € J. Tragen wir in das Diagramm einige charakteristische Losungen von (1.2) ein,
so bezeichnen wir das Diagramm als Phasenbild.

Hierbei ist zu betonen, dass fiir autonome (zeitunabhéngige) Differentialgleichun-
gen, d. h. f héngt nicht explizit von ¢ ab

u'(t) = flu(t)), t € J,

die Abbildungen P, fiir alle Zeiten ¢ {ibereinstimmen. In diesem Fall bezeichnen wir
die Projektionsabbildung P, abkiirzend mit P.

In der Tat treten Richtungsfelder und ihre Projektionen in einer Vielzahl von An-
wendungen auf. Beispielsweise lassen sich in der Meterologie mit Richtungsfeldern
Stromungsfelder des Windes und der Temperatur (siche Abbildung 1.5) aber auch
Windrichtungen (siehe Abbildung 1.6) veranschaulichen. Damit wir hiebei jedoch
den Uberblick nicht verlieren, wurde in Abbildung 1.5 und 1.6 jeweils das projizier-
te Richtungsfeld P; zu einem festen Zeitpunkt ¢ dargestellt, wobei der Fall n = 2
vorliegt. Der zeitliche Verlauf der Stomungen und Windrichtungen liefse sich jetzt
zum Beispiel mit einer Bildsequenz veranschaulichen.

Abbildung 1.5: Stromungsfeld des Windes und der Temperatur als projiziertes
Richtungsfeld
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Abbildung 1.6: Windrichtungen als projiziertes Richtungsfeld

Wir werden das projizierte Richtungsfeld anhand eines Beispiels aus der theore-
tischen Biologie diskutieren.

Beispiel 1.5 (Populationsdynamik). Betrachte die Lotka-Volterra-Gleichungen
(oder: Rduber-Beute-Gleichungen)
Ull(t) :Ul(t) . (]{71 — T1U2(t)), (111&)
uy(t) =ua(t) - (rous (t) — ko), (1.11b)
fiir t € J. Hierbei bezeichnen
uy(t) : die Anzahl der Beutetiere zur Zeit ¢,
us(t) : die Anzahl der Rauber zur Zeit ¢,
k1 : die Reproduktionsrate der Beute,
ko : die Sterberate der Rauber,

ry : die Fressrate der Rauber,

ro : die Reproduktionsrate der Rauber.

wobei kq, ko, 1,79 € R mit kq, ko, 71,79 > 0. Dieses mathematische Modell stammt
urspriinglich aus der theoretischen Biologie und wurde von Alfred. J. Lotka und
Vito Volterra aufgestellt. Dieses Modell beschreibt die Wechselwirkung zweier Po-
pulationen (Rauber und Beute), bei denen sich die Rauber von der Beute ernéhren.

a) Zusammenhang zu (1.2): (1.11) l&sst sich in der Form (1.2) schreiben mit

F(t ) = (jjg U%) _ (ZEQJTZZD e = (g;) cR®  (112)

0= ()

und



10 1 FEinfiihrung

b) Richtungsfeld: Das Richtungsfeld von (1.11) ist dreidimensional. Abbildung
1.7 veranschaulicht das Richtungsfeld von (1.11) fiir die Parameter ky = ky =
" = T9 = 1.

U1
Abbildung 1.7: Dreidimensionales Richtungsfeld von (1.11)

Da die Funktion f aus (1.12) nicht von ¢ abhéngt, ist die Differentialgleichung
(1.11) autonom. Somit ist das Richtungsfeld in jeder Ebene E; := {(t,v) | v €
R?} gleich. Daher bietet es sich an, stattdessen das projizierte Richtungsfeld
zu zeichnen.

c¢) Projiziertes Richtungsfeld: Das projizierte Richtungsfeld von (1.11) ist fiir die
Parameter k1 = ks = r; = r9 = 1 in Abbildung 1.8 dargestellt.

» U1

w__
oy

Abbildung 1.8: Projiziertes Richtungsfeld von (1.11)
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Mit Maple lassen sich auch problemlos projizierte Richtungsfelder erzeugen,
so erhalten wir beispielsweise durch die Maple-Eingabe

with(plots):
fieldplot([vi*(1-v2), v2*(vi-1)], vl = 0..2, v2 = 0..2);

das projizierte Richtungsfeld von (1.11) fiir die Parameter k; = ko = r =
ro = 1, vgl. Abbildung 1.9.
2 ~ NN\
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Abbildung 1.9: Projiziertes Richtungsfeld von (1.11) mit Maple

d) Interpretation der Ergebnisse: Wenn die Rauber ausgestorben sind (v, = 0),
dann vermehrt sich die Beute ungebremst. Sind umgekehrt jedoch alle Beu-
tetiere ausgestorben (v; = 0), dann sterben die Réuber aus. Sind Beute und
Réuber vorhanden, so oszillieren die Losungen von (1.11) um das Gleichge-
wicht (v1,v9) = (1,1).

Auf den zwei Geraden v; = 0 und vy = 1 verlduft das Richtungsfeld senkrecht,
d. h. es gilt fi(t,v) = 0 und somit

Ni(f) ={veR?*| fi(t,v) =0} = {v € R? | v; = 0 oder vy = 1}.
Auf den zwei Geraden v; = 1 und vy = 0 verlduft das Richtungsfeld hingegen
waagerecht, d.h. es gilt fo(f,v) = 0 also

No(f) ={v € R?*| fo(t,v) =0} = {v € R? | v; = 1 oder v, = 0}.

Die Menge N,( f) bezeichnet die j-te Nullkline der Differentialgleichung (1.11),
j = 1,2. Die Schnittpunkte dieser Nullklinen liefern die Gleichgewichte von
(1.11). Ein Gleichgewicht der autonomen Differentialgleichung (1.11) ist ein
Punkt v € R?* mit f(v) = 0. Im vorliegenden Fall sind dies die beiden Punkte
(0,0) und (1,1).
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1.3 Eine einfache Differentialgleichung

Wir betrachten wieder die Differentialgleichung u'(t) = f(¢,u(t)) aus (1.2). Der
einfachste Fall dieser Differentialgleichung liegt vor, wenn f nicht von v abhéngt.
In diesem Fall geht (1.2) tiber in

W(t) = ft), te J (1.13)

Die Losungen von (1.13) erhalten wir direkt durch Integration beider Seiten. Wir
benotigen daher lediglich eine Stammfunktion F' von f. Falls eine Stammfunktion
F existiert (z. B., wenn f in einem Intervall J C R stetig ist), so ist u = F eine
Losung von (1.13). Da Stammfunktionen aber nur bis auf eine Konstante eindeutig
bestimmt sind, ist die Funktion

u(t) = F(t) +c (1.14)

fir jedes ¢ € R™ ebenfalls eine Losung von (1.13). Damit ist (1.13) offensichtlich
nicht eindeutig 16sbar. Die Eindeutigkeit der Losung erhalten wir durch die zuséatz-
liche Forderung einer Anfangsbedingung. Fordern wir die Anfangsbedingung

u(ty) = uog, to € J, up € R™, (1.15)
so erhalten wir die Konstante ¢ € R™ aus (1.14) fiir ¢t = ¢y und (1.15):
uy = u(to) = F(ty) + ¢ <= c=wuy— F(ty).
Also besitzt die Anfangswertaufgabe (1.13), (1.15) die (eindeutige) Losung
u(t) = F(t) — F(to) + uo, (1.16)
wobei F' eine beliebige Stammfunktion von f ist.

Beispiel 1.6 (Bremsvorgang eines Autos). In diesem Beispiel untersuchen wir den
Bremsvorgang eines Autos. Dabei interessieren wir uns speziell fiir die Geschwin-
digkeit (und die Bremszeit) sowie fiir den Bremsweg (und den Anhaltepunkt) des
Fahrzeugs. Der Bremsweg entspricht der Strecke, die ein Fahrzeug vom Beginn der
Bremsung bis zum Ende der Bremsung zuriicklegt und beriicksichtigt kein Reak-
tionsverhalten des Fahrers. Wir verwenden die aus der Physik geldufigen Bezeich-
nungen:

) : Position (Ort) zur Zeit ¢ (in m),
v(t) : Geschwindigkeit zur Zeit t (in m/s),
) : Beschleunigung (Geschwindigkeitsinderung) zur Zeit ¢ (in m/s?),
o : Ort zum Anfangszeitpunkt ¢, (in m),
vy : Geschwindigkeit zum Anfangszeitpunkt to (in m/s),
K : konstante Bremskraft (in N = kg - m/s?),
m : Masse des Autos (in kg).
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Die mathematische Modellierung liefert zwei gekoppelte Differentialgleichungen:

r(t) =v(t), (1.17)
V'(t) =a(t). (1.18)

Hierbei gilt nach dem zweiten Newtonschen Gesetz (Bewegungsgesetz, Kraft =
Masse - Beschleunigung) die Beziehung a(t) = —£. Wir werden nun zunéchst
(1.18) 16sen, die Losung v dann in (1.17) einsetzen und anschlieffend (1.17) 16sen.

a) Geschwindigkeit (und Bremszeit): Betrachte das Anfangswertproblem

V(1) —a(t) = —%,t R, (1.19a)
v(ty) =vo, (1.19b)

wobei die Geschwindigkeit vy € R zu Beginn der Bremsung positiv ist, d. h.
vy > 0. Eine Stammfunktion von a ist

K
Alt) = ——t, teR.
m

Die Losung von (1.19), also die Geschwindigkeit v, die wir aus der Formel
(1.16) erhalten, lautet

K K K
v(t) = A(t) — A(to) 4+ vo = ——t + —tg +vo = ——(t — to) +vg, t € R.
m m m
(1.20)

Das Auto stoppt, sobald v(t) = 0 gilt. Damit ergibt sich Stoppzeit (oder
Bremszeit) ¢y, (in s) durch

K mu
0= (tstop) = —— (tstop = to) + U0 <= turop = 70 + to. (1.21)

Ein Auto mit einem Gesamtgewicht von 1000kg und einer (konstanten) Brems-
kraft von 6500N benétigt bei einer Anfangsgeschwindigkeit von 501%“ zur Zeit
to = Os bei einer Vollbremsung demnach

1000kg - 291

tstop = SE00N ~ 2, 14s (Sekunden)

bis zum Stillstand, vgl. Abbildung 1.10.
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0 e e e e e

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t

Abbildung 1.10: Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm fiir (1.19)

Das in Abbildung 1.10 angegebene Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm wurde
mit den Maple-Befehlen

with(plots):

K := 6500:

m := 1000:

th := v0 -> ((v0/3.6)*m)/K;

v := (t, v0) -> (v0/3.6 - (K*t)/m)*3.6;

P1 := plot(v(t, 50), t = 0..th(50), v = 0..70):
P2 := plot(v(t, 65), t = 0..th(65), v = 0..70):

display(P1, P2);

erzeugt.

b) Bremsweg (und Anhaltepunkt): Betrachte nun das Anfangswertproblem

P(0) =0(t) =~ (t — 1) 0,1 € R, (1.224)
r(to) =ro, (1.22b)

wobei die Position des Fahrzeugs zu Beginn der Bremsung bei g € R liegt.
Hierbei haben wir die Lésung v aus (1.20) bereits in (1.22a) einfliefen lassen.
Eine Stammfunktion von v ist

K (1
V(t)=—— (§t2 - tot) +ot, t € R.

m
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Die Losung von (1.22), also die Position r des Fahrzeugs, die wir erneut aus
der Formel (1.16) erhalten, lautet

r(t) =V (t) — V(to) + ro

K (1, K(l, .,
:—% §t —tof} +Uot+g §t0_t0 _UOtO‘i‘TO (1'23>

K1
= — E? (t—to)z +U0(t—t0) +T0.

Daraus erhalten wir den Anhaltepunkt 7y, (in m)

K1 //mu 2
Tstop +=— T(tstop) - - Eﬁ ((7 + tO) - tO)

und den Bremsweg (in m), d. h. den widhrend des Bremsvorgangs zuriick-
gelegte Weg,
1m 1m
Tstop — T'(t0) = 5?128 +7r9—To = 5?08.
Beachte, dass die Anfangsgeschwindigkeit vy sowohl im Anhaltepunkt rg,, als
auch im Bremsweg quadratisch eingeht. Wir betrachten erneut unser obiges
Auto mit der Anfangsgeschwindigkeit SOkTm im Ort rg = Om, so ergibt sich
ein Anhaltepunkt und zugleich der Bremsweg von
Tstop = Tstop — T'(t0) = 5%1}3 ~ 14,8m (Meter),
vgl. Abbildung 1.11.

- km
65k

10 AN

50k

O o o I I I I

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25
t

Abbildung 1.11: Zeit-Bremsweg-Diagramm fiir (1.22)
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Das in Abbildung 1.11 erzeugte Zeit-Bremsweg-Diagramm wurde mit den
folgenden Maple-Befehlen erzeugt:

with(plots):

K = 6500:

m = 1000:

th := vO -> ((v0/3.6)*m)/K;

x = (x, v0) -> v0/3.6 * t - K¥t~2 / (2*m);

P1 := plot(x(t, 50), t = 0..th(50), x = 0..26):
P2 := plot(x(t, 65), t = 0..th(65), x = 0..26):

display(P1, P2);

At 5mph over the 30mph limit,
how much further does it take to stop?

Twenty one feet, that's over six metres.
At 30mph, you would have stopped in front of the first child.

At 35mph, you would not only hit the first child, but you would still be
doing 17mph when you hit the second child.

It doesn’t matter how good a driver you are. The faster you go, the longer
it takes to stop. In this case the extra Smph means the total stopping
distance of an average saloon with ABS is an agonising ninety six feet, or
twenty nine metres. Which brings you to the feet of the third child.

30mph might feel slow, but only until someone steps out in front of you.

TR

Slow down.

Abbildung 1.12: Verkehrssicherheit
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Betrachte die Anfangswertaufgabe
u'(t) =£(1),
U(to) =Uo,

mit der in (1.16) bestimmten Losung

£) = ug +/t:f(s)ds

Beachte hierbei, dass die Lésung u im Allgemeinen nicht durch eine explizite Formel
aufgelost werden kann.

Beispiel 1.7. Die Funktion
flt)y=e"

besitzt keine Stammfunktion, die explizit angegeben werden kann. In einem solchen
Fall hilft nur eine numerische Approximation.

1.4 Anfangswertaufgaben und Losungsbegriff

Anfangswertaufgabe: Seien f € C(Q,R") mit Q C R"™ und (ty,ug) € Q ge-
geben, dann lautet die Anfangswertaufgabe (oder: das Anfangswertproblem)

u'(t) =f(t,u(t)), (1.24a)

Definition 1.8 (Losung einer Anfangswertaufgabe). Eine Funktion u € C*(J, R"),
J C R offenens, abgeschlossenes oder halboffenes Intervall, heifst Losung der An-
fangswertaufgabe (1.24), falls die folgenden Eigenschaften gelten

1) J ist ein echtes Intervall (d. h. J £ 0)

(1)
(2) graph(u) := {(t,u(t)) € Q[t € J} CQ
(3) W'(t) = f{t,u®)) Vi € J,

(4) u(ty) = up und ty € J.

Falls nur (1)-(3) gelten, so heifst © Losung der Differentialgleichung (1.24a).

Da die Differentierbarkeit einer Funktion eine offenen Definitionsbereich voraus-
setzt und J C R aber ein beliebiges offenens, abgeschlossenes oder halboffenes
Intervall sein darf, ist v € C*(J,R") in Definition 1.8 wie folgt zu verstehen:

w e CHIRY) = ue C(JLRY), ue C'(J,R") und o € C(J,R").  (1.25)

Die Menge graph(u) heifst Graph von u. Der Graph von u sowie der Losungs-
begriff aus Definition 1.8 sind in Abbildung 1.13 veranschaulicht.
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Bemerkung 1.9. Ist u € C(J,R"), so ist die Funktion v : J — R" stetig. Ist
u € C'(J,R"), so ist die Funktion u : J — R™ differentierbar und sowohl u als auch
u’ sind stetig.

Ug —

Abbildung 1.13: Losung einer Anfangswertaufgabe

Beispiel 1.10 (Radioaktiver Zerfall). Wir betrachten erneut die Anfangswertauf-
gabe (1.8) zur Beschreibung des radioaktiven Zerfalls aus den Beispielen 1.1 und
1.3. Die Losung (1.9) von (1.8) erfiillt offensichtlich die Bedingungen aus Definition
1.8 fiir 2 = R x R, vergleiche Abbildung 1.14. Dabei ist jedoch zu beachten, dass
eine negative Anzahl an Atomkernen zum Anfangszeitpunkt to physikalisch keinen
Sinn macht. Daher miissen wir € eigentlich auf R x [0, c0) einschréanken.

u

Uy

to
J

Abbildung 1.14: Lésung des radioaktiven Zerfalls
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2.1 Differential- versus Integralgleichung

Betrachte die Anfangswertaufgabe

u'(t) =f(t,u(t)), t € J, (2.1a)
u(to) =uo. (2.1b)

mit f € C(J x R*",R"). (2.1) kann (zunéchst formal) mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung in die Integralgleichung

u(t) = ug + /t f(s,u(s))ds, t > tg, t € J (2.2)

umgeschrieben werden. Hierbei ist zu beachten, dass fiir vektorwertige Funktionen
g € C(R,R™) die Integration in (2.2) komponentenweise definiert ist, d. h.

/t Jiy 1(s)ds o (1)
g(s)ds = : :

: , wobeig(t) = | :
t
fto gn(s)ds gn(t)
Der Zusammenhang zwischen der Anfangswertaufgabe (2.1) und der Integralglei-
chung (2.2) beschreibt das folgende Lemma.

Lemma 2.1 (Differential- versus Integralgleichung). Sei J C R ein Intervall und
feC(JxR"R"). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Ist u € C'(J,R™) eine Losung von (2.1), so lost u auch (2.2).
(2) Istu € C(J,R") eine Lisung von (2.2), dann ist u € C*(J,R™) und ldst (2.1).

Beweis. (1) Sei u € C'(J,R") eine Losung von (2.1). Integrieren wir beide Sei-
ten in (2.1a) bzgl. ¢ von ty bis t, so erhalten wir aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und (2.1b)

u(t) —ug = u(t) — u(ty) = / u'(s)ds = /t f(s,u(s))ds, t > 1o, t € J.

to

Die Addition beider Seiten mit wug liefert uns (2.2).
(2) Sei u € C(J,R") eine Losung von (2.2). Aus

w;(t) = (uo); +/t fils,u(s))ds,i=1,...,n

stetig

J/

TV
differentierbar
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folgt
u; € CH(J,R) und () = f;(t,u(t)), t € J sowie u;(ty) = (uo);

fiir alle i = 1,...,n. Folglich gilt u € C'(J,R™) und u 16st (2.1).
U

Beispiel 2.2 (Radioaktiver Zerfall). Betrachte die Anfangswertaufgabe (1.5) aus
Beispiel 1.1

u'(t) = — ku(t), t > to,
u(ty) =ug > 0,
mit f(t,v) := —kv und n = 1. Die zu (1.5) dquivalente Integralgleichung lautet
t
u(t) = uo —i—/ —ku(s)ds.
to
Die aus (1.6) bekannte Losung der Anfangswertaufgabe
u(t) = e FE0yy ¢ > ¢

16st auch die Integralgleichung, denn aus der Integration durch Substitution folgt

t—to

t t
ug + / —ku(s)ds = ug + / —ke *E=0)yods = up + / —ke *ugdr
to to 0

7t0

=up + [efkruo} i:o = g + e FET0)y g — Oyy = 7Rty = w(t).

2.2 Der Existenzsatz von Peano

Bevor wir Losungsverfahren kennenlernen, wollen wir untersuchen, ob Differenti-
algleichungen iiberhaupt Losungen besitzen, bzw. ob diese eindeutig sind. Dies ist
nur unter zusétzlichen Voraussetzungen der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.3. Die Anfangswertaufgabe

(u(t))? + t*/(t) =0, t > 0, (2.3a)
u(0) =1, (2.3b)

besitzt keine Losung. Beweis: Angenommen u ist eine Losung von (2.3), so folgt
aus (2.3a) bei t = 0 und (2.3b)

0 = (u(0))* + 0%/ (0) = (u(0))* = 1.
also u ¢ C*(J,R), vgl. (1.25). Schreiben wir (2.3a) in der Form
W (1) = (b, u(t)), >0,

so ist f(t,v) = —g—;. Also hat f(-,v) fiir v = u(0) # 0 eine Polstelle bei ¢ = 0 und
ist insbesondere nicht stetig, siehe Abbildung 2.1.
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Abbildung 2.1: Graphische Darstellung von f(t,v) = —;’—22

Die Abbildung 2.1 wurde erneut mit Maple erzeugt:

with(plots):

f = (t,v) -> - v°2/t°2;

plot3d(f(t, v), t = -40 .. 40, v = -40 .. 40,
grid = [50, 50], orientation = [115, 55],
axes = boxed, view = -10 .. 0);

Der folgende Satz zeigt, dass fiir die Existenz von Losungen alleine schon die
Stetigkeit der Funktion f ausreicht. Der Beweis wird hier nicht vorgefiihrt und wir
verweisen stattdessen auf |1, Satz 2.2.2].

Satz 2.4 (Existenzsatz von Peano). Sei Q@ C R offen, f € C(Q,R") und
(to, ug) € Q2. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

u'(t) =f(t ult)), (2.4a)
u(to) =uo, (2.4b)

mindestens eine lokale Lisung, d. h. es gibt ein o = a(to, ug) > 0 derart, dass die
Anfangswertaufgabe (2.4) auf dem Intervall I := [ty — a, g + a] mindestens eine
Lésung u € CH(I,R") besitzt.
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2.3 Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von
Picard-Lindelof

Es bleibt die Frage, ob die Existenz einer Losung die Eindeutigkeit impliziert. Dies
ist ebenfalls nicht der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.5. Betrachte die Anfangswertaufgabe

u'(t) =v/|u(t)], (2.52)

u(0) =0. (2:5b)

Mit @ = R x R und f(t,0) = /[v] gilt f € C(Q,R) und daher liefert Satz 2.4
mit (tp,ug) = (0,0) € Q die Existenz mindestens einer Losung u von (2.5). Of-
fensichtlich 16st die trivialen Losung (oder: Nulllésung) u(t) = 0, ¢t € R, die
Anfangswertaufgabe (2.5). Dartiber hinaus ist auch die Funktion

0 ,t<ec
uc(t) = {(t—c)2
T ,t>c

fiir jedes ¢ > 0 eine Losung von (2.5). Beweis (durch Probe): Wegen ¢ > 0 erfiillt u,
die Anfangsbedingung u.(0) = 0, vgl. (2.5b). Fiir ¢ < ¢ 16st u.(t) = 0 offensichtlich
die Differentialgleichung (2.5a). Dies gilt auch fiir ¢ > ¢, denn aus der Kettenregel
erhalten wir

= Vu(t)]-

u;@):a{(t;c)?] :2(t4—c):t;c: ‘@

Somit besitzt (2.5) unendlich viele verschiedene Losungen, die nicht einmal lokal
eindeutig sind, d. h. es existiert keine Nullumgebung (Umgebung um ¢, = 0), in
der die Losung von (2.5) eindeutig ist, vgl. Abbildung 2.2.

20

15

10—

3}
[

D

£=

5 10 15 20
t

Abbildung 2.2: Losung u,. von (2.5) fiir ¢ =0, 5 und 10
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Das Hauptproblem, das in diesem Beispiel die Eindeutigkeit verhindert, besteht
darin, dass die Steigung der Funktion

f) = /vl

in keiner Nullumgebung beschrénkt ist, vgl. Abbildung 2.3.

[TTT T T [T TTIrT]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
u

Abbildung 2.3: f(t,u) = /|u|

Beispiel 2.5 zeigt, dass die Stetigkeit von f im Allgemeinen nicht ausreicht, um
(zusétzlich zu der Existenz) die Eindeutigkeit der Losung der Anfangswertaufgabe
(2.4) zu garantieren. Es liegt daher nahe, weitere Bedingungen an f zu stellen.

Definition 2.6 (Lipschitz-beschriinkt). Seien  C R™™! und ||| eine Norm auf
R". Eine Funktion

FIRMIOQ SR (to) s f(t)
heiftt Lipschitz-beschrinkt in Q (beziiglich der 2. Variablen), falls

Hierbei nennen wir (2.6) die Lipschitz-Bedingung und L die Lipschitz-Konstante
von f in €.

In Anwendungen ist  C R™"*! hiufig ein Quader der Form Q = J x (), wobei
J C R ein Intervall und @) C R™ ist. Dies verdeutlichen die folgenden Beispiele.

Beispiel 2.7.
(1) Seien f(t,v) = cv mit ¢ € R, J = [a, b] beliebig und ) = R. Dann gilt

lf(t,v) — ft,w)|=]c(v —w)|= || v—w| VteJVv,weR.
—~

=:L
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(2) Sei f(t,v) = —2tv mit J = [a, b] beliebig und ) = R. Dann gilt

|[f(t,0) = [t w)] = [2t(v —w)| = 2 t| [o - w]
<L2max{|al,|b|} v —w| VteJVYv,weQ.
————

=:L
(3) Sei f(t,v) = Av mit A € R™", J C R beliebig und @) = R". Dann gilt

17t 0) = f(t w)]| = [[A(v —w)]| < IIAII lv—w| VieJVowed,

wobei

Av
| Al :== sup ——— = sup | Av||
verr ||V o=
0

die von der Vektornorm ||-|| induzierte Matrixnorm bezeichnet. Zum Beispiel
erhalten wir fiir die Maximumsnorm

IWlog == max_lu;]

-----

die Zeilensummennorm

1A]l = max ZIAU\

als zugehorige Matrixnorm.
() U1 + 209

[—2,2] und R" versehen mit der Maximumsnorm ||-|| . Dann gilt fiir alle
t € Jund v, w € ) zundchst

(4) Sei f(t,v) = f (t, (”l)) — ( uf ) mit J C R beliehig, Q = [~2,2] x

. 'Ul —w;
It e =] o )|
=max{|v] — wi|,|vi + 202 — w1 — 2ws|}.
Wegen
}Ul — wl‘ =|(v1 +w1)(v1 —wy)| = |1 +wi| Jvg —wn
<(for] + wr]) [or —wn| <4 flo —wl
und

|1 + 202 — wy — 2ws| < |vg —wi| + 2 vy —wo| < 3 |jv —wl|,
folgt

| f(t,v) = ft,w)|l, <4|v—w|, VteJVv,weQQ.
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(5) Sei f(t,v) = y/|v| mit J = [a,b] beliebig und @@ = R. Die Funktion f ist
nicht Lipschitz-beschrankt auf J x @ bzgl. v. Beweis: Angenommen es gibt
ein L > 0 mit

VIl = VIul| = I£(t,0) = fltw) < Llv—w] VteVo,uweQ.

Fiir w = 0 erhalten wir |v|% < L|v| und somit |v|_2 L fur v # 0. Da aber

lv|~ 5 oo fiirv — 0 gilt, finden wir ein v € R, so dass |v|~ ® < L nicht erfiillt
ist. Damit erhalten wir einen Widerspruch zu unserer Annahme. Folglich ist
f nicht Lipschitz-beschrinkt auf J x @ bzgl. v.

Betrachten wir Q). = [, 00) fiir € > 0 (anstelle von @@ = R), so gilt

v —w
w| Vo,w € Q.

1 1 1
2 = (2 —w?2

’M%_

f‘”_

_LE

l 1
V2 + w2

Beispiel 2.7(5) zeigt, dass die Lipschitz-Beschrénktheit von f (bzgl. v) stark von
dem gewédhlten Gebiet () abhéngt. Die Lipschitz-Bedingung (2.6) gilt in Anwen-
dungen oftmals nicht fiir () = R", sondern nur in einem kompakten Quader

Q: [al,bl] X [ag,bg] X oo X [an,bn] :{.’EGRH | a; < I gbZV’l: 1,...,7’1,},
wobei wir wieder a; < b; fiir alle ¢ = 1, ..., n voraussetzen.

Satz 2.8 (Mittelwertsatz (Integralform)). Sei Q C R™ offen und f € C*(Q,R™).
Dann gelten fiir je zwei Punkte v,w € Q mit der Eigenschaft

S(w,w):={v+s(w—v)|sel01]} CN
die Formel
f(v) = flw) = /0 Df(v+ s(w—v))(v—w)ds = /0 Df(v+ s(w—v))ds(v —w)
(2.7)
sowie die Abschditzung

1f () = f(w)]| < sup [|Df(v+s(w—w))[|lv—wl]. (2.8)

s€[0,1]

Beweis. Seien v,w € Q mit S(v,w) C Q. Fiir g(s) := —f(v+s(w—wv)) mit s € [0, 1]
gilt g € C1([0,1],R™), da f € C'(Q,R"), und weiter folgt aus der Kettenregel

g'(s) = % [—f(0+s(w—=v))] = Df(v+s(w—v))(v —w).

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten wir

/0 Df(v+ s(w — v))(v — w)ds = / g/(s)ds = g(1) — g(0) = f(v) — f(w).
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Wenden wir nun die Norm auf beiden Seiten an, so erhalten wir durch Abschatzung

IIf(v)—f(w)IIZI/0 Df(v+s(w—wv))(v—w)ds

< / 1D (0 + s(w — v))(v — w)]| ds

< / 1D (0 + 5w — )] Jo — w]| ds
0

< sup [[Df(v+s(w—v))[[v—wl.
s€[0,1]

O

Das folgenden Lemma zeigt, dass die Lipschitz-Bedingung (2.6) fiir stetig diffe-
rentierbare f dquivalent zur Beschrianktheit der ersten Ableitung von f ist. Die Be-
schrinktheit von D, f bietet somit eine Alternative zur Uberpriifung der Lipschitz-
Bedingung (2.6) und somit eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der Lipschitz-
Konstanten L. Kénnen wir die Ableitung D f durch eine Konstante L beschréanken,
so ist diese Konstante auch eine Lipschitz-Konstante von f.

Lemma 2.9 (Charakterisierung der Lipschitz-Beschriinktheit). Sei J C R ein In-
tervall, U C R™ offen und konvex, f € C(J x U,R™), D,f € C(J x U,R™") und
L > 0. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) 1f(t0) = Ftw)| S Lo —w| Viesvowel, — (29)
(2) |ID,ft,v)| KL VteJVveU, (2.10)
mat
g_ﬁ(ta ’U) o ng:L(ta 'U)
D,f(t,v) := : : e R"™  (t,v) e J x U.
g%(tav) g%:(tav)

Beweis. (2.10)=(2.9): Aus (2.10), dem Mittelwertsatz 2.8 und der Konvexitét von
U folgt

I566.0) = 560 = | [ Dottt st = oo - u)|

1
g/ | Dy f(t, v+ s(w—wv))||ds||lv—w| < L|v—-—w| VteJVv,weUl.
0

(2.9)==-(2.10): Sei umgekehrt (2.9) vorausgesetzt. Seien v € U und € > 0 gegeben.
Dann existiert (wegen der Stetigkeit von D, f in v) ein 6 > 0, so dass fir h € U
mit [|h]] < ¢ gilt

Do f (&, 0)h|| <\ f (v +h) = f(t,0) = Do f(t, )| + [ f(t, 0+ h) = f(t,0)]

1
< / D, f(t,v+ sh)ds - h—va(t,v)hH + Li|jv+h—v
0
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1
</ [ Do f(t, v+ sh) = Dy f(t, 0)[[ds [[hl] + L{[p]| < (L + ) [[A]],
0

wobei wir den Mittelwertsatz 2.8 und (2.9) angewendet haben. Diese Ungleichung
gilt sogar fiir alle h € R", denn sei h € R" mit h=r-1, r e R, 1 € U und ||I|| <4,
dann gilt aufgrund der absoluten Homogenitét der Norm ||-||

1Dy f (&, o)l = Do f (&, v)rll] = [ |Duf (& )] < (L) [|I]
=(L+e)[lril = (L +e) [[n]l

Aus der Definition der Matrixnorm folgt nun

D,f(t,v)h
1D, (ko)) = sup 12T
nerr  ||A]]
h#£0
Da ¢ > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung 2.10. Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.9 erfiillt, J C R kom-
pakt und K C U kompakt. Dann ist

[Dufll+ J x K —=R™", (t,v) — || Dy f(t, )]

eine stetige Funktion auf der kompakten Menge J x K und nimmt dort ihr Maximum
(und Minimum) an. In diesem Fall ist

L= D, f(t,
(t’ggiKH [t )]

die bestmogliche Lipschitz-Konstante.

Satz 2.11 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof, globale Version).
Sei J C R ein kompaktes Intervall, (to,up) € J x R™ und sei f € C(J x R*,R")
Lipschitz-beschrinkt auf JxXR™ (beziiglich der 2. Variablen) mit Lipschitz-Konstante
L > 0. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (2.4) genau eine globale Ldsung
u e CYHJ,R"™) und fiir vy € C(J,R™) mit vy(t) := ug, t € J, konvergiert die durch

¢
Ug11(t) = ug +/ f(s,vp(s))ds, teJ keNyg:={0,1,2,...} (2.11)
to

definierte Folge (vi)ken, i (C(J,R™), |I|l..) gegen u, d. h.

|lu — vill, == sup ||u(t) —vp(t)|| = 0 fir k— oo. (2.12)
teJ

Bemerkung 2.12. Die Iterationsvorschrift in (2.11) heiftt Picard-Iteration, die
Folge (v )ken, heifst Picard-Folge und die Folgenglieder vy heifen Picard-Iterierte.
Die Picard-Folge ist (im Prinzip) konstruktiv, d. h. man kann (in einfachen Féllen)
die Folge (vg)ken, tatsdchlich berechnen. Beachte, dass (2.12) besagt, dass die Folge
(Vg )ken, gleichméfig (fir ¢ € J) gegen u konvergiert.
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Beispiel 2.13 (Exponentialreihe). Wir betrachten die Exponentialreihe

OOZ] 22 23
ez:eXp(Z) ::ZF:1+Z+§+§+"',Z€C.
= ! !

Die Funktion u(t) = €' 16st die Anfangswertaufgabe

u'(t) =u(t), t € R, (2.13a)
u(0) =1, (2.13b)

womit die Existenz einer Losung von (2.13) sichergestellt ist. Alternativ konnen wir
die Existenz auch aus Satz 2.4 schliefen. Wir wollen die Frage nach der Eindeu-
tigkeit der Losung von (2.13) kldren und dazu Satz 2.11 anwenden. Dazu wéhlen
wir J = [a, b] mit (to,ug) = (0,1) € J x R. Offensichtlich gilt fir f(¢,v) := v, dass
f € C(J xR, R) Lipschitz-beschriankt in J x R (beziiglich der 2. Variablen) ist. Die
Lipschitz-Konstante ist hierbei durch L = 1 gegeben. Nach Satz 2.11 besitzt (2.13)
somit eine eindeutige Losung u € C1(J,R), die folglich durch u(t) = e! gegeben sein
muss. Fiir die konstante Funktion vg(t) = ug = 1 lauten die ersten Picard-Iterierten

U(](t) = 1,

t t
vl(t):u0+/ vo(s)ds:l—l—/ ds =1+t,
0 0
2

t t
t
vg(t):u0+/ vl(s)ds:lJr/(1+s)ds:1+t+§.
0 0

Per Induktion beweist man leicht, dass

k

H
Uk(t) = Zﬁ’ k € Ny

J=0

gilt. Damit entspricht v, der k-ten Partialsumme der Exponentialreihe und die
Picard-Iteration liefert wie erwartet die Exponentialreihe als Losung von (2.13).
Satz 2.11 liefert insbesondere, dass (vy)gen, (also die Funktionenfolge der Partial-
summen der Exponentialreihe) auf jedem kompakten Intervall J = [a, b] gleichméfig
gegen die Exponentialreihe u(t) = e konvergiert.
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_ e
7

E Ug(t)
6—
5% Ug(t)
4
3; U1 (t)
2
’ f _ vy (t)
0 [T 11 | [T 11 | [T 11 | [T 11 |

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

t
Abbildung 2.4: Die ersten 4 Picard-Iterierten und et

Die ersten vier Picard-Iterierten sind in Abbildung 2.4 dargestellt und wurden
mit den Maple-Befehlen

with(plots):
plot ({1, 1+t, 1+t+(1/2)*t~2, 1+t+(1/2)*t~2+(1/6)*t"~3,
exp(t)}, t=0..2);

erstellt.

Beweis. (von Satz 2.11). Der Beweis ist in vier Schritte unterteilt.
Schritt 1. Es gilt

t_t0|k+1

lokaa(8) — ve(®)l] < MoL*! ESTRAAEALEL (2.14)

wobes

Mo i= max | (£, uo)|

Der Beweis von Schritt 1 erfolgt durch vollstidndige Induktion iiber k € Nj.
Induktionsanfang (k = 0): Nach (2.11) gilt

<

s (6) = wo(t)]) = \

A " (s, vols))ds

/t (s, uo)]| ds
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t
/ ds
to

Induktionsschritt (kK — k + 1): Aus der Induktionsvoraussetzung (2.14) folgt

i

<M0 :MQ |t—t0| Vte

Uy + /t:f(S,ka(S))dS - (uo + /t:f(s,vk(s))ds)

[0k 42() = vena ()] =

/t F(5,011()) — £(5, vu(s))ds

N

/t 15, vra(5)) — £(s,(5)) | ds

N

/ L [vra(s) — vi(s)]| ds

to
t MOLk ‘5 _ to‘kJrl
to (k+1)!

MOLk-H t

(k + 1) / 5 = tol s
"N
t— tO‘k—‘rQ

YNt
‘ (k+2)!

<L

ds‘

Vte

Hierbei haben wir in der letzten Gleichung

verwendet.

Schritt 2. (vy),cy, 5t eine Cauchy-Folge in (C(J,R"), [|-[|,), d.h.

Ve>03IN=N(e)>0Vk 1Ny mitk,l>N: |luy—uwll <e  (2.15)
Fall 1: (L =0). Aus (2.14) folgt ug =: vo(t) = vi(t) fiir alle ¢t € J und k € N, also
|lvi = vgll, = O fiir alle £,1 € Ny und somit (2.15).

Fall 2: (L > 0). Zunéchst folgt fiir R := L|J| aus (2.14)

My (L]t = to])*"! _ M RFH1

t) — ()] < < — Vte JVkeN,.
lonan®) = ol < =775, Lkt eI VEERo
Die Konvergenz der Exponentialreihe zu e := E;io % besagt



2.3 Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof 31

Damit ist die Folge der Partialsummen (S, )nen, e¢ine Cauchy Folge, d.h.

VE>0IN=N(E)>0VI2k>N:

l ; k l
s-si=y Lo B B
j=0 J: j:O]

-1
j= k—i—l ) j:k

R]+1

mk

Sei nun € > 0 und wéhle € := 5MLO, dann gilt

M, Ri+1
IN=N()>0VI>k>N-: TZ —— <e.

Daraus erhalten wir

() = ok (@)1 = | D (w1 () = v (@0)]] <D llwja (1) = v; (@)l
Jj=k i=k
M, =1 Ritl
<=2 : <e VieJVI=k>N(e).
L~ (7 +1)!

Bilden wir nun das Supremum iiber ¢ € J, so folgt (2.15).
Schritt 3. Es gibt ein u € C(J,R™), dass die Integralgleichung

u(t) = up + /ttf(s,u(s))ds, teJ (2.16)

lgst. Diese Funktion u erfillt u € C*(J,R"™) und lost die Anfangswertaufgabe (2.4).

Da (C(J,R"), ||-|l..) (wegen J C R kompakt) ein Banachraum und (vy)gen, (wegen
(2.15)) eine Cauchy-Folge in (C(J,R"), ||-||,,) ist, konvergiert diese Folge, d.h.

Jue C(JLR"): lu—wll, — 0 fir k— oo,

also gilt (2.12). Fiir dieses u betrachten wir nun die rechte Seite von (2.16). Die
punktweise Abschéitzung

Uy — /t f(s,u(s))ds — vk+1(t)H

Lo Lo

::/g@mm £(s,0n(5) /Hf — f(s,un(s)) | ds

to

l[wm—w@ws

m—/f@wm@—wﬂ

<L

< Lr?aflx|t —to| lu — k]|, VteJVEeN
€
liefert uns

= sup
o  teJ

W—A}@wm@—wmw
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gLI?%X|t —to| lu — vkl , — 0 fiir k— oo.
€
Daraus erhalten wir

|lu — vgll ., — 0 und — 0 fiir k — o0.

o — / £ (s, u(s))ds — vy

[e.e]

Wegen der Eindeutigkeit des Limes in (C(J,R"), ||-||..) gilt

I —

und somit 16st u € C'(J,R") die Integralgleichung (2.16). Nach Lemma 2.1(2) gilt
u € CY(J,R") und u 16st die Anfangswertaufgabe (2.4). Damit ist die Existenz
gezeigt.

Schritt 4. u ist die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe (2.4).

Sei v € CY(J,R") eine weitere Losung von (2.4), dann 16st v nach Lemma 2.1(1)
die Integralgleichung (2.16). Durch vollstdndiger Induktion zeigen wir

wo— [ fls,u(s))ds —u()|| = sup
[ .

teJ

o t—t k+1
lox(t) — v(0)]) < 37—l

wobei M := sup,c; || f(t,v(#))].
Induktionsanfang (k = 0):
t
Uy — (Uo +/ f(s,v(s))ds)
to

<| [ tsaonnas] <

Induktionsschritt (k — k+ 1):

o — / o uls))ds - (u0+ /f (5’”(3))d5)H

t

t (f(s,0r(s)) = f(s,0(s))) ds

[vo(t) —v(®)]| =

i

Mt —to| Vteld

[vk1 () = o(@)]| =

< / 1£(5,06(5)) — £(5, () ds

<L| [ (s) = w(s)l s
|S_t0|k+1

<L MLFEZ 2 k:+1 ds’

MLkHM Ve J
a (k +2)!

Fiir R := L|J| gilt wegen (2.17)

loe() — ()] < Vie JVke N,

k+1)! = L (k+1)!
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Da die Exponentialreihe ef := 7% =0 j, konverglert bildet die (%) eine Null-
’ "/ jeNy

folge. Daher gilt

o — vl < %(lfj_j)l —0 fir k— oc.
Wegen
o —ul|, — 0 und |lvy, —v||,, — 0 fiir & — o0
erhalten wir aus der Eindeutigkeit des Limes in (C(J,R"), ||||.)

0=|lu—vl|, =suplu(t) —v(t)], also v(t) = u(t) = lim v(t) Vt € J.
teJ k—ro00

O

Bemerkung 2.14. (1) Wir weisen darauf hin, dass wir die Abschétzung (2.17)
nicht fiir den Nachweis von (2.14) verwenden koénnen. Dies liegt daran, dass
die Konstante M := sup,c; || f(t,v(t))]| in (2.17) von einer Lésung v von (2.4)
abhéngt, iber deren Existenz wir in Schritt 1 noch keinerlei Kenntnis haben.

(2) Wir leiten nun eine a-priori Abschétzung her: Genauer zeigen wir
Ve>03N=N()>0VkeNymit k> N: |Jut) —u(t)| <eVte.
Sei € > 0. Wegen (2.14) gilt

-1

MO (L|t —
v(t) — v <
It) = w0l < 72 3 =G

Wiéhlen wir k& € Ny so grof, dass k > N(e) und

t|J+1
VteJVI>k> N(e).

MLk Lit— t(ﬂm <e
(k+1)!
gilt, so liefert der Grenziibergang [ — oo die a-priori Abschitzung (Fehler-
abschitzung)
My = (Lt =t My = (L)t — to])’
lu(t) = ()l S 2D e = e Y
L £ (j+ 1) L ! J!
k :
Mo njetol 3 (LIt = b)) _ My JLlt—to (L]t — to])* !
L : 5! ST (k+1)!
7=0

=M, LFellt— to\‘t_t0| b < Mo R R

GOl S L ke S°
Dabei lésst sich die vorletzte Ungleichung leicht einsehen: Aus der Taylorfor-

mel fiir e” = exp(z) = 377 ?—f erhalten wir

Fexp@) A (o )E
exp(r) = Z p7(0)(90 —0) +/0 =1 exp® D (7)dr

= 7! k!
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Somit entspricht die Differenz der Restgliedabschiatzung der Taylorentwick-
lung

(x — 1)k x

<exp(:p)/0 TdT = exp(x) G

/0 ") (i

k .

.T]

exp(r) =) A
0

k+1

2.4 Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von
Picard-Lindelof

Die Forderung in Satz 2.11, dass f Lipschitz-beschrankt auf ganz J x R™ (bzgl.
der 2. Variablen) ist, erweist sich im Allgemeinen als grofe Einschrankung. Der
Grund dafiir ist, dass nach Lemma 2.9 die Ableitung || D, f(¢,v)|| fiir alle ¢ € J und
alle v € R™ beschrankt sein muss. Dass dies nicht grundséatzlich zutrifft, zeigt das
folgende Beispiel.

Beispiel 2.15. Betrachte die Anfangswertaufgabe

(1) = (ult)* .
u(0) =0.

Hier ist f(t,v) = v* —t. Da D, f(t,v) = 2v fiir v € R unbeschrinkt ist, konnen wir
den Satz 2.11 nicht anwenden.

Motiviert durch Beispiel 2.15 bendtigen wir eine lokale Version von Satz 2.11.

Satz 2.16 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f, lokale Version).
Sei J C R ein kompaktes Intervall, (to,uo) € J x R",

Qg ={veR"||lv—u <B}CR" fir B>0,

und sei f € C(J x Qg,R™) Lipschitz-beschrinkt auf J x Qg (beziiglich der 2. Va-
riablen) mit Lipschitz-Konstante L > 0. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (2.4)
genau eine lokale Losung u € CY(I,R™), wobei

I:=JNty—a,t =—, M:= t .
to—ato+a], a:=,n, o, I o)l
Fir die Picard-Iterierten aus (2.11) gilt die a-priori Abschdtzung (Fehlerab-
schdtzung)

k+1

lu(t) — ve(®)]| < MLkh VteIVkeN,. (2.18)
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JXQﬁ

Uy - Qs

Abbildung 2.5: Der Quader J x Qg

Bemerkung 2.17. (1) Die globale Version in Satz 2.11 lieferte uns eine globale

Losung u € C'(J,R™) von (2.4), d. h. eine Losung auf ganz J C R. Im
Gegensatz dazu liefert uns die lokale Version in Satz 2.16 nur eine lokale
Losung u € CY(I,R™) von (2.4), d. h. eine Losung auf einem Teilintervall
I CJ.

Interpretation von a: Sei uw € C'(J,R") eine Losung von (2.4) auf einem
kompakten Intervall J C R. Nach Lemma 2.1 erfiillt u die Integralgleichung
(2.2) und daher gilt

/ (s, u(s))ds

wobei M ist die maximale Steigung der Losung bezeichnet. Fordern wir nun
fir t € J die Bedingung M |t — | < 3, also |t — to| < % =: a, so gilt sogar

<

/t (5. us))]| ds

0

[u(t) — uoll = <Mt —to] Vted,

[u(®) —uol| S Mt —to] < B Vtel,

also u(t) € Q. Somit sorgt a = 2 dafiir, dass der Graph {(¢,u(t)) | t € I} der
Losung u die Menge I x (g nicht verlasst, sieche Abbildung 2.6. Anschaulich
bedeutet dies, dass der Graph der Losung u (bedingt durch die Wahl von «)
die Menge I x Qg am rechten und linken Rand, aber niemals am oberen oder
unteren Rand verlasst.

Wo verlasse ich den Quader?

15} S aM
M
Q& uot - Lo--
[to — a, to + o
]

—a b @

J:[to—a,t0+a]

Abbildung 2.6: Interpretation von « fir J = [tg + a,tg — al, a > 0
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Beispiel 2.18. Betrachte die Anfangswertaufgabe aus Beispiel 2.15

u'(t) = (u(t))* —t, (2.19a)

u(0) =0, (2.19h)
mit f(t,v) = v? —t. Wir wollen auf diese Anfangswertaufgabe Satz 2.16 speziell
fir J = [-1,1] und @; = [-1,1] mit § = 1 anwenden. Offensichtlich ist f €
C(J x @1,R) Lipschitz-beschrankt auf J x Q1 (bzgl. v) mit Lipschitz-Konstante
L =2, denn

|f(t,1)) _f(tvw)| = }1)2 —UJQ‘ = |v+w| |v—w|
(ol +|w)jv—w| <2v—w| VteJVuvwée Q.

Damit ist Satz 2.16 mit den Konstanten

M := max |f(t,v)]< max (|v|2 +t])=1+1=2
(tv)€TXQ1 (t,w)eJxQ1
11
272

anwendbar und liefert eine eindeutige Losung u € C'(I, R) des Anfangswertproblems
(2.19). Aus der a-priori Abschitzung folgt weiter

und

1 11

22

l)k'f'l

k 2 1
[u(t) —v(t)] < 2-27- (§<;+1)! " (k+ 1)

Beweis. (von Satz 2.16). Der Beweis von Satz 2.16 verlduft sehr dhnlich zu dem
von Satz 2.11. Wir lassen ihn daher aus und beweisen ausschlielich (2.18), also
die gleichméfige Konvergenz der Picard-Iterierten auf I: Zunéchst zeigen wir durch
vollstandige Induktion

{(toos(®) | te I} ST x Qs Yk e N (2.20)

Induktionsanfang (k = 0): Offensichtlich gilt (¢,vo(t)) = (¢, u0) € I X Q3.
Induktionsschritt (k — k + 1): Nach der Induktionsvoraussetzung (2.20) gilt
vi(t) € Qp fur alle t € I. Somit erhalten wir

A (s, ()

t
/ Mds
to

Damit ist (2.20) bewiesen und daher gilt
ve(t) € Qs VtelIVkeN,.

VteIVke N,

<

/t 1 (s, vu(s)) | ds

s (8) o] =\

<

Die Fehlerabschétzung folgt nun aus (2.17)

t—t k+1 k+1
o < ML,

lu(t) = vkl < sup [[£(E u(@)) 3 VteIVk €N
S

(k+ 1)
]
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Die lokale Version des Satzes von Picard-Lindelof, vgl. Satz 2.16, kann auch in
der folgenden qualitativen Fassung angegeben werden.

Satz 2.19 (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei Qo C R™"! offen,
(to,ug) € Qo und sei f € C(Q0,R"™) Lipschitz-beschrinkt auf Qo (beziglich der
2. Variablen) mit Lipschitz-Konstante L > 0. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe
(2.4) genau eine lokale Lisung, d. h. es gibt ein o = a(ty,ug) > 0 derart, dass die
Anfangswertaufgabe (2.4) auf dem Intervall I := [ty — a, tg + ] genau eine Lisung
u e CYI,R") besitzt.

Beweis. Konstruiere einen Quader J x (g in , vgl. Abbildung 2.7, und wende
Satz 2.16 an. O

{070 [ Ry A .

|
|
|
|
|
|
to

Abbildung 2.7: Der Quader J x Qp in g

2.5 Maximales Existenzintervall

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz 2.19 liefert uns eine eindeutige lokale Losung
u der Anfangswertausgabe (2.4), d. h. eine Losung auf einem endlichen kompakten
Existenzintervall I der Form I = [ty — «, tg + «]. Im Folgenden gehen wir der Frage
nach, ob sich dieses Intervall I eventuell vergréfiern lasst.

Dazu sei Q C R"™! offen, (tg,ug) € Q und f € C(Q,R"). Wir nehmen an, es
gibt eine Umgebung Qy C Q um (tg, ug) (d. h. (to,ug) € ), so dass f zusdtzlich
Lipschitz-beschrénkt auf €y (beziiglich der 2. Variablen) ist. Dann liefert uns Satz
2.19 eine eindeutige lokale Losung der Anfangswertausgabe (2.4), d. h. es gibt ein
a = a(tg,up) > 0 und eine eindeutige Losung v € C1(I,R") der Anfangswertauf-
gabe (2.4) auf I = [to — «, to + o, vgl. Abbildung 2.8. Nun stellt sich die folgenden
Frage: Warum sollte die Losung in ¢y —« oder tg+« einfach enden? Kénnen wir den
lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz 2.19 nicht einfach erneut mit den neuen
Anfangsdaten (to — o, u(to — ) oder (tg + a, u(to + «)) anwenden und die Losun-
gen dann zusammensetzen? Dass dies in der Tat moglich ist, zeigen wir in diesem

Abschnitt.
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Rn

R

Abbildung 2.8: Eindeutige lokale Losung mit Satz 2.19

Definition 2.20 (Lokal Lipschitz-beschrinkt). Seien  C R™! und ||-|| eine Norm
auf R"”. Eine Funktion

FIRMIOQ SR (o) f(t0)
heifst lokal Lipschitz-beschrinkt in 2 (beziiglich der 2. Variablen), falls

V (to, ug) € Q 3U C Q Umgebung von (tg,up) : f ist Lipschitz-beschrankt in U
(beziiglich der 2. Variablen).

Bemerkung 2.21. Nach Definition 2.20 und Lemma 2.9 gilt:

feC(QR") und D, f € C(Q,R™) = f lokal Lipschitz-beschrénkt in
(beziiglich der 2. Variablen)

Der folgende globale Fortsetzungssatz zeigt, dass sich die Losung von (2.4) bis
zum Rand 02 von () fortsetzen liasst. Der Rand von Q C R™*! ist definiert durch

89::ﬁﬁﬁz{w€Rn+l|3wk¢Q A Ju, € Q: wk—>w,vk—>wfi'1rk—>oo}
und der Abstand eines Punktes auf dem Graphen von © zum Rand von ()

p(t) == dist((¢, u(t)), 0N) = wiélafQ | (¢, u(t)) —w], (2.21)

sieche Abbildung 2.9. Falls 9Q = ) (also 2 = R™""! oder 2 = (), so setzen wir p(t) :=
00. Der Beweis des Satzes wird nicht durchgefiihrt und wir verweisen stattdessen
auf [1, Satz 2.4.1 und 2.5.1].
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R” 0

R

Abbildung 2.9: Rand von © und Abstand von (¢,u(t)) zum Rand 02

Satz 2.22 (Globaler Fortsetzungssatz). Sei Q C R™! offen, (tg,ug) € Q und sei
f e C(Q,R"™) lokal Lipschitz-beschrinkt in Q (beziiglich der 2. Variablen). Dann
besitzt die Anfangswertaufgabe (2.4) genau eine nicht fortsetzbare Lisung u €
Cl(Inax, R™) auf einem offenen mazximalen Existenzintervall I, = (t_,t,),
wobei —o0 < t_ <ty <ty < 4o00.

Firt — ty bzw. t — t_ ndhert sich (t,u(t)) dem Rand 02 des Definitionsberei-
ches Q im folgenden Sinne: Mit p(t) := dist((t,u(t)),0N) aus (2.21) gilt

1
min ( p(t), 7> — 0 fir t—t,. (2.22)
( 1, u ()]
Beispiel 2.23. Betrachte die Anfangswertaufgabe
(1) = (u(h)’, (2.23a)

Hier ist f(t,v) = v

a) Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen Losung: Sei J = R, (to,ug) € J x R
und Q = @1 = (ug — 1,ug + 1), dann gilt f € C(J x Q,R) und D,f €
C(J x @,R). Somit ist f wegen

Duf(t,0)] = 2]v] < 2max{lug — 1], Juo + 1|} = L V(t,v) € J xQ

nach Lemma 2.9 Lipschitz-beschrinkt in J x Q (beziiglich der 2. Variablen).
Nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz 2.19 mit Qy = J x @
besitzt die Anfangswertaufgabe (2.23) eine eindeutige lokale Losung u €
CHI,R) auf I = [ty — a,ty + o] fiir ein a = a(t,uy) > 0. Beachte, dass
f nicht auf ganz R x R Lipschitz-beschrankt (bzgl. v) ist und somit lediglich
die Voraussetzungen des lokalen Satzes 2.19 (bzw. Satz 2.16) und nicht die
des globalen Satzes 2.11 erfiillt sind.

b) Losungsdarstellung: Die Losung von (2.23) ist gegeben durch

0 , falls ug =0, 5 94
u(t) = .
( ) % s falls Uo ?é 0 ( )

uQ
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Beweis (durch Probe): Der Fall uy = 0 ist trivial. Sei ug # 0, dann gilt

Man beachte hierbei, dass

(—oo, uio + t0> , falls ug > 0,
Inax = § (—00, +00) , falls ug = 0,

(% + to, —1—00) , falls ug < 0,

gilt. In Fall ug # 0 besitzt die Losung u eine Singularitét bei % + g, siehe
Abbildung 2.10.

Fortsetzung der Losung und maximales Existenzintervall: Wir wollen den
Fortsetzungssatz 2.22 anwenden. Sei 2 = J x  mit J = R und @ = R.
Wegen f € C(Q,R) und D, f € C(Q,R) ist f (nach Bemerkung 2.21) lokal
Lipschitz-beschrankt in Q (bzgl. v). Daher besitzt die Anfangswertaufgabe
(2.23) fiir alle (to,up) € §2 nach Satz 2.22 eine eindeutige, nicht fortsetzbare
Losung u € C'(Iyax, R) mit Iax = (t_,t4) und —0co < t_ <ty < t; < +o0.
Wir wollen ¢_ und ¢, bestimmen: Um die Konvergenz in (2.22) nachzuweisen,
betrachten wir speziell die Maximumsnorm ||z||_ := max;—;__q|2;| auf R? fiir
d=2. Wegen Q =R x R gilt 9Q = (), also p(t) = oo und somit

. 1 o 1
min (p@’ H(t,U(t))!\oo) .~ max (i e}

1. Fall: (ug > 0). Sei uy > 0, dann folgt fiir ¢, := uio +to

1 1

lim
t, Ju(t -
t e maxq[t], u(t)|} ot maX{W, <ui0—(t—t0)) }

= oo. Fiir t < ty ist die Funktion u(t) gleichméfig

il 1 1

“‘0_

beschrankt. Daher gilt fiir ¢ := —o0

1 1
lim 1

= lim — =0,
tNt- max{|[t], |u(t)|} - [t

da limp . |t| = oo. Damit ist Lyax = (t_,t,) = (—00, + +to) fiir ug > 0. Die

Falle ug = 0 und u¢ < 0 lassen sich dhnlich behaundelnzf0
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20 A

v 10 A

Abbildung 2.10: Bei t = 2 explodiert die Losung zum Anfangswert u(0) = % Es gilt also

K 1
limy o ey = 9






3 Losungsverhalten und
Losungsmethoden

3.1 Skalare autonome Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir Anfangswertaufgaben fiir skalare (d. h. n = 1)
autonome (d. h. von ¢ unabhéngige) Differentialgleichungen

u'(t) =f(u(t)), (3.1a)
U(to) =Uo, (31b>

wobei U C R offen, (tg,up) € R x U und f € C(U,R) lokal Lipschitz-beschrénkt in
U seien. Da diese Voraussetzungen mit denen des globalen Fortsetzungssatzes 2.22
ibereinstimmen, besitzt die Anfangswertaufgabe (3.1) in diesem Abschnitt stets
eine eindeutige, nicht fortsetzbare Losung u € C!(Ipax, R).

Nachdem wir uns im vorangegangenen Kapitel intensiv mit der Existenz- und
Eindeutigkeit von Losungen fiir Anfangswertprobleme befasst haben, wollen wir in
diesem Abschnitt der Frage nachgehen, welche Informationen wir iiber die Losung
erhalten konnen, ohne die Losung explizit zu kennen. Eine wesentliche Rolle werden
im Folgenden sogennante Gleichgewichte spielen:

Definition 3.1 (Gleichgewicht). Ein Punkt 4 € R heift Gleichgewicht (oder:
stationdrer Punkt) der Differentialgleichung (3.1a), falls f(u) = 0.

Bemerkung 3.2. Falls u € R ein Gleichgewicht der Differentialgleichung (3.1a)
ist, dann besitzt die Anfangswertaufgabe (3.1) mit Startwert ug = u die Losung

u(t) =u, t € R,
denn
W(t)=0= f(a) = f(u(t)) und wu(ty) = = ue.

Das maximale Existenzintervall ist also [,., = R. Dies folgt aus dem globalen
Fortsetzungssatz 2.22: Wegen Q@ = R x R gilt 9Q = 0, also p(t) = oo. Unter
Verwendung der Maximumsnorm ||-|| = [|-|| , erhalten wir daraus

1 1 1
min | p(t), ) = = —
< 1t (@)l ) max{[t], [u(®)[}  max{[t], [a]}
somit die Konvergenz

1
lim min ( p(t), ——— | = lim —— =0,
Am <p< ) H(t,U(t))Hoo) o e, Tl
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i i (1) Tt ) = i =0
1111 111N T | =M =
AT ) T A el )

(fiir jedes ty,t_ € R) und folglich t = = —o0, t; = +00.
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Abbildung 3.1: Das Richtungsfeld (a) und das Phasenbild (b). Jeweils in rot sind die

Gleichgewichte eingezeichnet.

Qualitatives Losungsverhalten: Das qualitative Verhalten von Losungen der
Anfangswertaufgabe (3.1) kann man gut am Graphen von f ablesen. Wir zeich-
nen dazu einmal das Richtungsfeld zusammen mit dem an der Hauptdiagonalen
gespiegelten Graphen von f (vgl. Abbildung 3.1(a)) und das Phasenbild zusammen
mit dem Graphen von f (vgl. Abbildung 3.1(b)). Es gibt drei Alternativen (vgl.
Abbildung 3.1(b)):

Fall 1: f(up) =0 = Inxx=Ru(t)=uy VteR,
Fall 2: f(up) >0 = 4 (t) = f(u(t)) >0 Vi€ L,
Fall 3: f(up) <0 = d'(t) = f(u(t)) <0 VtéE [hax-

Beweis. zu Fall 1: Dieser Fall wurde in Bemerkung 3.2 bewiesen.
zu Fall 2: Sei f(ug) > 0 und sei u € C'([pax, R) die nach Satz 2.22 eindeutige
nicht fortsetzbare Losung der Anfangswertaufgabe (3.1). Angenommen, es gibt ein
T € Imax mit f(u(7)) < 0. Da f(u(-)) eine stetige Funktion ist, gibt es dann nach
dem Zwischenwertsatz auch einen Wert t; € I, mit t; # ty und

u'(ty) = f(u(tr)) = 0. (3.2)
Daher 16sen sowohl u als auch die konstante Funktion
v(t) :==u(ty), teR
die Anfangswertaufgabe

w'(t) = f(w(t)),t € Lnax, w(t1) = u(ty).
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Wegen der Eindeutigkeit der Losungen stimmen daher v und v auf I,,,, tiberein.
Insbesondere gilt

f(uwo) = f(u(to)) = f(v(to)) = f(u(t1)) =0,

ein Widerspruch zur Voraussetzung f(ug) > 0. Damit ist die Annahme (3.2) falsch
und es gilt

u'(t) = f(u(t)) >0Vt € Lyax-
zu Fall 3: Dieser Beweis verlauft analog zu dem von Fall 2. O

Offenbar ist die Losung w im Fall 1 konstant. Im Fall 2 ist die Losung u (wegen
u'(t) > 0) streng monoton wachsend. Analog ist die Losung u im Fall 3 (wegen
u'(t) < 0) streng monoton fallend. Im Fall 2 und im Fall 3 héngt das weitere
Verhalten von u(t) fiir ¢ — ¢ davon ab, ob es eine Nullstelle von f in (ug, c0)
bzw. in (—o0, up) gibt. Anschaulich kann man sich das Verhalten leicht anhand von
Abbildung 3.1 klar machen. Im Folgenden betrachten wir nur den Fall t — ¢,. Die
Untersuchungen fiir ¢+ — ¢_ sind ganz analog und eine einfache Ubung.

Fall 2a: f(up) > 0 und Ju € (up, 00) minimal: f(a) =0
= [to,00) C Inay und lim; o, u(t) = @,

Fall 2b: f(up) > 0 und f(v) > 0 Vv € (ug, 00)
= lim,;, u(t) = oo, wobei t; < oo und ¢, = oo moglich ist,

Fall 3a: f(up) < 0 und 3u € (—o00,up) maximal: f(u) =0
= [to,00) C Inax und lim; o, u(t) = @,

Fall 3b: f(up) < 0und f(v) <0Vv € (—00,u)
= limy ., u(t) = —oo, wobei ¢t} < oo und t; = oo moglich ist.

Beweis. zu Fall 2a: Sei f(up) > 0 und sei @ € (ug, 00) mit f(u) = 0 minimal (d. h.
f(v) > 0 fir alle ug < v < u). Da u streng monoton wachsend ist, gilt

ug < u(t) Vit € Lnax mit t > to.
Andererseits gilt aber auch
u(t) < uVt € Lpayx mit t > to,

denn sonst liefert Fall 2 einen Widerspruch. Damit ist w fiir ¢ > ¢, beschrankt und
der globale Fortsetzungssatz 2.22 liefert [tg, 00) C Iyax. Da u(t) fiir ¢ € [tg, 00) be-
schrankt und monoton ist, konvergiert u fiir ¢ — 0o, d.h. es existiert lim; ., u(t) =:
@ € (ug, ul. Es bleibt zu zeigen, dass f(u) = 0 und @ = u gilt. Aus dem Mittelwert-
satz 2.8 folgt

w(t+1) —u(t) = /0 u'(t+ s)ds = /0 f(u(t + s))ds,
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und der Ubergang zum Limes ¢ — oo liefert wegen limy_,o, u(t) =: @

0=t—t=limu(t+1)—u(t) = lim /1 flu(t+s))ds

t—o0

:/0 }LI?of( u(t+s)) ds—/ f( hmut+s ds:/olf(ﬂ)ds:f(ﬂ).

Aus der Minimalitdt von u folgt wegen @ € (uog, u] die Gleichheit @ = 4. O

Definition 3.3 (anziehend, abstokend). Ein Gleichgewicht u € R der Differential-
gleichung (3.1a) heift
e anziehend, falls ein § > 0 existiert mit

lup —u| <6 = lim u(t) = q,

t—o0
e abstofiend, falls ein § > 0 existiert mit

lup —u| <6, ug#u = Jt>0: |u(t)—u| =4

1

(a) f() =0, fl(a) <0 = u(b) fu) =0, f(u) >0=u

anziehend abstofiend

N N
/

(¢) f(@) = 0, f/(@) = 0 anzie- (d) f(@) = 0, f'(a) = 0 absto- (¢) f(a) = 0, f'(@) = 0 we-
hend mdglich flend moglich der anziehend noch abstofiend
moglich

Abbildung 3.2: Qualitative Eigenschaften von Gleichgewichten
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Satz 3.4 (Hinreichende Bedingungen fiir Anziehung bzw. Abstofung).
Sei f € C(R,R) lokal Lipschitz-beschrankt und u € R eine Nullstelle von f.

Fall 1 Wenn es ein € > 0 gibt mit

£(v) >0, u—e<v<u,
<0, u<v<u+e,

dann ist das Gleichgewicht u anziehend.

Fall 2 Wenn es ein € > 0 gibt mait
<0, u—e<wv<u,
f(”){ >0, a<v<idte,
dann ist das Gleichgewicht u abstofiend.

Fiir f € CYR,R) ist f'(u) < 0 hinreichend fiir Fall 1 (vgl. Abbildung 3.2(a)), und
f'(w) > 0 ist hinreichend fir Fall 2 (vgl. Abbildung 3.2(b)).

Der Beweis im Fall 1 ergibt sich daraus, dass fiir Startwerte v — e < uy < u
die Aussagen des obigen Fall 2a und fiir u < ug < u + ¢ die des obigen Fall 3a
zutreffen. Im Fall 2 liegen entsprechend das Losungsverhalten von Fall 3b bzw.
Fall 2b vor. Aus dem Vorzeichen von f'(u) kann man (mit dem Mittelwertsatz)
schliefsen, welcher der beiden Félle 1 und 2 vorliegt.

Wir bemerken, dass im Fall f(u) =0, f'(u) = 0 alles moglich ist, wie die Beispiele
f(v) = v¥ und f(v) = —v3 mit 4 = 0 zeigen (vgl. Abbildung 3.2(c)-(e)). Das
Gleichgewicht kann auch weder anziehend noch abstoftend sein.

Beispiel 3.5 (Populationsmodell). Betrachte die logistische Differentialglei-

chung
u'(t) = ku(t) (1 — %) :

Hierbei bezeichnen

u(t) : die Bevolkerungszahl (z. B. in Millionen) zur Zeit t,
k : die Wachstumsrate (fiir kleine Populationen),
M : die Maximalpopulation (die ,nachhaltig* tragbar ist).
wobei k, M > 0.

a) Berechnung der Gleichgewichte: Betrachte f(v) := kv (1 — %), dann gilt

Oéf(ﬂ):k’ZL(l—%) = u=0 oder u=M.

b) Eigenschaften der Gleichgewichte: Zunéchst gilt f'(v) = k — %ﬁv Firu =0
(Population ist ausgestorben) gilt

f'(a)=f(0)=k>0 = u=0 ist abstokendes Gleichgewicht.
Fiir u = M (Population hat die maximal traghare Grofse erreicht) gilt
f'(a)=f'(M)=-k<0 = = M ist anziehendes Gleichgewicht.
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Die Gleichgewichte und ihre Eigenschaften sind in Abbildung 3.3 veranschaulicht.

At

>
0 M\ u

Abbildung 3.3: Gleichgewichte u = 0 (abstofend) und @ = M (anziehend)

3.2 Trennung der Veranderlichen

Wir wollen jetzt ein Verfahren zur Losung skalarer Differentialgleichungen kennen-
lernen, die die Besonderheit besitzen, dass die Variablen ¢ und v durch die Beziehung
f(t,v) = g(t)h(v) voneinander getrennt sind.

Dazu betrachten wir die Anfangswertaufgabe

u'(t) =g(O)h(u(?)), (3.3a)
U(to) U, (33b)

wobei J C R ein Intervall, @ C R ein offenes Intervall, (¢g,ug) € J X Q, g € C(J,R)
und h € C(Q,R) seien.

Methode der Trennung der Verdnderlichen: (formale Rechnung zur Herlei-
tung der Losungsformel). Sei u eine Losung von (3.3) auf einem Teilintervall K C J
mit {5 € K und

h(u(t) #0 Vi€ K,

dann folgt durch Integration und Substitution fiir t € K

u'(t) = g(t)h(u(t)) | umschreiben, Argument von u unterdriicken
d
= = g(t)h(u) [ dt s h(u)
1
wdu = g(t)dt | Integration

/ﬁdu:/g(t)dt—l—cw
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Unter Berticksichtigung der Anfangsbedingung (3.3b) erhalten wir fiir t € K
Trennung der Veranderlichen Formel:

/u:m %dv _ /t: g(s)ds. (3.4)

Durch Auflésung dieser Beziehung nach u(t) finden wir dann eine Losung der An-
fangswertaufgabe (3.3). Dieses formale Rechnen mit Differentialen miissen wir noch
rechtfertigen!

Beispiel 3.6. Betrachte die Anfangswertaufgabe aus Beispiel 2.23

(1) = (u(t)?, (3.5a)

Hier ist g(t) = 1 und h(v) = v?. Dies eingesetzt in (3.4) liefert fiir uy # 0 (denn
ug = h(uo) = h(u(to)) # 0)
u(t) u(t) t
1 1 1 1 :
b — = |-= :/ —dv(?’:“)/ds:[s]izt —t—t,,
u(t)  ug (o0 w V2 t 0
also
1 1
= (t—t
u(t)  ug ( 0)

und somit die aus (2.24) bekannte Losung von (3.5)
1
u(t) = ———  fiir up # 0.
( ) % _ (t _ to) 0

Beispiel 3.7 (Radioaktiver Zerfall). Betrachte die Anfangswertaufgabe aus den
Beispielen 1.1, 1.3 und 2.2 (vgl. (1.5))

u'(t) = — ku(t), (3.6a)
u(ty) =ug > 0. (3.6b)

Hier ist g(t) = —k und h(v) = v. Dies eingesetzt in (3.4) liefert fiir ug > 0

In (@) h (M) — Infut)| — Infuo| = [In]o]]"©),

Uo |UQ|
u(t) 1 t
:/ dv (?’é)/ —kds = [—ks]'_, = —k(t — t),
uo v to

also

ult) _ o ke-to)
U
und somit die aus (1.6) bekannte Losung von (3.6)

u(t) = uge Ftt),

Im Fall uy = 0 (also h(ug) = 0) erhalten wir die Losung u(t) = uy von (3.6).
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Nachdem wir in den Beispielen 3.6 und 3.7 gesehen haben, dass die Methode
funktioniert, formulieren und beweisen wir das folgende Resultat.

Satz 3.8 (Trennung der Verdnderlichen). Seien J C R ein Intervall, Q C R ein
offenes Intervall, (tg,ug) € J X Q, g € C(J,R) und h € C(Q,R).

(1) Ist h(ug) =0, so ist u(t) = ug firt € J eine globale Lisung von (3.3).

(2) Ist h(ug) # 0, so existiert ein echtes Intervall K C J mit ty € K, in dem
(3.3) genau eine Losung besitzt. Die Losung erhdlt man durch Auflésen von
(3.4) nach u(t).

Beweis. (1) Sei h(ug) = 0, dann gilt f(t,ug) = g(t)h(up) = 0 fiir alle t € J. Somit
16st die Funktion u(t) := g, t € J, die Anfangswertaufgabe (3.3)

W(t) =0 = g(t)h(uo) = g(t)h(u(t) = f(t,u(t)), t € J,
u(to) =up.

(2) Sei h(ug) # 0, dann gibt es wegen h € C(Q, R) ein Intervall V' C @) mit
up €V und h(v) #0Vevel. (3.7)

Damit ist die Funktion

1
H:V =R, H(z):= d
CHE) = [
stetig differenzierbar in V' (mit H'(z) = ﬁ) und streng monoton (denn wegen

(3.7) gilt H'(z) = ﬁ > 0 oder H'(z) = ﬁ < 0 fiir alle x € V). Nach dem Satz
iiber die Umkehrabbifdung ist H:V — R bijektiv und die Umkehrfunktion

H': W =R, W:=HV)

ist stetig differenzierbar in W und streng monoton. Insbesondere ist W = H(V)
ein offenes Intervall mit 0 = H(ug) € W.
Sei nun K C J ein echtes Intervall mit ¢y € K und der Eigenschaft

G(t) == /tg(s)dSEW Vte K.

to

Wir wollen zeigen, dass die Funktion
u: K =R, u(t):=(H'oG) () =H ' (G()) (3.8)

eine Losung der Anfangswertaufgabe (3.3) ist und (3.4) erfiillt. Wegen G € C'(K, W)
und H~1 € CY(W,R) gilt nach der Verkettung stetig differenzierbarer Funktionen
u € C'(K,R). Auferdem erfiillt v die Anfangsbedingung (3.3b), denn

u(te) = HY(G(to)) = H1(0) = up.



3.2 'Trennung der Veranderlichen 51

Aus (3.8) und der Umkehrbarkeit von H~! folgt, dass u die Gleichung (3.4) 16st:

u(t) 1 t
/ ——dv=H(u(t)) =G(t) = / g(s)ds, teK. (3.9)
uo h('U) to
Letztlich folgt aus der Differentiation von (3.9) bzgl. ¢, dass u die Differentialglei-
chung (3.3a) 16st, denn aus

d u'(t)

ﬂﬂZ%ﬂﬂzaHW®Fﬂﬂwmw®= te K

folgt durch Multiplikation mit hA(u(t))
W(t) = g(Oh(ut), te K.
Somit 16st u € C1(K,R) die Anfangswertaufgabe (3.3) und erfiillt (3.4). O

Bemerkung 3.9. Man kann zeigen, dass die so konstruierte Losung in der Tat
eindeutig ist, obwohl keine Lipschitz-Bedingung fiir i vorausgesetzt wird.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Berechnung von Integralen ist die sogenannte
Methode der Partialbruchzerlegung. Diese wird im folgenden Beispiel behandelt.

Beispiel 3.10 (Populationsmodell). Betrachte das zur logistischen Differentialglei-
chung aus Beispiel 3.5 (mit k = M = 1) gehérende Anfangswertproblem

u'(t) =u(t) (1 — u(t)), (3.10a)
u(ty) =ug ¢ {0, 1}. (3.10b)

Hier ist ¢g(t) =1 und h(v) = v(1 — v). Dies eingesetzt in (3.4) liefert zunéchst

/u(t) 1 t ( )
——dv = / ds. 3.11
uo U<1 - U) to

Das Problem hierbei besteht darin, eine Stammfunktion fiir den Integranden U(l—l_v)

zu finden. Hierzu verwenden wir die Methode der Partialbruchzerlegung mit
dem Ansatz

1 A B

v(l—v) v T

wobei 0 # A, B € R geeignet zu bestimmen sind. Multiplikation mit v(1 —v) liefert
1=A1—-v)+bv=1-A+v(B—-A)
und mittels Koeffizientenvergleich erhalt man

1=1-4,
0=B— A.
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Die erste Gleichung liefert A = 1. Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein, so
erhalten wir B = 1. Daraus folgt

1 1 1

v(l—v)_v+1—v

und dies eingesetzt in (3.11) liefert insgesamt

t u(t) 1 u(t) 1 u(t) 1
t—ty= [s]i:to = / ds L) / ——dv = / —dv +/ dv
to uo U(l - ,U) uo v ug ]- —v

u(t)
t
—[nfo] = [t —o"?, = [ln El ] gy @l
T=vlfpmyy  M=u@] 1wl
Ol =] )= o)
o [T = u(?)] uo(1 = u(t))
also
u(t)(1 — uo) _ ptto
uo(l = u(t))
und somit
u(t) _ Yo ol—to
L—u(t) 1—wug '
Dieser Ausdruck kann jetzt nach u(t) aufgelost werden. Setzen wir W = y#2-e'~%,
so folgt
u(t)
=0 u(t) = (1 - u(t)
= u®)(1+W)=ut)+u@)W =W
= () =
u —=
1+W
und somit enden wir mit
_uo_ ,t—to t—to
—u Up€ Uo
U( ) 1+ _uo_pt—to 1 — Ug + uoet—to ug + (1 _ uo)e—(t—to) ( )

1—ug

Entsprechend den Ergebnissen aus Abschnitt 3.1 gilt lim;_,, u(t) = 1, falls uy > 0
erfillt ist.

3.3 Skalare lineare Differentialgleichungen

Wir wollen jetzt eine Formel fiir die Losung skalarer linearer Differentialgleichungen
herleiten, bei denen die Nichtlinearitét f von der Form f(t,v) = a(t)v + r(t) ist.
Dazu betrachten wir die Anfangswertaufgabe

u'(t) =a(t)u(t) + r(t), (3.13a)
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u(to) =uo, (3.13b)

wobei J C R ein Intervall, (tg,u9) € J x R und a,r € C(J,R) seien.

Wir nennen die Differentialgleichung (3.13a) homogen, falls » = 0 ist, und an-
dernfalls inhomogen. Analog bezeichnen wir die Anfangsdaten (3.13b) homogen,
falls ug = 0 ist, und andernfalls inhomogen.

Herleitung der Variation der Konstanten Formel:

a)

Wir 16sen zunéchst die homogene Gleichung (mit inhomogenen Anfangs-
daten)

u'(t) =a(t)u(t), (3.14a)
u(to) =up. (3.14b)

Mittels der Trennung der Verédnderlichen Formel (3.4) aus Abschnitt 3.2
erhalten wir

In (%)) —In <|1|$z\)‘) _ /u:(t) %dv _ /t:a(s)ds —alt), te

also
@ =e*® teJ
Ug
und somit
t
u(t) = uge®® = uoeftto o)A — 40 exp (/ a(s)ds) ,teJ (3.15)
to

Man beachte, dass der Betrag im Argument von In entféllt, da nach dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard Lindeldf fiir t € J eine der Be-
dingungen u(t),up > 0, u(t), up < 0 oder u(t) = 0 = ug gilt, d. h. u(t) und v,
haben dasselbe Vorzeichen. Wir iiberpriifen die Losung mittels Probe

W (t) = %u(t) - % [uo exp ( /t ta(s)ds)}

= ugexp ( /t:a(s)d:s) % [ /t ta<s)ds] = a(t)u(t),
ulto) = o exp ( /: a(s)ds) = wo exp(0) = up.

Diese Probe bestétigt, dass die Funktion u aus (3.15) die Anfangswertaufgabe
(3.14) 16st. Man beachte, dass auch die triviale Losung u(t) = 0 fur t € J
zugelassen ist.

Als néchstes 16sen wir die inhomogene Gleichung (mit homogenen An-
fangsdaten)

u'(t) =a(t)u(t) + r(t), (3.16a)
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ulto) =0, (3.16h)

Hierzu verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten mit dem
Produktansatz

u(t) = c(t)o(t), t € J, (3.17)

wobei ¢ noch geeignet zu bestimmen ist und v(t) := e®® eine Losung der
homogenen Gleichung (3.14) bezeichet. Einsetzen von (3.17) in (3.16a) liefert
(wegen v'(t) = a(t)v(t))

d(t)v(t) + alt)c(t)v(t) = ()v(t) + c(t)v' (t) = v/ (t) = a(t)u(t) + r(t)
=a(t)c(t)v(t) +r(t), t € J,

also

und somit
t
dt) = ) _ e *Or(t), te J (3.18)

Setzen wir (3.17) in (3.16b) ein, so erhalten wir (wegen v(tg) = 1, da a(ty) =
0)

0= U(to) = C(to)’U(to) = C(to)
und daher liefert die Integration von (3.18) von ty bis ¢
t t
c(t) = c(t) — c(ty) = / d(s)ds = / e~ Or(s)ds, t € J.
to to
Setzen wir dies nun in (3.17) ein, so erhalten wir die Losung von (3.16) durch

u(t) = c(t)v(t) = e® /t e O (s)ds, t € J. (3.19)

to

Zuletzt 16sen wir die inhomogene Gleichung (mit inhomogenen Anfangs-
daten) (3.13). Die Losung von (3.13) erhalten wir, indem wir die Losung (3.15)
von (3.14) und die Losung (3.19) von (3.16) miteinander addieren

t t

u(t) = uge®® + eo‘(t)/ e *Or(s)ds = * <U0 +/ ea(s)r(s)ds) ,ted,
to to

(3.20)

wobel «a(t) = ft'; a(s)ds. Die Formel (3.20) wird als Variation der Kon-
stanten Formel bezeichnet. Man beachte, dass sich die Losung von (3.13)
als Summe bestehend aus der Losung der homogenen Gleichung mit inhomo-
genen Anfangsdaten und der Losung der inhomogenen Gleichung mit homo-
genen Anfangsdaten schreiben lésst.
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Wir notieren die folgende Losungsformel fiir die eindeutig losbare Anfangswert-
aufgabe (3.13):
Variation der Konstanten Formel:

i t s
u(t) = eeo )T (uo —1—/ e~ o a(T)dTr(s)ds) ,ted (3.21)

to

Aufserdem halten wir das folgende Resultat fiir homogene lineare Differentialglei-
chungen fest.

Satz 3.11 (Homogene lineare Differentialgleichung). Seien J C R ein Intervall,
(to,up) € J X R und a € C(J,R). Dann sind alle Losungen der homogenen Diffe-
rentialgleichung

u'(t) = a(t)u(t), teJ (3.22)
von der Form
u(t) = Ce® t e J
mit einem C € R.

Beweis. Sei u € C''(J,R) eine beliebige Losung von (3.22). Dann erfiillt die Funk-
tion

h:J—=R, ht):=ut)e D
wegen u'(t) = a(t)u(t) die Gleichung
R (t) =o' (t)e *® — o/ ()u(t)e™® = (W' (t) — a(t)u(t))e ¥ =0, t € J.
Folglich ist h konstant, d.h. es gibt ein C' € R mit
C=ht)=ult)e ™ teJ
und folglich

u(t) = Ce®® t € J.

]

Beispiel 3.12. Betrachte die Anfangswertaufgabe
u'(t) = — 3u(t) + t, (3.23a)
u(0) :S, (3.23Db)

mit a(t) = =3, r(t) = t, to = 0 und ug = 5. Die Losung von (3.23) erhalten wir aus
der Variation der Konstanten Formel (3.21). Wegen

t t
a(t) = / a(t)dr = / —3dr =-3t,teJ
0 0
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erhalten wir mittels partieller Integration

t t 1.1 t1 1 1,1
/ e (s)ds :/ esds = |:—€358:| —/ —e3¥ds = [—6353 — —635]
0 0 3 s=0 0 3 3 9 s=0

1 3t 1 3t 1
LY P
3¢5 Ty

Somit liefert (3.21) die Losung von (3.23) durch

8 [ 8 1 1, 1
u(t) = (§ +/O e‘“(s)r(S)ds> =73 <§ + §e3tt -~ 56& n 5)

11
—3t
—e My t—— tel
‘ 379

3.4 Das Newtonsche Gesetz der Abkiihlung

Beispiel 3.13 (Abkiihlung eines Korpers). Betrachte die skalare lineare Differen-
tialgleichung

W) = —k (u(t) — A(t)), t € J. (3.24)

Die Differentialgleichung (3.24) modelliert die Abkiihlung eines Korpers. Hierbei
bezeichnen

u(t) : die Kérpertemperatur zur Zeit ¢t (in °C),
A(t) : die Aukentemperatur zur Zeit ¢ (in °C),

k : die Rate, mit der der Korper Warme absorbiert oder emittiert,
wobei A € C'(J,R) und k € R mit k& > 0.

a) Losung der Anfangswertaufgabe: Betrachte die zugehorige Anfangswertauf-
gabe

u'(t) = —k (u(t) — A(¢)), (3.25a)
u(to) =uo, (3.25b)

mit a(t) = —k, r(t) = kA(t), to € J und uy € R. Die Losung von (3.25)

erhalten wir aus der Variation der Konstanten Formel (3.21). Wegen

¢ ¢

a(t) = / a(t)dr = / —kdr = —k(t —to), t € J
to to

erhalten wir aus (3.21)

t
u(t) = ekt (uo +/ ek(StO)kA(s)ds) ,te

to
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b) Anwendung: Um 9 : 00 Uhr wird eine Leiche gefunden, deren Kérpertempera-
tur noch 13°C betrégt. Die Aukentemperatur liegt seit Stunden konstant bei
5°C. Um 10 : 00 Uhr ist die Korpertemperatur auf 9°C' abgesunken. Wann
war der Todeszeitpunkt?

Zunéchste besitzt die Anfangswertaufgabe (3.25) wegen der konstanten Au-
fentemperatur A(t) = A die Losung

t
u(t) =e Ht=to) (uo +/ ek(StO)kAds)

to
k(t— s_to)t

—e k‘(t tO) (uo +A |:6k‘( tO)]S:t()) (326)

:e—k‘(t—to) (u0+Aek(t—t0) _A)

:eik(t7t0)< 0 — A) —|— A, t € J
Nun benutzen wir die Messwerte von 9 : 00 und 10 : 00 Uhr zum Schétzen
der Konstanten k: Einsetzen von

A=5 tr=9 wuy=13, t=10 (da u(10)=29)
in (3.26) liefert
9=u(10) = e *1O(13 -5) + 5=8F+5

also

1 1 1
e*k:§(9—5):§ = —k:ln<§>:—ln2 = k=In2.

Schliefslich miissen wir den Todeszeitpunkt t; bestimmen: Wir nehmen an,
dass die Lebendtemperatur des Korpers u;, = 37°C' betrug. Einsetzen von

A=5, toy=ty,, up=ur,=37, k=1In2
in (3.26) liefert
u(t) = e 20 (37 —5) 45 = 32e M2 5t e ).
Die entstehende Gleichung
13 = u(9) = 32e~20O~) 4 5

miissen wir nun noch nach ¢; auflésen. Es gilt

1 1
—In2-(9—tr) =_—(13=5) ==
‘ B9 =7

also (wegen Inz" = rlnx)

1
—In2-(9—t,)=1In (Z) =—In4

und somit (erneut wegen Inz" = rInx)

¢ =g 1n4_9 21112_9 o _ 7
L= n2 n2 -

Folglich war der Todeszeitpunkt um 7 : 00 Uhr.
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3.5 Transformation von Differentialgleichungen
Betrachte die Differentialgleichung
U () = f(t,ult)), (3.27)

wobei 2 C R™"! offen und f € C(Q,R").
Transformation von Differentialgleichungen: (Grundidee). Gegeben sei eine
bijektive Abbildung

T:Q—=T, (t,u)—T(t,u), T CR"! offen.
Die Einfiithrung neuer Koordinaten
(s,v) =T(t,u) (3.28)
liefert eine transformierte Differentialgleichung der Form
v'(s) = g(s,v(s)). (3.29)
Hierbei ergibt sich die neue Funktion v in (3.29) aus der Bedingung
T(t,u(t)) = (s,v(s)), (t,u(t)) € Q.

Die Funktion 7" bezeichnen wir als Transformationsabbildung (oder kurz: Trans-
formation). Die Transformation einer Differentialgleichung kann verschiedene Vor-
teile haben:

(1) (3.29) ist einfacher zu l6sen als (3.27),
(2) (3.29) enthélt weniger Parameter als (3.27),

(3) (3.29) enthélt entdimensionalisierte Grifien (in physikalischen, chemischen
oder 6kologischen Systemen).

Beispiel 3.14 (Populationsmodell). Betrachte erneut das zur logistischen Diffe-
rentialgleichung aus den Beispielen 3.5, 3.10 (mit M = 1) gehoérende Anfangswert-
problem

o' (t) =ku(t) (1 —u(t)), (3.30a)

fir £ € R mit £ > 0 und uy € R mit uy ¢ {0, 1}. Die Transformation
T:Q—T, T(tu):=(kt,u), Q=TI =R?* (Skalierung der Zeit) (3.31)

liefert die neuen Koordinaten (s, v(s)) = T'(t,u(t)) = (kt,u(t)), d. h.

s=kt, v(s)=u(t)=u (%) :
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Daraus erhalten wir
/0 =500 = [ ()] =7 () =70 () (-0 (7))
3 0 ()) =
v(kto) =u (to) = uo,
und somit die transformierte Differentialgleichung
v'(s) =v(s) (1 —wv(s)), (3.32a)
v(sp) =vo, (3.32Db)

wobei sg := kto und vy := ug. Daher gilt (3.29) mit g(s,v) := v(1 —v). Im Vergleich
zu (3.30) kommt der Parameter k£ in (3.32) nun in der Differentialgleichung nicht
mehr vor, sehr wohl aber noch in der Anfangsbedingung (insofern ¢, # 0). Die
Losung von (3.32) ist nach (3.12) gegeben durch

S € R ) 0 < Ug < 17
v(s) = P R fiir 00 < §< 8y =8 +In ( 2 , up < 0.
s-1=sp—In(;*7) < s < o0 , o > 1.
Nach Riicktransformation
S S0
t=2, ult) =v(s) =v(kt), to=—
* ) = o(s) = k), 1o ="
erhalten wir die Lésung von (3.30)
teR ) 0 < Ug < 15
u(t) = o & (1 = g)e—FG0) fiir 0o <t <ty =ty+ g 1n< P ) , Uy < 0.
i ::to—%ln(ué‘fl)gt<oo , Up > 1.

Es ist (zumindest fiir Anfinger) extrem wichtig den neuen Variablen grund-
satzich neue Namen zu geben, um Fehler zu vermeiden. Im obigen Zusammen-
hang lauten die neuen Variablen s, v, sg,vg und die alten Variablen t,u,ty, ug. In
der Literatur wird das Einfiihren neuer Bezeichnungen haufig vermieden, d. h. nach
erfolgreicher Transformation werden die Variablen s, v, sg, vy in (3.32) schlichtweg
durch ¢, u, tg, ug ersetzt. Dies fiihrt auf das Anfangswertproblem

W (1) =u(t) (1 — u(t)), (3.33a)

was bis auf die Bezeichnungen der Variablen mit (3.32) tibereinstimmt. Ein Ver-
gleich von (3.33) mit (3.30) kann nun zu erheblichen Verwirrungen fiihren!

Beispiel 3.15 (Populationsmodell). Betrachte erneut das zur logistischen Differen-
tialgleichung aus den Beispielen 3.5, 3.10 und 3.14 bekannte Anfangswertproblem

' (t) =ku(t) (1 . %) , (3.34a)
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wobei k, M € R, k, M >0, up € R und wuy ¢ {0, M}. Die Transformation
T:Q—T, T(tu):=(tbu), Q=TI=R? (3.35)

fiir ein (noch unbekanntes) b # 0, liefert die neuen Koordinaten (s, v(s)) = T'(¢,u(t)) =
(t,bu(t)), d. h.

Daraus erhalten wir

d d u(s) v(s)
/ /
= = — = = 1 _ = _
v'(s) dsv(s) P [bu (s)] = bu’ (s) = bku(s) ( i ) kv(s) ( Tk
U(to) =bu (to) = bUQ.
Fiir b = ﬁ erhalten wir die transformierte Differentialgleichung
v'(s) =kv(s) (1 —v(s)), (3.36a)
v(s0) =vo, (3.36b)

wobei sy := tg und vy := 3%. Somit liegt der einfache Fall (3.30) vor und die Losung
lautet

Vo
vo + (1 — vg)eHkls=s0)”

v(s) =

Nach Ricktransformation

1
t=s, wut)= Ev(s) = Mu(t), to=so
erhalten wir die Losung von (3.34)
(t) =Mu(t) = M ki M i
u - v = =
vo + (1 — vp)eHims0) U (] — ) e=k(t—to)

B MUO
g+ (M — ug) e~ kt=to)”

Durch unsere Transformationen in den Beispielen 3.14 und 3.15 konnten wir beide
Parameter k£ und M der Differentialgleichung in (3.34) eliminieren und die Dif-
ferentialgleichung auf einen ganz einfachen Fall (eine sogenannte Normalform)
reduzieren, vgl. (3.32).

Beispiel 3.16 (Eine lineare Gleichung). Betrachte die Anfangswertaufgabe

u'(t) =u(t) +t—1, (3.37a)
u(to) =uo. (3.37b)

Die Transformation

T:Q—T, Ttu):=(tu+t), Q=I=R? (3.38)
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liefert die neuen Koordinaten (s,v(s)) = T'(¢,u(t)) = (¢t,u(t) +t), d. h.
s=t, v(s)=u(t)+t=u(s)+s.
Daraus erhalten wir

v'(s) :—Sv(s) = % [u(s) +s]=u'(s)+1=u(s)+s—1+1=u(s)+s=uv(s),

v(to) =u(to) + to = ug + to,
und somit die transformierte Differentialgleichung

v'(s) =v(s), (3.39a)
u(sg) =vo, (3.39Db)

wobei sg = to und vy := ug + to. Damit besitzt (3.39) die Losung
v(s) = ve® .

Nach Riicktransformation

erhalten wir die Losung von (3.37)

Beispiel 3.17 (Populationsdynamik). Betrachte die aus dem Beispielen 1.5 be-
kannten Lotka-Volterra-Gleichungen (oder: Rduber-Beute-Gleichungen)

o (t) =k (2) - (1 - %UQ(t)) , (3.40a)
1
ub(t) =kous(t) - (—1 + T—Qul(t)) , (3.40Db)
wobei ki, ko, 71,79 € R mit kqy, ko, 71,79 > 0. Die Transformation

T:Q—T, T, (u,u)) = (t,au,buy), Q=T =R> (3.41)

fiir (noch unbekannte) a,b # 0, liefert die neuen Koordinaten (s,v1(s),vs(s)) =

T(t, (ui(t), us(t))) = (t, aui(t), bua(t)), d. h.
s=1t, wvi(s)=au(t) = aui(s), wva(s)=bus(t) = bus(s).

Daraus erhalten wir

vy(s) :%vl(s) = % [auy (s)] = aul(s) = akyui(s) <1 — k—1u2(5)>

—kyvy(s) <1 ~ %w(@) ,
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vh(8) :i'l}z(S) = % [bus(s)] = busy(s) = bkaus(s) (—1 + —ul(s))

I{ZQCL

— ko () (-1 + T—Qvl(s)) .

Fiir a = 2 und b = - erhalten wir die transformierte Differentialgleichung

v1(8) =kyv1 (1 — ve(s)), (3.42a)
v (8) =kave (—1 + v1(8)), (3.42b)

mit zwei anstelle von vier Parametern. Beachte: Durch zuséatzliche Zeitskalierung
in (3.41), kénnen wir noch einen weiteren Parameter eliminieren, so dass die trans-
formierte Gleichung lediglich von einem Parameter abhangig ist.

Transformation von Differentialgleichungen: (Das allgemeine Prinzip).
Betrachte erneut die Differentialgleichung

u'(t) = f(t u(t)), (3.43)

wobei Q C R™™ offen und f € C(2, R") seien. Gegeben sei wieder eine bijektive
Abbildung

T:Q—=T, (t,u)—T(t,u), T CR" offen.
Diese Transformation liefert die neuen Koordinaten
(s,0(5)) = T(t, u(d). (3.44)

Zur Herleitung der transformierten Differentialgleichung (3.29) ist es oftmals ein-
facher anstelle von (3.44) mit der inverse Transformation zu arbeiten

(t,u(t)) =T (s,0(s)) = ®(s,0v(s)), ®:=T" (3.45)

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass Q = I' = R"! gilt und ® : ' — 2 von
der Form

O(s,v) = (D1(s), Pa(s,v)) (3.46)

ist, wobei ®; : R — R und ®y(s, ) : R — R™ fiir jedes s € R stetig differenzierbar
und bijektiv mit stetig differenzierbaren Inversen seien. (3.45) und (3.46) liefert

(T, u(t)) = (P1(s), Pa(s,v(s)))
und daher
t=®1(s), u(P(s)) =u(t) = Pa(s,v(s)).
Daraus erhalten wir durch Differentiation bzgl. s

0,8s(5,0(s) + Dy a(s, 0()0(5) = = (@, 0(s))] = o [u(1(s))]
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=u'(D1(s)) P (s) = f(Pr(s), u(P1(5))) P (5) = f(Dr(s), Pa(s, v(s))) P (s).

Da 0,Ps(s,v(s)) € R™" invertierbar ist, erhalten wir schlieflich

V(s) = (8,@a(s,0(s))) 7 (F(@1(s), B2(s,0(5))) P} () — Du@a(s,v(s)))  (3.47)

und somit die transformierte Differentialgleichung (3.29) mit

g(s,v) 1= (0,2(s,v)) " (f(Da(s), Pa(s,)) @) (s) — 0, Pa(s,v)).

Beachte: Ist u eine Losung der Differentialgleichung (3.43) und v durch die Bezie-
hung (3.45) gegeben, so ist v eine Losung der transformierten Differentialgleichung
(3.47). Ist umgekehrt v eine Losung der transformierten Differentialgleichung (3.47)
und u durch die Beziehung (3.45) gegeben, so ist u eine Losung der Differentialglei-
chung (3.43).






4 Numerische Losung gewohnlicher
Anfangswertaufgaben

4.1 Einschrittverfahren

Da es haufig schwer bzw. unmoglich ist, eine Differentialgleichung analytisch zu 16-
sen, werden in den folgenden Abschnitten einige numerische Verfahren (aus der
Klasse der Einschrittverfahren) zur Losung von Anfangswertaufgaben einge-
fiihrt.

Betrachte die Anfangswertaufgabe

W' (t) =f(t,u(t), t € J, (4.1a)
u(to) =uo, (4.1b)

wobei J C R ein Intervall, (tg,up) € J x R” und f € C(J x R",R") seien.

Idee numerischer Verfahren: Grundséatzlich besteht die Idee numerischer Ver-
fahren nicht darin, eine explizit auswertbare Funktion u zu konstruieren, die die
Anfangswertaufgabe (4.1) 16st (wie beispielsweise bei der Picard-Iteration (2.11)
in Satz 2.11), sondern die Idee besteht darin, die Funktionswerte wu(t) auf ei-
nem Gitter ¢ € {to,t1,...,txy} C J zu approximieren (d. h. anzundhern), wobei
to <ty <--- <ty gelte. Wir suchen also Approximationen u; € R" der Funktions-
werte u(t;) fur j =1,2,..., N.

Der Gitterabstand wird hierbei héufig dquidistant gewahlt, d. h. es gilt

tigm—t;i=h Vj=01,... ,N—1

fiir ein A > 0. In diesem Fall gilt ¢; = ¢+ jh und demnach ist u; eine Approximation
von u(ty+ jh). Hierbei nennt man h > 0 die Schrittweite des Einschrittverfahrens
und die Punkte ¢; die Stiitzstellen. Ist der Gitterabstand nicht-dquidistant, so
fasst man h héufig als Vektor h = (hg, ..., hy_1) auf und es gilt

tig—tj=h; ¥Yj=0,1,...,N—1.

Idee der Einschrittverfahren: Bei einem sogenannten Einschrittverfahren
wird eine Approximation der Losung u von (4.1) wie folgt berechnet, wobei wir uns
hier auf den Fall eines dquidistanten Gitters beziehen. Der Anfangswert u(ty) = uo
ist durch (4.1b) gegeben. Auf Basis dieses Startwertes liefert das Einschrittverfahren
dann die Approximation u; von u(t;) = u(ty + h), d.h.

Ug — ‘ Einschrittverfahren ‘ — Uy.
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Diese Rechnung wird iteriert. Die Approximation us von u(ty) = u(to + 2h) erhélt
man mittels

u, — | Binschrittverfahren | — u;

und im (j + 1)-ten Rechenschritt, j € {0,..., N — 1}, liefert

u; — ‘ Einschrittverfahren ‘ — Ujq1

die Approximation ;1 von u(tj1) = u(to+ (j+1)h). Hierbei sind die Stiitzstellen
wie oben beschrieben durch t; = to + jh, j = 0,..., N gegeben. Die Vektoren
u; € R" sind also eine Approximation von u(t;), also der exakten Losung u an der
Stelle ¢;. Zusammen bilden diese Vektoren, kurz (uo, ..., ux) oder (u;);—o. . N, eine
Approximation der Losung u auf dem Gitter {¢o,t1,...,tx}.

Bislang bleibt jedoch unklar, wie wir mathematisch den Wert v, aus dem Wert
u; erhalten. Daher kénnen wir die obige Box des Einschrittverfahrens zunéchst
noch als Black Box ansehen. Wir untersuchen in den folgenden vier Abschnitten
die Funktionsweise dieser Black Box fiir einige ausgewéhlte numerische Verfahren.

.....

4.2 Das explizite Euler-Verfahren

Wir wollen jetzt das einfachste numerische Verfahren zum Loésen von Anfangswert-
aufgaben kennenlernen, das sogenannte (explizite) Euler-Verfahren.
Dazu betrachten wir die Anfangswertaufgabe

W () =f(t,u(t), t € J, (4.2a)
u(to) =uo, (4.2b)

wobei J = [tg, T] mit T' < oo oder J = [ty, 0).

Motivation des (expliziten) Euler-Verfahrens: Die Idee des Euler-Verfahrens
besteht darin, die Losung u der Anfangswertaufgabe (4.2) zu approximieren, indem
man der Tangente ein kleines Stiick folgt. Formal bedeutet dies

Uy = Ug + hul<t0) = Ug + hf(to, UO).
fir ein A > 0. Ein iteratives Wiederholen dieser Idee fiihrt auf
Uj+1 = Uj + hf(to +jh,uj), j = O, 1, 2, ey

wobei wir ¢; := 1y + jh setzten.
Wir kénnen die Idee auch so interpretieren, dass wir ausgehend vom Anfangs-
punkt (¢, ug) dem Richtungsfeld linear folgen, bis wir ¢; erreichen

(t1,u1) = (to, uo) + R (1, f(to, uo)) -

Anschliefend folgen wir mit

(tjg1, ujpr) = (tj,u;) +h (1, f(t5,uy)), 5 =1,2,...
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dem jeweils vorgefundenen Richtungsfeld. Im Falle, dass die Stiitzstellen nicht aqui-
distant sind, miissen wir ¢;;1 — t; anstelle von h verwenden und erhalten

ujJrl = Uj + (tj+1 — tj>f(tj, Uj>, j = 0, 1, 2, e

Herleitung des (expliziten) Euler-Verfahrens: Wir wihlen eine zeitliche Schritt-
weite h > 0 und definieren ein (dquidistantes) Gitter

Jp=RyNJ, Ry :={t;:=to+jh|jeZ}
mit zugehoriger Indexmenge
In={j€eZ|t; € J}.
Es gilt also

Ih:{O,l,...,N}, Jh:{to,tl,...,tN}, falls J:[tQ,T],
[h = No, Jh = {to,tl, .. .}, falls J = [to, OO)

Sei u eine Losung von (4.2). Zur Approximation (d. h. Ann&herung) von u(t;), also
der Losung u an den Gitterpunkten ¢;, ersetzen wir die Zeitableitung «/(t;) in (4.2a)
durch den vorwartsgenommenen Differenzenquotienten

1
= (ult + b) = u(t;),

der fiir h — 0 gegen v/(t;) konvergiert. Dies liefert

1 ‘ 4

E (uj—l—l — Uj) = f(tj,uj), ] = O, 1, 2, ., ] € Ih-
Die Werte u; € R" stellen eine Approximation von wu(t;) dar, d. h. u; ~ u(t;).
Zusammen mit den Anfangsdaten

Uy = U(to)

erhalten wir unser erstes Verfahren:
Explizites Euler-Verfahren:

uj—i—l:uj+h.f(tjauj)7j:Oa]-?Za"'? (43)

wobei ug = u(ty) € R™ gegeben ist.

(4.3) heit (explizites) Euler-Verfahren (oder Eulersches Polygonzugver-
fahren, Euler-Cauchy-Verfahren oder Euler-vorwérts-Verfahren).

Die Euler-Iterierte ;4 ist eine Approximation (d. h. Anndherung) der exakten
Losung u zur Zeit t;1, d. h. u;41 =~ u(tj11). Je kleiner die Schrittweite A > 0
gewahlt wird, desto mehr Stiitzstellen ¢; liegen vor und desto rechenintensiver ist
die Berechnung der Euler-Iterierten. Je kleiner h > 0 gewahlt wird, desto genauer
approximiert die Euler-Iterierte w1, den exakten Wert wu(t;11). Diese Aussagen
werden wir im verbleibenden Teil dieses Abschnittes noch préazisieren.

Im folgenden Beispiel wenden wir das Euler-Verfahren auf eine Anfangswertauf-
gabe an, deren Losung uns explizit vorliegt.
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Beispiel 4.1. Betrachte die Anfangswertaufgabe

u'(t) =u(t), t € J, (4.4a)
u(0) =1. (4.4b)

Hier ist to = 0, ug = 1, f(t,v) = v und J := [0, 00).

a)

Losung der Anfangswertaufgabe: Nach der Trennung der Verénderlichen For-
mel (3.4) besitzt die Anfangswertaufgabe (4.4) die exakte Losung

¢ J
u(t) = ' = lim <1+—_) ,teR.
J—00 j
Berechnung der Euler-Iterierten: Wir verwenden das Euler-Verfahren zur Ap-

proximation der Losung u. Wegen f(f,v) = v und ug = 1 erhalten wir aus

(4.3)
U = Ug + hf(to,’do) = Ug + hUQ = (1 + h)U(] = (1 + h),
Uy = U + hf(tl,ul) =u + hu1 = (1 + h)ul = (1 + h)Q,
Uz = Uz + hf(tg,’dg) = U9 + hUQ = (]_ + h)UQ = (1 + h)3

Dies fithrt uns zu der folgenden Induktionsbehauptung:
uj = (1+h), j €I, =N,. (4.5)

Der Beweis von (4.5) erfolgt durch vollsténdige Induktion iiber j € Ny.
Induktionsanfang (j = 0): Nach (4.4b) gilt

ug == u(0) = 1= (1+h)°.

Induktionsschritt (j — j+ 1): Aus (4.3) und der Induktionsvoraussetzung
(4.5) folgt

i1 = uj + hf(t,u;) = uj + huy = (14 h)u; = (14 h)+

Konvergenz des Euler-Verfahrens: Die wesentliche Frage ist nun, wie gut
u(t;) = u(hj) = e durch u; angenihert wird. Wir zeigen hierzu, dass die
Losung u(t) = €' (auf kompakten Intervallen!) fiir hinreichend kleines h > 0
beliebig genau mit dem Euler-Verfahren approximiert werden kann: Sei 7" > 0
ein fest gewihlter Endzeitpunkt, J := [0, 7], N die Anzahl der Teilintervalle,
in die J zerlegt wird und h = hy = % die dquidistante Schrittweite. Dann
liefert das Euler-Verfahren die Approximation

uy = (1+h)N = <1+%)N%6T:u(T).

Fir N — oo strebt h = hy = % gegen 0, d. h. das Intervall [0, 7] wird

immer feiner unterteilt. Den Grenzwert limpy_, (1 + %)N = ¢! kennen wir
aus der Analysis, d. h. der Funktionswert e? wird durch den Wert des Euler-
Verfahrens beliebig genau approximiert. Wie der Fehler genau von der Schritt-
weite h und dem Zeitpunkt 7" abhéngt, werden wir spéter in Satz 4.3 abschét-
zen.



4.2 Das explizite Euler-Verfahren 69

Das Euler-Verfahren kann natiirlich auch auf Anfangswertaufgaben angewandt
werden, deren Losung analytisch nicht angegeben werden kann.

Beispiel 4.2. Betrachte die Anfangswertaufgabe

u'(t) =t — (u(t)®, t € J, (4.6a)
u(0) =0. (4.6b)
Hier ist tg = 0, ug = 0, f(t,v) =t —v? und J C R ein Intervall mit 0 € J. Das

explizite Euler-Verfahren im Falle konstanter Schrittweiten & > 0, d. h. ¢; = t,+jh,
lautet

Ujp1 = Uy + hf(tj,u]') = U, —+ h(t] — U?), j € 1.
Fiir tg = 0, up = 0 und h = 1 erhalten wir ¢; = j und

Ug :Oa
2
Uy IUO+t0—UOIO,

U2:U1+t1—U%:t1:1.

Diese sehr grofte Schrittweite h = 1 fiihrt nur zu einer sehr groben Approximation,
die sich durch Verkleinerung der Schrittweite verbessern lasst. Numerische Expe-
rimente zeigen, dass das Euler-Verfahren zwar auf einem gewissen Intervall [0, T},]
gute Approximationen liefert, dann aber stark zu oszillieren beginnt, wahrend sich
die Lésung u von (4.6) fiir groke t-Werte wie v/t verhilt und nicht oszilliert.

Der folgende Satz liefert fiir allgemeine Anfangswertaufgaben der Form (4.2) eine
Fehlerabschétzung fiir das explizite Euler-Verfahren. Um sicherzustellen, dass die
Anfangswertaufgabe (4.2) (nach Satz 2.11) eine eindeutige globale Losung besitzt,
fordern wir, dass f (beziiglich der 2. Variablen) Lipschitz-beschrankt ist. Auferdem
verlangen wir, dass die Funktion f sogar stetig differenzierbar ist.

Satz 4.3 (Konvergenzsatz fiir das explizite Eulerverfahren). Sei 0 < T < oo,
J =10,T], (to,up) € J xR™, f € C(J xR"R") Lipschitz-beschrinkt auf J x R"
(beziiglich der 2. Variablen) mit Lipschitz-Konstanten L > 0, d. h.

1t 0) = ftw)l < Lijv —w] Ve JVo,weR",

und sei f € C'(J x R",R"). Weiter bezeichne u € C*(J,R™) die nach Satz 2.11
eindeutige globale Losung der Anfangswertaufgabe

W () =f(t,u(t), t € J, (4.72)
u(0) =uo (4.7b)

und u; die Approximation dieser Lésung mit dem explizite Euler-Verfahren an den
Stellen t; = jh € J,. Dann gilt

3C=C(T,u,L)>0: |lu(t;) —uj]| <Ch Vjel, (4.8)

wobei die Konstante C' von der Intervalllinge T', der Losung u und der Lipschitz-
Konstanten L abhdngt, nicht aber vom Index j und von der Schrittweite h.
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Bemerkung 4.4. Ein Einschrittverfahren hat die Konvergenzordnung p € N,
falls ein C' > 0 und ein h > 0 existieren mit ||u(t;) — u;]| < ChP fiir alle t; € J,
und alle 0 < h < h. . Das Euler-Verfahen hat wegen (4.8) die Konvergenzordnung
1. Wir kénnen (4.8) so interpretieren, dass sich bei einer Halbierung von h auch der
Approximationsfehler halbiert (genau genommen gilt das nur fiir die Abschétzung
des Fehlers). Bei einem Verfahren der Ordnung p wird der Fehler um den Faktor
2P verrringert. Solche Verfahren héherer Ordnung werden wir in den folgenden
Abschnitten besprechen.

Beachte auch, der dass aus der stetigen Differenzierbarkeit von f die zweimalige
stetige Differenzierbarkeit der Losung u folgt, d. h. es gilt sogar u € C?(J, R"). Denn
in der Differentialgleichung (4.7a) ist die rechte Seite noch stetig differenzierbar und
somit auch die linke Seite. Wenn man die Differentialgleichung (4.7a) einmal unter
Verwendung der Kettenregel nach t differenziert, so kann man die zweite Ableitung
der Losung mit Hilfe der Funktionen v und f ausdriicken:

u’(t) = O f (t,u(t)) + Ou f (£, u(t))u'(t) = Ouf (£, u(t)) + Ouf (¢, u(t)) f (£, ult)).

Beweis. (von Satz 4.3). Der Beweis ist in vier Schritte unterteilt.
Schritt 1 (Lokaler Fehler). Fir v; . := u(t;) + hf(t;,u(t;)) gilt

2

h .
||U(tj+1) — Uj+1|| 7 tg%(??] ||’LL ( )” yJ = Oa ]-7 2a ceee (49)

vj41 = u(t;) + hf(t;,u(t;)) beschreibt den Wert, der beim Einsetzen der exakten
Losung u(t;) in das eXpllzlte Euler-Verfahren entsteht. Der Fehler ||u(t;11) — vj41],
der hierbei entsteht, wird lokaler Fehler genannt.

Aus vy = u(t;) + hf(t;,u(t;)), (4.7a) und dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung folgt

ety 1) — vyl = lutyan) — ulty) — hf (5, ult)]) = lultysr) — ulty) — el (8)]
[HIWK>—u(»dT_1ZHWW%0—M@NM1

J J

Fiir den Integranden erhalten wir mit dem Mittelwertsatz 2.8

lw'(7) = w'(£)]] < S Jax l" @O (7 = 13), 7 € [t tjal,

so dass sich durch Zusammensetzen ergibt

[ZES] h2
Jultsn) = vyl < s (O] [ (= ) = 5 mas [ (0]

Schritt 2 (Lokale Fehlerfortpflanzung). Es gilt

lujr1 = vjsall < (1 + Lh) |lu; — u(ty)]l, 5 =0,1,2,.... (4.10)

In diesem Schritt vergleichen wir den durch das Euler-Verfahren berechneten Wert
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w1 mit v;49. Der Fehler ||uj 11 — v;41||, der hierbei entsteht, wid fortgepflanzter
Fehler genannt.

Aus (4.3), vj41 = u(t;) + hf(t;,u(t;)), der Dreiecksungleichung und der Lipschitz-
Beschranktheit von f erhalten wir

lwjrr — vjall = lluy + hf (g, uy) — ulty) — hf(ts, u(t))]
<lug —u@y)| + b f (@ uy) = f(&,ul)I < (1+ Lh) lu; — u(t))]]-

Schritt 3 (Gesamtfehler). Es gilt

Hw—u@mégtt@ﬁliMmj:QLzuw (4.11)
2L
wobei M := maxcjo. [|u” (1)
Man beachte, dass die Abschétzung (4.11) auch im Fall L = 0 gilt, wenn man den
Quotienten % durch seinen Grenzwert % fiir L — 0 ersetzt.
Der Beweis von Schritt 3 erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber j € I.
Induktionsanfang (j = 0): Da der Startwert des Euler-Verfahrens durch die

exakten Anfangsdaten in (4.7b) gegeben ist, gilt
(1+ Lh)° -1
—ult)||=0=——""2 " Mh.
Jup — uto) | -
Induktionsschritt (j — j + 1): Aus der Dreiecksungleichung, (4.9), (4.10) sowie
der Induktionsvoraussetzung (4.11) folgt

s — ultin)ll < Mg = gl + o1 — ultyen)|
h2
S(L+ Lh) [luj — u(ty)|| + - max [[u”(t)]]

2 tefo,T)
(1+ Lh) —1 h?
<(1+Lh)~—F——Mh+—M
(14 Lh) 2L +2
1 ; (1+ Lh)7™ —1
=— ((1+ Lh)Y™ —1— Lh+ Lh) Mh = Mh.
o7 (1+Lh) h+ Lh) Mh o h

Der Idee des Induktionsschrittes ist es, den Gesamtfehler durch eine Dreiecksun-
gleichung in die Summe des lokalen und fortgepflanzten Fehlers zu zerlegen.
Schritt 4 (Konvergenzfehler). FEs gilt

1C =C(T,u,L) > 0: |Ju(t;) —u;|| < Ch, j=0,1,2,.... (4.12)
Aus 1+ < e*, z € R, erhalten wir fir x = %
LT LT\"
<1 + W) < 6%’ also (1 + W) < GLT.

Aus h = % und 7 < N folgt

(1+Lh)Y < (1+ Lh)N < et
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Dies impliziert mit Hilfe von (4.11)

oy — )l < Y g < L~ o,
wobei
el — 1
C:= Y7 tIe%% " (t)]| - (4.13)

O

Bemerkung 4.5. Man kann auch in jedem Schritt des Euler-Verfahrens einen
Rundungsfehler €; zulassen:

uj = uj + hf(t;, u;) +¢j,

wobel man |e¢;| < ¢ fiir alle j fordert. Hierbei ist ¢ die Maschinengenauigkeit, die
iiblicherweise von der GroRenordnung 10716 ist. Auf demselben Wege wie oben zeigt
man dann

LT
-1
¢ max [|u”(t)|| b + 25

”u] u( J)” 2L tE[O,T} h

fiir j =0, ..., N. Der hierdurch verursachte zusétzliche Fehler wird erst bei extrem
kleinen Schrittweiten relevant. Man beachte, dass die Funktion n(h) = Mh+ 27 ihr

Minimum bei Ay, = ZME annimmt, wobei hp;, tiblicherweise von der Grofsenord-

nung 1078 ist. Erst unter diesem Wert werden Rundungfehler relevant und kénnen
die Genauigkeit wieder verschlechtern.

4.3 Die Methode von Heun

Das Euler-Verfahren wertet das Richtungsfeld in jedem Schritt immer nur an ei-
nem Punkt aus. Bessere Verfahren (also Verfahren mit einer héheren Konvergenz-
ordnung) erhélt man, wenn man das Richtungsfeld an mehreren Stellen auswertet.
Ein weiteres Verfahren, dass das Richtungsfeld in jedem Schritt an zwei Punkten
auswertet, ist die Methode von Heun.

Methode von Heun:

h .
Uil = Uy + 5 (f(tj,us) + f(t; + hyu; + hf(tj,u;))), 5=0,1,2,..., (4.14)

wobel ug = u(ty) € R" gegeben ist.

(4.14) heift die Methode von Heun (oder Heun-Verfahren).

Der folgende Satz zeigt, dass die Methode von Heun die Konvergenzordnung 2
besitzt, insofern f sogar f € C*([0,T] x R",R") erfiillt.

Satz 4.6 (Konvergenzsatz fiir die Methode von Heun). Seien die Voraussetzungen
von Satz 4.3 erfillt und sei zusdtzlich f € C*([0,T] x R",R"). Weiter bezeichne
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u € CY[0,T],R") die nach Satz 2.11 eindeutige globale Liosung der Anfangswert-
aufgabe (4.7) und u; die Approzimation dieser Losung mit der Methode von Heun
an den Stellen t; = jh € J,. Dann gilt

30 =C(T,u, L) > 0: |Ju(t;) —u|| < Ch* Yj € Jp. (4.15)

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem von Satz 4.3 in vier Schritte unterteilt.
Schritt 1 (Lokaler Fehler).
Fir vy = u(ty) + 5 (f(t5 uty) + f(tin, ulty) + hf (8, ulty)))) gilt

fu(tyon) = vjsall < MA2, = 0,1,2,.... (4.16)

Wegen f € C?*(J x R",R") und u € C3(J,R") gilt nach der Taylorformel

f(tjaulty) + hf (g, ulty) = [t ulty) + 0uf (5, ults)h
+ Ou [, ult;) (L, ult;))h + Ro(f; (£, u(t;))),
h2
utjn) = ulty) +u'(t)h+ ' (1) + Ry (u; ),
wobei die Restglieder die folgenden Restgliedabschatzungen erfiillen
[R2l = [ Ra(f5 (25, ult;)))]] < MB2,
| Rsll := || Ra(us t) || < MR,

Aus vj1 = u(t;)+ 2 (f(t;, ulty)) + f(tjz,ult;) + hf(ty, u(t;)))), der Taylorformel,
der Restgliedabschétzungen und der Dreiecksungleichung folgt

[u(tss1) = viall

ultyon) = ) = 5 (7o) + £y, ulty) + 0 0u(6)|

h? h

=||ulty) + ' (t)h+ Zu'(t;) + Ry —ulty) — 5 f(5, ulty))

h h? h

= 5 f g ulty)) = = @uf (g, ulty)) + 0 f (t, w(ty)) f(t5, ulty)) — 5Bz
h? h? h

= u/(t]’)h + 7u”(tj) + Rg — hu/(t]’) — ?u/,(t]’) - §R2

h
<|\Bsll + 2 1Ball < b0

Schritt 2 (Lokale Fehlerfortpflanzung). Es gilt
L*h?
e = vyl < (1 20+ 555 ) g = u(e)] = 0020 (@17

Aus (4.14), vj1 = u(ty) + § (f(t, u(ty)) + f(tjea,uty) + hf(t;, ult;)))), der Drei-
ecksungleichung und der Lipschitz-Beschranktheit von f erhalten wir

||Uj+1 - Uj+1||
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S )+ Flt gy 1 5,))) — )
- 5 () + £yt + f e u(6) |

<lug —ult)) |+ 5 Hf(taaua) [t u(ty)]
+ 5 1f sy + hF (G, w5)) = f g ulty) + R, u(t))]

(
h h
Sl = e+ S g = )+ S g + A 15,5) — ulty) = R (1 u(t;) )

S (L+ Lh) [luj — ult )H+Lh2 1f (55 u5) = g, ut;)]

27,2

L°h

Schritt 3 (Gesamtfehler). Es gilt

7j—1

L2h%\"
— < MR? 14 Lh 1 =0,1,2,.... 4.1
oy = ute)l < a8 3 (1+ 204 25 =012 (1.18)

=0

Der Beweis von Schritt 3 erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber 5 € Nj.
Induktionsanfang (j = 0): Da der Startwert der Methode von Heun durch die
exakten Anfangsdaten in (4.7b) gegeben ist, gilt

-1

L2h2 (
||u0—u(t0)||:onh3Z<1+Lh+ 5 )

1=0

Induktionsschritt (; — j+ 1): Aus der Dreiecksungleichung, (4.16), (4.17) sowie
der Induktionsvoraussetzung (4.18) folgt

[ =ty | < g = vl + [lojen = w(tj)ll

L2 2
<<1+Lh+ )||uj—vj||+Mh3

L2h2 Jj—1 L2h2 i
<(1+Lh Mh? 1+ Lh Mh?
( + Lh+ = ) Z( + Lh+ = ) -

1=0

— L2p2\"™"
=Mn* (1 1+ Lh
( +Z< +Lh+ = ) )

=0

, J L2h2\ !
—MR* 1 1+ Lh
+Z( + Lh+ = )

i=1

J

L2h2\ '
:Mh3z<1+Lh+ 5 )

=0

Der Idee des Induktionsschrittes ist es, den Gesamtfehler durch eine Dreiecksun-
gleichung in die Summe des lokalen und fortgepflanzten Fehlers zu zerlegen.
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Schritt 4 (Konvergenzfehler). Es gilt

3C =C(T,u, L) > 0: |Ju(t;) —u] <CR* j=0,1,2,.... (4.19)
Unter Verwendung von h = % und der folgenden Hilfsmittel

. J—1
q = a T d # 1 (geometrische Summe),
q
1=0
L?h 1 1
L+—>1L < —
+ 2 L+ % L’
J>N = % <1l = LT% LT = exp (LT%) < exp(LT),
k 00
x" " .
Y Eey o sz

erhalten wir mit Hilfe von (4.18)

272 ‘7
j—1 272\ (1+Lh+ﬂ> -1
L=h 2
u; —u(t;)|| <MR3 1+ Lh+ ):Mh3 —
Iy =t <0 3 I T
(1+Lh+L?ﬂj—1 (1+Lh+L?ﬁ]—1
=Mh? . < Mh?
L+ 5t L
Lhj LTL LT
L VO LV Ly
L L
wobei
et — 1
C:=M
L

4.4 Das klassische Runge-Kutta-Verfahren

Noch bessere Verfahren (also Verfahren mit einer noch héheren Konvergenzord-
nung) erhalten wir durch Abtastumg weiterer Punkte des Richtungsfeldes. Dies
wird beispielsweise bei den Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung realisiert, de-
ren Einfithrung den Rahmen der Vorlesung jedoch sprengen wiirde. Daher betrach-
ten wir an dieser Stelle lediglich das folgende Verfahren aus der Klasse der expliziten
Runge-Kutta-Verfahren:
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Klassisches Runge-Kutta-Verfahren:
h ,
Ujt1 :Uj+g(k1 +2k2+2k3+k4), J :0,1,2,..., (420)

wobei kq, ko, k3, k4 durch

ki =f(t5,u5),
h h

k2 :f(tj + éauj + §k1)7
h h

k3 IIf(tj 4F §,Uj 4F 5]{32),

k4 IIf(tj + h, Uj + hk3)

gegeben sind und g := u(ty) € R™ gegeben ist.

(4.20) heift klassisches Runge-Kutta-Verfahren.

Der folgende Satz zeigt, dass das klassische Runge-Kutta-Verfahren die Konver-
genzordnung 4 besitzt, insofern f sogar f € C*([0,T] x R™, R") erfiillt.

Satz 4.7 (Konvergenzsatz fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren). Seien die
Voraussetzungen von Satz 4.3 erfiillt und sei zusdtzlich f € C*([0, T]xR™ R™). Wei-
ter bezeichne
u € CY[0,T],R") die nach Satz 2.11 eindeutige globale Lisung der Anfangswert-
aufgabe (4.7) und u; die Approzimation dieser Losung mit dem klassischen Runge-
Kutta-Verfahren an den Stellen t; = jh € J,. Dann gilt

3C =C(T,u, L) >0 |lu(t;) —u|| < Ch* Vj €I (4.21)

4.5 Das implizite Euler-Verfahren und die
Newton-Methode

Bei dem expliziten Euler-Verfahren wurde fiir die Berechnung der Iterierten w;;
das Richtungsfeld an der aktuellen Stelle (¢;,u;) ausgewertet. Anstatt das Rich-
tungsfeld an der aktuellen Stelle (¢;,u;) auszuwerten, kann man das Richtungsfeld
natiirlich auch am Zielpunkt (¢;41,u;4+1) berticksichtigen. Dies fiihrt auf das folgen-

de Verfahren.
Implizites Euler-Verfahren:

Ujt1 = Uj + hf(tj—l-la uj—l—l)? YRS U2 (422)

wobei ug := u(ty) € R™ gegeben ist.

(4.22) heift implizites Euler-Verfahren. Dieses Verfahren ist implizit, da f
von u;j4+; abhéngt. Da f im Allgemeinen eine nichtlineare Funktion ist, kénnen wir
die Gleichung (4.22) nicht ohne weiteres nach u;;; auflésen. Genauer miissen wir
zur Bestimmung von u;; eine nicht-triviale Aufgabe 16sen: Definieren wir

g(x) =z —u; — hf(tjs,x), v € R", (4.23)
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so ist w41 eine Nullstelle der Funktion g. Diese Nullstelle werden wir im Folgenden
mit Hilfe des sogenannten Newton-Verfahrens bestimmen.

Dieses Verfahren dient allgemein dazu, fiir eine gegebene stetig differenzierbare
(i.A. nichtlineare) Abbildung g € C'*(R", R") Losungen des Gleichungssystems

g1<.’1§'1,...,$n): 0,
L1y, Tn) = 0,

g(z) =0, ausgeschrieben ga(1 ) ) ) (4.24)
gn(x1,.. . x,) = 0

zu approximieren. Man erzeugt eine Folge von Vektoren z*) € R”, k =0,1,2,. ..,
die gegen eine solche Losung fiir k — oo konvergieren soll. Die Idee, um z*+ aus
2™ zu konstruieren, ist die folgende: Nach Definition der totalen Differenzierbarkeit
liisst sich ¢ in der Nihe von z®) durch die folgende affin lineare Abbildung Ly, :
R™ — R™ gut approximieren:

Li(z) = Dg(z®™)(x — 2®)) + g(2®¥), 2 € R™. (4.25)

Dabei ist die totale Ableitung Dg(z®)) = (%(x(k)))éjil durch die Matrix der
J )=
partiellen Ableitungen gegeben. Die gute lokale Approximation ergibt sich aus den

Eigenschaften Ly(z®) = g(z®), DLy, (z®) = Dg(z®) und

lo(z) — Li(a)|
o= 2]

=0 fir oz—a® z#£2®,

(k+1

Anstelle von (4.24) 16st man nun die Gleichung Ly (z) = 0 und erhilt so 2*+1 also

0= Dg(a:(’“))(x(k“) _ x(k)) + g(x(k)) bzw. Dg(x(k))(x(kﬂ) _ x(k)) — _g(x(k))_
(4.26)
Wenn Dg(z®)) invertierbar ist, so hat das Gleichungssystem in (4.26) eine eindeu-
tige Losung und man erhalt ) = 2®) — Dg(2®)~1g(x*)). In der Praxis rechnet
man die Inverse von Dg(x®)) niemals aus, sondern 16st das lineare Gleichungssys-
tem in (4.26) mit einem geeigneten Verfahren. Die bekannteste Methode ist das
Gaufische Eliminationsverfahren, auf das hier nicht ndher eingegangen wird.
Einige Programmiersprachen (z.B. MATLAB) bieten hierfiir vordefinierte Funktio-
nen an.
Newton-Verfahren: Gegeben g € C*(R”, R") und eine Startnéherung z(® € R”.
Approximiere eine Nullstelle von ¢ mit der Folge ) € R” k = 0,1, 2, ... erzeugt
durch

Lose das lineare System  Dg(z®)y®) = g(z®) (4.27)
und setze 2D = g®) _ 4 ®) (4.28)

Den Vektor y*) € R” nennt man auch den Newton-Korrektor. Natiirlich kann
man i.A. nicht erwarten, dass die Folge 2® konvergiert und man so eine Nullstelle
erhélt. In der Numerischen Mathematik beweist man aber den folgenden Konver-
genzsatz, der dieses wenigstens dann garantiert, wenn man hinreichend nahe an
einer Losung 7 startet, fiir die Dg(z) invertierbar ist.
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Satz 4.8 (Lokaler Konvergenzsatz fiir die Newton-Methode). Seiz € R™ eine Null-
stelle von g € C*(R",R"™) mit Dg(Z) invertierbar. Dann existiert eine Umgebung U
von T und eine Konstante C > 0, so dass fiir jeden Startpunkt (©) € U die Folge
) wohldefiniert ist, in U liegt und gegen T konvergiert. Ferner gilt

Hf — x(kH)H <C Hi — :E(k)HQ fiir alle k> 0. (4.29)

Hinter der Wohldefiniertheit verbirgt sich die Aussage, dass Dg(z®) fiir jedes
k invertierbar ist. Die Eigenschaft (4.29) bezeichnet man auch als quadratische
Konvergenz des Verfahrens. Sie fiihrt in der Regel dazu, dass die Folge sehr schnell
konvergiert (z.B. in 4 oder 5 Schritten die Losung bis auf die Maschinengenauigkeit
erreicht), falls sie iiberhaupt konvergiert.

Es bleibt noch die praktische Frage, bei welchem Index £ man die Newton-
[teration abbrechen soll. Eine géingige Vorgehensweise ist, abzubrechen, wenn der
Newton-Korrektor hinreichend klein ist,

|2+ — 2B = ||y®)|| < tol (vorgegebene Toleranz),
oder wenn das sogenannte Residuum hinreichend klein ist
res(z®)) = [|g(«™)] < tol.

Wir kehren zu unserer Aufgabe zuriick, bei der wir in jedem Schritt des impliziten
Euler-Verfahrens ein spezielles nichtlineares System mit g wie in (4.23) definiert
16sen miissen. In diesem Fall haben wir eine gute Startnaherung, ndmlich

Denn fiir kleine Schrittweiten h konnen wir erwarten, dass auch das Residuum
llg(uj)|| = R||f(tj+1,u;)] klein genug ist, um in der in Satz 4.8 beschriebenen Kon-
vergenzumgebung U zu liegen.

Wir fassen zusammen. Beim impliziten Euler-Verfahren berechnen wir u;; aus
(4.22) als Nullstelle von ¢ aus (4.23) mit Hilfe des Newton-Verfahrens aus (4.27),
(4.28). Der Pseudocode lautet:

for 7=0,1,2,... do
Setze g(x):=x—u; —hf(tjs1,2);
Setze Dg(z) =1, — hD,f(tj41,2);
Setze 2z .= Uj;
for £k=0,1,2,... do
Loese Dg(zM)y®) = g(z™);
Setze z*+th) .= k) _ 4Kk
if [|[y®™| <tol then
Akzeptiere Loesung x*t1);
end
end
Setze wujyq = a*+D;
end
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Erst durch die Angabe einer Methode zur Losung der impliziten Gleichung erhélt
man aus dem impliziten Euler-Verfahren ein vollstandig beschriebenes Verfahren.
Man tut natiirlich gut daran, eine Sicherung einzubauen, falls die obige Konvergenz-
bedingung nach einer vorgegebenen Anzahl K von Schritten nicht erfillt ist. Wenn
dies geschieht, kann man z.B. die Schrittweite halbieren und es erneut versuchen,
oder die Rechnung ganz abbrechen.

Wie die numerischen Rechnungen zeigen, kann man mit dem impliziten Euler-
Verfahren auch Aufgaben der Form (4.6)

W) =t — (u®)?, w(0)=up >0

gut approximieren, ohne die Schrittweite h stark zu reduzieren und ohne Oszilla-
tionen wie beim Euler-Verfahren zu erhalten, vgl. (4.6) in Beispiel 4.2. Daher lohnt
sich z.B. in diesem Fall durchaus der Aufwand, den man in jedem einzelnen Schritt
mit dem Newton-Verfahren betreibt.

Durch Verscharfung der Konvergenztheorie von Satz 4.3 kann man dieses Verhal-
ten auch theoretisch erklaren. Im Falle des expliziten Euler-Verfahrens erfasst die
Konstante C' aus (4.13) das Fehlerverhalten sehr genau. Sie wéchst mit der Lénge
T des Zeitintervalls exponentiell an, wobei im Exponenten die Lipschitz-Konstante
L =sup|D,f(t,v)| (vgl. Lemma 2.9) auftaucht. Fiir das implizite Verfahren kann
man dagegen zeigen, dass im eindimensionalen Fall in der Fehlerabschatzung anstel-
le des Betragsmaximums von D, f im Exponenten nur das einfache Maximum von
D, f auftaucht. Dies hat gerade in dem oben behandelten Beispiel f(t,v) =t — v?
mit D, f(t,v) = —2v im Bereich v > 0 hochstens den Wert 0. Fiir eine detaillierte
Behandlung dieses Phénomens verweisen wir auf die Lehrbticher, z.B. [2],[4].






5 Differentialgleichungen hoherer
Ordnung und lineare Systeme

5.1 Differentialgleichungen hoherer Ordnung

In diesem Abschnitt untersuchen wir Differentialgleichungen hoherer Ordnung und
beweisen sowohl globale als auch lokale Existenz- und Eindeutigkeitssatze.

Definition 5.1 (Differentialgleichung k-ter Ordnung). Sei J C R ein Intervall und
f € C(JxRFR) mit k € N, dann heift

u®(t) = f(t,ut), ' (t), ..., u* V@), teJ (5.1)
eine Differentialgleichung k-ter Ordnung.
Beispiel 5.2. Sei J C R ein Intervall, £ = 2 und
f(t,wy,we) = —wy — 6w? +t,t € J, w,wy €R,
dann lautet die zugehdrige Differentialgleichung 2. Ordnung
u'(t) = —u'(t) — 6 (u(t))* +t, t € J.

Transformation auf System 1. Ordnung: Sei u € C*(J,R) eine Losung von
(5.1). Betrachten wir die Transformation

Uk(.t) Z;U(kl)(t),

so liefert das Differenzieren der Transformation nach ¢
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Mit der Setzung

Wa

o= |, Few) = w . FeC(JxRMRY (5.2)
f(t,wn, k . W)

erhalten wir v € C1(J,R¥) und v 16st das folgende System 1. Ordnung

V'(t) = F(t,v(t)), t € J. (5.3)

Sei umgekehrt v € C1(J,R¥) eine Losung von (5.3). Setzen wir u := vy, dann gilt
u € C*(J,R) und u 16st (5.1).

Um die Losungen von (5.3) eindeutig zu machen, miissen wir der Differentialglei-
chung (5.3) eine Anfangsbedingung hinzufiigen. Ergénzen wir also die Differential-
gleichung 1. Ordnung (5.3) um die Anfangsbedingung

Vo1
’U(to) = Vg = S Rk

Vo, k

fiir ein ¢y € J, so ist dies wegen der Transformation gleichbedeutend mit den k
Anfangsbedingungen fiir die Differentialgleichung k-ter Ordnung (5.1)

u(to) =vo1,

u'(to) =vo.2,

U(kil) (to) =00,k

Die zusétzliche Forderung dieser Anfangsbedingungen wird dann relevant, wenn wir
die Eindeutigkeit der Losungen von (5.1) bzw. (5.3) in Satz 5.4 untersuchen. Bevor
wir dies jedoch genauer analysieren, betrachten wir zundchst das folgende Beispiel.

Beispiel 5.3. Betrachte die Differentialgleichung 2. Ordnung aus Beispiel 5.2
u'(t) = —u/(t) — 6 (u(t)” +t, t € J (5.4)

Die Transformation

liefert

Vi (1) =u'(t) = va(t),
vy(t) =u"(t) = —u'(t) — 6 (u(t))” +t = —up(t) — 6 (va(1))" +1
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also die folgende Differentialgleichung 1. Ordnung
V'(t) = va(t) 2 =: F(t,v(t)), F(t,w):= w2 .
—’U2<t> —6 (’Ul (t)) +t ’ ’ ’ —Wy — GUJ% + 1
(5.5)
Die Anfangsbedingung

o= (5) - )

fiir (5.5) entspricht den folgenden zwei Anfangsbedingungen fiir (5.4)

Im Folgenden untersuchen wir die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen der
Anfangswertaufgabe k-ter Ordnung

uP () = ft,ut), ' (t),. .., u* D), te J, (5.6a)
U(to) = UO,17 Ul<t0) = 'U(]’27 e ,u(k_l) (to) = v07k:’ (56b)
wobel
Vo,1
J C R ein Intervall, t,€J und vy = : € R*.
Vo, k

Eine Anfangswertaufgabe k-ter Ordnung besteht zum einen aus einer Differential-
gleichung k-ter Ordnung und zum anderen aus k Anfangsbedingungen.

Satz 5.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz, globale Version). Sei J C R ein kom-
paktes Intervall, (to,v9) € J x RF und sei f € C(J x R*,R) Lipschitz-beschrinkt
auf J x R* (beziiglich der 2. Variablen) mit Lipschitz-Konstante L > 0, d. h.

If(t,2) — f(t,w)| < Lz —wl|, VteJVzweR"
Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (5.6) genau eine globale Lisung u € C*(J,R).

Beweis. Die Transformation von (5.6) auf ein System 1. Ordnung liefert die An-
fangswertaufgabe

V'(t) = F(t,v(t)), t € J, 5.7a)
’U(to) = o, (57b)
wobei F' € C(JxRF, R¥) durch (5.2) gegeben ist. Nach Satz 2.11 besitzt (5.7) genau

eine globale Losung v € C(J,R¥). Wegen der Transformation auf ein System 1.
Ordnung besitzt somit auch (5.6) genau eine globale Losung u € C*(J,R), welche
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durch u := v; gegeben ist.
Wir iiberpriifen die Voraussetzungen von Satz 2.11: Es ist

n==k |l|l=l. F€O(JxR"R") gegeben durch (5.2)

und F ist Lipschitz-beschriinkt auf J x R¥ (beziiglich v) mit Lipschitz-Konstante
max(1, L), denn

Z9 — W2
1F(t,2) = F(t,w)ly =
2l — Wy
f(t,Z) - f(tvw)
:max{|22 — wz‘ y - --7|Zk - wk‘| s |f(t7 Z) - f<t7w)‘}

<max(1, L) ||z —w|,, VteJVzuweR:
U

Folgerung 5.5 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz, lokale Version). Sei J C R ein
kompaktes Intervall, (to,vo) € J x RE,

Qs = {weR"| lw—w|, < B} CR"

und sei f € C(J x Qp,R) Lipschitz-beschrinkt auf J x Qp (beziglich v) mit
Lipschitz-Konstante L > 0. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (5.6) genau eine
lokale Lésung u € C*(I,R), wobei

I=Jn [tO —a,lo+ OZ], Q= Ma M = (t,wr)réz}]iiQB maX{HwHoo ) |f(t7w)|}

Beweis. Man beachte bei der Anwendung von Satz 2.16, dass

F(t = t
a2 NE(w)llog = | max | maxfws], . fwel, [£(Ewr, - we) [}

< t
S paax max{||wll, , [ f(t w)[}

gilt. 0

5.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

u’(t) + a(t)u' () + b(t)u(t) =0, t € J, (5.8)
wobei J C R ein Intervall und a,b € C(J,R) seien. Im Folgenden suchen wir
Losungen u € C?*(J,R) von (5.8).

Das folgende Lemma zeigt, dass Linearkombinationen von Losungen von (5.8)
wieder Losungen von (5.8) sind.
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Lemma 5.6. Seien J C R ein Intervall und a,b € C(J,R). Weiter seien uj,us €
C?(J,R) zwei Losungen der Differentialgleichung (5.8), dann erfillt die Linearkom-
bination

u(t) = auy(t) + Pus(t), a, B € R (5.9)
die Bedingung u € C*(J,R) und u ist eine Lisung von (5.8).

Beweis. Seien uy, us € C?(J,R) zwei Losungen der Differentialgleichung (5.8), dann
erfiillt u aus (5.9) offensichtlich u € C?(J,R). Damit ist u hinreichend glatt, um die
folgenden Beweisschritte durchzufiihren. Es bleibt zu zeigen, dass u die Differenti-
algleichung (5.8) 16st: Differenzieren von (5.9) nach ¢ liefert (fiir ¢ € J)

u'(t) = owy(t) + Buy(t),
u"(t) = auf (t) + Pus(t).

Einsetzen in (5.8) liefert (fiir ¢t € J)

u () + a(t)u' () + b(t)u(t)

=auy(t) + Puy(t) + a(t)auy (t) + alt) Bup(t) + bt)aw (1) + b(t) Bua(t)
=a (uy(t) + a(t)u; (t) + b(t)ur (1)) + B (uz(t) + a(t)us(t) + b(t)ua(t))
=0,

da uy, uy € C?(J,R) zwei Losungen der Differentialgleichung (5.8) sind. O

Die Differentialgleichung (5.8) lésst sich auch mit Hilfe eines Differentialoperators
beschreiben.

Definition 5.7 (Linearer Differentialoperator 2. Ordnung). Die Abbildung
L:C*J,R) = C(J,R), [Lu](t) :=u"(t) + a(t)u'(t) + b(t)u(t),t € J
heifst linearer Differentialoperator 2. Ordnung.

Fiir u € C*(J,R) gilt Lu € C(J,R), d. h. dass

u”(t) + a(t)u' (t) + b(t)u(t)

eine in J stetige Funktion ist. Verwenden wir diese Operatorschreibweise, so lasst
sich (5.8) ausdriicken durch

[Lul (t) =0, t € J.
Der Differentialoperator L ist linear, d. h. es gilt
L(au; — Bug) = a(Luy) + B(Luy) Va,B € RYuy,uy € C*(J,R).

Dies wurde bereits in Lemma 5.6 bewiesen.
Von besonderem Interesse sind linear unabhéngige Losungen von (5.8).
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Definition 5.8 (Linear unabhéngige Funktionen). Die Funktionen wus,...,u; €
C(J,R) heifsen linear unabhingig, falls

Mui(t) + -+ Mug(t) =0Vte S = AN =---= X\ =0.
Andernfalls nennen wir die Funktionen wuy, ..., u; linear abhingig.
Beispiel 5.9 (Linear unabhingige Funktionen). Betrachte J = R, k = 2 und
uy, up € C(J,R) mit ui(t) =t, us(t) = 2. Es gelte fiir \j, Ay € R
At + Aot® = Mg (8) + dous(t) =0 Vit € R,
Auswerten bei ¢t =1 und t = 2 liefert das lineare Gleichungssystem
A+ A =0,

20 +4X =0

mit der eindeutigen Losung A\; = A\ = 0. Also sind uq, us linear unabhéngig.

Beispiel 5.10 (Linear abhingige Funktionen). Betrachte J = R, £ = 2 und
uy,uy € C(J,R) mit uy(t) = 2€*, uy(t) = €. Es gelte fiir \j, Ay € R

et#£0 VteR
<

)\12€t + )\2€t = Alul(t) + )\QUQ(t) ; 0 ViteR 2)\1 + )\2 =0.

Diese Gleichung besitzt aufser \; = Ay = 0 auch die Losung \; = 1, Ay = —2. Also
sind uy, us nicht linear unabhéngig, d. h. uy, uy sind linear abhéangig.

Wir untersuchen nun die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der inhomogenen
linearen Differentialgleichung 2. Ordnung.

Satz 5.11 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz, globale Version). Sei J C R ein
kompaktes Intervall, ty € J, ug,v9 € R und a,b,r € C(J,R). Dann besitzt die
Anfangswertaufgabe

u”(t) + a(t)u' (t) + b(t)u(t) =r(t), t € J, (5.10a)
u(to) = ug, u'(tg) = vo (5.10Db)

genau eine globale Lisung u € C*(J,R).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 5.4. Wir {iberpriifen die Vorausset-
zungen von Satz 5.4: Es ist

Vo

k=2 1u= (uo) , [ €C(JxR?*R) gegeben durch

f(t,v) :==r(t) —a(t)vy —b(t)vy, te€J v= (Ul) c R?,

V2

und f ist Lipschitz-beschrinkt auf J x R? (beziiglich v) mit Lipschitz-Konstante
maxe s |a(t)| + maxes [b(t)[, denn

|f(t,0) = f(t,w)] =|r(t) — a(t)vy — b(t)vy — r(t) + a(t)ws + b(t)w |
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<la(t)] vz — ws| + [b()] [or — wi
< (max la(t)| + max |b(t)|) v —w|, VteJVv,weR
ted ted
Beachte hierbei, dass maxye s |a(t)| < oo und maxe s |b(t)| < oo gilt, denn als stetige

Funktionen auf dem kompakten Intervall / C R nehmen die Funktionen a und b
auf J ihr Maximum und Minimum an, also insbesondere ihre Betragsmaxima. [

Bemerkung 5.12. Satz 5.11 gilt sogar fiir beliebige Intervalle J C R, also z. B.
auch fir

J = [tp,00) oder J=(—00,00)=R,

denn Satz 5.11 ist auf jedem kompakten Teilintervall von J anwendbar.

Schopft man nun J durch kompakte Intervalle J,, aus (z. B. J,, = [—n,n| im Fall
J = R), so stimmen die Lésungen u,, € C*(J,,R) und u;, € C*(Ji,R) fir k > n
auf .J,, iiberein. Fiir ein gegebenes ¢t € J wihle man n = n(t) mit ¢t € J, und setze
u(t) := u,(t). Dies ist wohldefiniert und liefert die Losung.

Satz 5.13. Sei J C R ein Intervall und a,b € C(J,R). Dann sind zwei Lisungen
uy, uy € C*(J,R) von Lu = 0 genau dann linear unabhingig, wenn die Vektoren

(Zigig) ’ (ZZEZ;) € R? fir einto € J

linear unabhdngig sind.

Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir die folgende Notation

vj 1= (u]<t0)) € Rz, j = 1,2,

wj(to)
Lu=r, [Lu]l(t)=4"(t)+ a(t)u'(t) +bt)u(t), te.J

<: Seien vy, vy linear unabhingig. Weiter seien aq, s € R derart, dass
alul(t) + OzQUQ(t) =0 Vit e J
Differentiation nach ¢ und auswerten bei t = ¢, liefert

alul(to) + QQUQ(to) = 0,
) (to) + azuy(t) = 0.

In Vektorschreibweise bedeutet dies

o= (35) 3 ) -

Da vy, v9 linear unabhingig sind, erhalten wir oy = a3 = 0 und somit sind auch
uy, us (nach Wahl von aq, ay) linear unabhéngig.
=: Seien uy, us linear unabhéngig. Weiter seien oy, s € R derart, dass

Q1U] + QU = 0.



88 5 Differentialgleichungen hoherer Ordnung und lineare Systeme

Fiir u := ayu; + aouy gilt dann v € C?*(J,R) und

[Lu] (t) = aq [Luq] (t) + o [Lus] (t) =0, t € J, (5.11a)
U(to) Ui (to) U2<t0)
(Ul(t0)> = (u,1<t0)> + o (ué(to)) = U1 + aovy = 0. (5.11b)

Da diese Anfangswertaufgabe einerseits die globale Losung u(t) = 0 und anderer-
seits nach Satz 5.11 genau eine globale Losung besitzt, lautet die einzige Losung

u(t) = 0 fiir t € J, d. h.
auy(t) + agua(t) =u(t) =0 Vte J

Da uj,uy linear unabhéngig sind, erhalten wir oy = @ = 0 und somit sind auch
v1, vy (nach Wahl von aq, ag) linear unabhéngig. O

Satz 5.14. Sei J C R ein Intervall und a,b € C(J,R). Dann besitzt die Differen-
tialgleichung Lu = 0 zwei linear unabhingige Losungen uy,us € C*(J,R). Weiter
gibt es zu jeder Losung u € C*(J,R) von Lu = 0 Konstanten ay, as € R mit

U = a1u1 + asus.
Beweis. Seien uq, uy die Losungen der Anfangswertaufgaben

[Lul] (t) = 0, t e J, [LUQ] (t) = 0, t e J,
Uy (to) _ 1 U9 (to) _ 0
u(ty)) ~\0) uplty)) ~\1)
: 1 0\ .. .
Da die Vektoren v; := (0) und vy := (1) linear unabhéngig sind, folgt aus Satz

5.13, dass die Losungen uq, us linear unabhéngig sind. Damit haben wir zunéchst
gezeigt, dass es mindestens zwei linear unabhiingige Losungen gibt. Sei v € C?(J,R)
eine weitere Losung von Lu = 0. Setzen wir nun

ap = ul(ty), ag:=u'(ty),
dann 16st v := u — ayu; — asus die Anfangswertaufgabe

Lv=Lu—a;Lu; —asLuy =0—-0—-0=0,1t€ J, (5.12a)

(i) = (o)~ (o)) = (i) = () o

Da die Anfangswertaufgabe (5.12) einerseits die globale Losung v(t) = 0 und ande-
rerseits nach Satz 5.11 genau eine globale Losung besitzt, lautet die einzige Losung
v(t) =0 fiir t € J, d. h.

u(t) = aqus (t) + agus(t) VteJ (5.13)

Somit lésst sich jede weitere Losung u als Linearkombination von wq, us schreiben.
Daher gibt es auch nicht mehr als zwei linear unabhéngige Losungen uq, us von
Lu = 0. Insbesondere ist jede Losung u € C?(J,R) von Lu = 0 von der Form (5.13)
fiir geeignete aq, ag € R. O
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Definition 5.15 (Fundamentalsystem, Wronski-Matrix, Wronski-Determinante).
Seien J C R ein Intervall, a,b € C(J,R) und uy,us € C?(J,R) zwei linear unab-
héangige Losungen von Lu = 0, so nennen wir die Menge

{ur, ua}

ein Fundamentalsystem, die Matrix

. U1<t) UQ(t) 2,2
Wi(t) = (u'l(t) u’z(t)) eR>* teJ

die Wronski-Matrix und die Determinante
det W (t) = up (t)usy(t) — uy(t)ua(t), t € J
die Wronski-Determinante.

Folgerung 5.16 (Liouville). Seien J C R ein Intervall, a,b € C(J,R) und uy,us €
C?(J,R) zwei Lésungen von Lu = 0. Dann erfiillt die Wronski-Determinante

)
=un(t) (—a(t)us(t) = b(t)ua(t)) — (—a(t)uy(t) — b(t)ua(t)) ua(t)
= —a( ) (

d(to) =det W(to

~—

Nach der Variation der Konstanten Formel (3.21) gilt fiir ¢t € J

det W (t) = d(t) = d(to) exp (— /t: a(s)ds) = (det W(to)) exp (— /t: a(s)ds) .

O

Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 5.13 und Folgerung 5.16 erhalten wir:

det W(to) 7& 0 VitgeJ
< dtpeJ: detW(ty) #0 (5.14)

<> U1, uo sind linear unabhéngig.

Die erste Aquivalenz folgt aus Folgerung 5.16 und die zweite aus Satz 5.13.
Die Wronski-Determinante ist auch niitzlich, um die inhomogene Anfangswert-
aufgabe

u"(t) + a(t)u' () + b(t)u(t) =r(t), teJ, ulty)=1u(ts) =0 (5.15)

zu losen
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Satz 5.17 (Losung der inhomogenen Anfangswertaufgabe). Seien a,b,r € C(J,R),
to € J und sei {uy,us} ein Fundamentalsystem von L. Dann besitzt die eindeutige
Lisung u € C*(J) von (5.15) die Darstellung

u(t) = / (—uy(t)ua(s) + uﬂs)m(t))%ﬁ?(s)ds. (5.16)

to

Die Losung u der inhomogenen Anfangswertaufgabe (5.10a), (5.10b) st

u(t) = a(t) + cruy (t) + agus(t), t € J, (5.17)

W(to) (Z;) = (ZS) : (5.18)

Beweis. Man beachte, dass sich @ nach (5.16) wie in der Variation der Konstanten
Formel schreiben lésst:

u(t) = cr(t)ur (t)+ea(t)ua(t), cat) = —/ Tt W (s) s

to

Durch Differenzieren folgt mit dem Hauptsatz der Differential- Integralrechnung

oy ue(t)r@ua(t) uy (8)r(t)ua(t)
wit) =~ det W () Fal)u) det W ()

=c1(t)uy () + ca(t)us(t),

iy u2(O)r@)ui(t) iy, wa(O)r()us(t)
wilt) = - decW(t) 1(t)ur(t) det W (t)

=r(t) + cr(H)uy (t) + ca(t)us (1)

+ ca(t)us(t)

+ ca(t)us (t)

Zusammensetzen liefert also
Lu=r+cLuy + coLus = 7.

SchlieRlich gilt u(ty) = 0 und /(o) = c1(to)u](to) +ca(to)uy(to) = 0. Der zweite Teil
des Satzes ist offensichtlich; denn aus der Linearitét von L folgt fiir v aus (5.17)

Lu = Lu+ ayLuy + asLus = Lu =,

sowie u(ty) = aquq(to) + agus(te) = ug und u'(ty) = ayu)(to) + aul(ty) = vo nach
(5.18). O

Die Formel von Liouville und die Aussagen iiber alle Losungen der homogenen
Differentialgleichung Lu = 0 lassen sich auf Differentialgleichungen k-ter Ordnung
erweitern. Dies lasst sich mit Hilfe der Ergebnisse des nédchsten Abschnitts fir
Systeme 1. Ordnung zeigen, was wir aber nicht im einzelnen ausfiihren.
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Satz 5.18. Seien uy, ..., ux € C*(J,R) Lésungen von

Lu=u® +a_u® D 4. 4 au=0, a;j € C(J,R), J CR Intervall,

dann sind die Funktionen uy, . .., ux genau dann linear unabhdngig, wenn die Wronski-
Matrix
ui(to)  --- un(to)
W (to) = : : € RFF
uy V(o) o (1)

fir ein tg € J invertierbar ist. Weiter gibt es k linear unabhdngige Losungen
up,...,u, € CH(J,R) von Lu = 0 und jede Losung u € C*(J,R) von Lu = 0
hat die Form

k
u = E Oéjuj‘
j=1

fiir geeignete ayq, ..., ap € R.

5.3 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Abschliefsend untersuchen wir den wichtigen Spezialfall konstanter Koeffizienten,
in dem sich ein Fundamentalsystem mit Hilfe der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms (Differentialgleichungen 2. Ordnung) bzw. der Eigenwerte und Eigenvek-
toren der Matrix (Systeme 1. Ordnung) bestimmen lassen.

5.3.1 Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Betrachte zunéchst die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

u'(t) + au(t) + bu(t) = 0, t € R, (5.19)

wobei a,b € R seien. Beachte, dass (5.19) ein Spezialfall von (5.8) aus Abschnitt
5.2 ist.
Ansatz: Setzen wir den Ansatz

u(t)=eM, teR
in (5.19) ein, so folgt
0= (N +ar+b)e™ (5.20)
Definition 5.19 (Charakteristisches Polynom). Das Polynom
p(\) == +al+b (5.21)

heifst charakteristisches Polynom der Differentialgleichung (5.19).
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Die Losungen von (5.20) sind bekanntlich

a a? 1
= - —_—— - — —_ 2 —
Ma=—5 %45 : ( a+Va 4b> (5.22)

Es kommt nun auf das Vorzeichen der Diskriminante
D=a*—4b
an. Wir erhalten die folgenden drei Falle:

Fall 1: (D > 0). Es gilt also a® > 4b. In diesem Fall besitzt das Polynom p zwei
verschiedene reelle Nullstellen \; o = % (—a + \/5) Also sind wuy(t) = eM?

und uy(t) = e** Losungen von (5.19).

Fall 2: (D = 0). Es gilt also a® = 4b. In diesem Fall besitzt das Polynom p die

doppelte Nullstelle Ay = Ay = —2.

Fall 3: (D < 0). Es gilt also a*> < 4b. In diesem Fall besitzt das Polynom p die
beiden komplexen Nullstellen A 5 = 3 (—a +iy/ |D|>

Auf dieser Grundlage liefert der folgende Satz jeweils ein reelles Fundamental-
system.

Satz 5.20. Die Menge {uy,us} mit

Fall 1: (D > 0). ui(t) = eM?, uy(t) = e,

Fall 2: (D =0). ui(t) = eM?, uy(t) = te?,

Fall 3: (D <0). uy(t) = e cos(wt), us(t) = et sin(wt), p = —2, w=1/|D],
ist ein reelles Fundamentalsystem von (5.19).

Beweis. Aus der Formel von Liouville in Folgerung 5.16 erhalten wir mit ¢ty = 0

det W (t) = e~ det W (0). (5.23)

zu Fall 1: Seien u(t) = M, up(t) = e, A\jp = 3 (—a:i: \/5) Offensichtlich
sind wuq, uy Losungen von (5.19). Weiter gilt

A20
€ € )zdet(l 1):>\2—>\1:—\/5<0.

)\1€>\10 )\2€>\20 )\1 )\2

A10

det W (0) = det (

Also sind wuy, us wegen (5.14) linear unabhéngig und {uy, us} ist ein reelles Funda-
mentalsystem von (5.19).

zu Fall 2: Seien uy(t) = et ug(t) = teMt, N\ = Ny = —5. Offensichtlich ist u,
eine Losung von (5.19). Fiir us gilt

uh(t) = MteMt +eMt () = NteMt 22X e
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Daraus folgt

uy(t) + auh(t) 4+ bus(t) = (ATt + 2X1 + alt + a + bt) eM*

-~

=p(A1)=0 =p/(A1)=0

<()\%—|—CL)\1 —|—b)t+ (2)\1+a)>eht = 0.
N V) —

Somit ist us ebenfalls eine Losung von (5.19). Weiter gilt

e

det W(0) = d e 0e? dget (P VY =120
etW(0) =det { ) no yjgeno g o ) =det{y 1) =170

Also sind uy, us wegen (5.14) linear unabhéngig, und {uy, us} ist ein reelles Funda-
mentalsystem von (5.19).

zu Fall 3: Seien uy(t) = et cos(wt), us(t) = e sin(wt), p = —%, w = 14/|D|. Fiir
uy gilt:

uy(t) = pet cos(wt) — wer sin(wt),

uf (t) = e cos(wt) — 2uwer” sin(wt) — w?et cos(wt).

Daraus folgt wegen D < 0 und aus der Definition von D, w und p
uy(t) + auy(t) + buy(t) :< (1 — w® + ap + b) cos(wt) — (2p + a) w sin(wt)) et =0,
. / N——

v~

=0 =0

denn
p* —w® +ap+b=Re((p+iw)* + alp +iw) +b) =0,
2u—|—a:—2%+a20.

Somit ist u; eine Losung von (5.19). Analog gilt fiir us

uh(t) = pet sin(wt) + we cos(wt),

uy(t) = pPet sin(wt) + 2uwe” cos(wt) — w?et sin(wt).

Daraus folgt wiederum mit der Definition von D, w und p

uly (t) + aul(t) + buso(t) :< (1 — w® + ap + b) sin(wt) + 2p+ a) w cos(wt)) et = 0.
[ -~ J/ HG—/
-0 —

Somit ist auch uy eine Losung von (5.19). Weiter gilt

det W(0) = det <5128§ Zzggg) _ det G g) = % D] 0.

Also sind g, us wegen (5.14) linear unabhéngig und {u;, us} ist ein reelles Funda-
mentalsystem von (5.19). O
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Bemerkung 5.21. Ein alternativer Beweis von Fall 3 mit komplexen Zahlen kann
wie folgt gefiithrt werden: Die Funktionen

2 (t) =eMt = Tt — ot (cos(wt) + isin(wt)),
2(t) =eMt = =)t — et (cos(wt) — isin(wt)),

16sen jeweils Lz; = 0, j = 1,2, da auch fiir komplexwertige Funktionen 2z}(t) =
AjeNt 2 (t) = AeMt gilt. Wegen der Linearitiit von L 1osen damit auch

uy(t) =Re (z1(¢)) = % (zl (t) + T(t)) = % (z1(t) + 22(t)) = e cos(wt),
1

us(t) =Tm (21 (1)) = % <21 (1) — zl(t)> = 5 (21(t) = (1) = e sin(w1)

die Differentialgleichung (5.19).

Beispiel 5.22. Betrachte die Anfangswertaufgabe

u'(t) — Tu'(t) + 12u(t) = 0, t € R, (5.24a)
w(0) =3, '(0)=11. (5.24b)

Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (5.24a) lautet
p(N) =\ —TA+12

und besitzt wegen (5.22) die Nullstellen

2
)\1,2:—_—7:|: <_—7) —12:g:l:

. . dh. A\ =4, X\=3.

1
2
Wegen D :=a® —4b =49 — 48 = 1 > 0 bildet {u;, uy} mit

u1<t) = €4t7 u2(t) = €3t7 te Ru

nach Satz 5.20 (Fall 1) ein reelles Fundamentalsystem von (5.24a). Die allgemeine
Losung von (5.24a) ist daher von der Form

u(t) = agug (t) + agua(t) = are® + axe®, t € R

fiir beliebige a1,y € R. Differenzieren und Auswerten bei ¢ = 0 liefert wegen
(5.24b)

3 =u(0) = a1 + aye® = o) + o,
! —

11 =u/(0) 4o e*? 4 300e>? = 4ay + 3a.

Dieses Gleichungssystem besitzt die eindeutige Losung oy = 2 und ap = 1. Somit
erhalten wir die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe (5.24)

u(t) =2e" +e*, t e R.



5.3 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 95

Beispiel 5.23. Betrachte die Anfangswertaufgabe

u"(t) — 4/ (t) + 4u(t) = 0, t € R, (5.25a)
uw(0) =2, «(0)=T1. (5.25b)

Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (5.25a) lautet nach (5.21)
pPA) =A% —4r+4=(\—2)
und besitzt wegen (5.22) die doppelte Nullstelle
AL = Ay =2,
Wegen D := a® —4b =16 — 16 = 0 bildet {uy, us} mit
ui(t) = e, wuy(t) =te*, teR,

nach Satz 5.20 (Fall 2) ein reelles Fundamentalsystem von (5.25a). Die allgemeine
Losung von (5.25a) ist daher von der Form

u(t) = aquy (t) + agua(t) = ae® + aqte®, t € R
fiir beliebige a1, s € R. Differenzieren und Auswerten bei ¢t = 0 liefert

2 =u(0) = a;e*® + ay0e*” = oy,
/

Q
7 =u/(0) = 201€*" + 2050e*° + 2e?? = 201; + .

Dieses Gleichungssystem besitzt die eindeutige Losung oy = 2 und ap, = 3. Somit
erhalten wir die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe (5.25)

u(t) = 2e* + 3te*, t € R.

Abschlieffend betrachten wir das Anfangswertproblem fiir eine inhomogene li-
neare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

[Lu] (¢) :=u"(t) + au/(t) + bu(t) = r(t), t € R, (5.26a)
uw(0) = ug, u'(0) = vy. (5.26Db)

wobei ug,v9 € R und r € C(R,R) seien. Es lohnt sich in diesem Fall die Formel
Variation der Konstanten aus Satz 5.17 noch einmal speziell aufzuschreiben, da wir
explizit ein Fundamentalsystem angeben konnen. Nehmen wir zunédchst den Fall
D > 0, also zweier reeller Eigenwerte an (siche (5.22))

a 1
M=p+w, X=p—uw, u:—i,w:§\/| |. (5.27)

Aus der Formel (5.23) fiir die Wronski-Determinante und Satz 5.20 Fall 1 erhalten
wir daher fiir die Losung (5.16) von (5.26a),(5.26b) mit uy = vy = 0 die Darstellung

r(s)ds

_ t _e(ﬂ"'w)te(ﬂ_w)s -+ e(ﬂ_w)te(u+w)5
U(t) :/ 2 —as
0 —Zwe
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t
_ / L ()t=9) _ i) ()5

0 2w
t oult—s)
:/ ¢ (e(t=9) — =@ (t=5) ) () ds.
0 2w
Dabei haben wir a+p = —pu benutzt. Verwenden wir noch die Funktion sinh (sprich
“sinus hyperbolicus”),
. 1 _
sinh(z) := 5(«3m —e ), zeR,

so haben wir den ersten Teil der néchsten Folgerung bereits gezeigt.

Folgerung 5.24. Seien uq,us die Fundamentallésungen aus Satz 5.20 und seien
p,w durch (5.27) definiert. Dann ist die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe
(5.26a),(5.26b) gegeben durch

u(t) = a(t) + oqui (t) + apua(t), teR. (5.28)
Dabei ist
¢ Lerrsinh(wz), D >0,
u(t) = / G(t —s)r(s)ds, G(z)=  zeh®, D =0, (5.29)
" Lerrsin(wz), D <0

die Lésung der inhomogenen Differentialgleichung (5.26a) mit homogenen Anfangs-
bedingungen (5.26b), und (aq,as) die eindeutige Losung des linearen Gleichungs-

systems
Ul(O) UQ(O) aq . Ug
(o) o) ()= (). 530
Den Beweis der Formel (5.29) in den beiden Féllen D = 0 und D < 0 {iberlassen
wir einer Ubungsaufgabe. Den Fall D < 0 kann man am einfachsten in C herleiten,
indem man in der obigen Rechnung fiir u jeweils p + w durch p + iw ersetzt und
det W(s) = —2iwe * beachtet. Ebenso kann man (5.29) auch direkt ohne den
Umweg tiber Satz 5.17 verifizieren, wenn man u in die Differentialgleichung einsetzt
und G(0) = 0,G'(0) = 1 benutzt. Schlieklich bemerken wir, dass man auch die
Losung des linearen Gleichungssystems (5.30) in den drei Féllen von Satz 5.20
explizit ausschreiben kann (Ubungsaufgabe).

Beispiel 5.25. Betrachte die Anfangswertaufgabe

u"(t) + 2u'(t) + 10u(t) = 20, t € R, (5.31a)
u(0) =4, 4'(0)=1. (5.31b)

1. Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (5.31a) lautet

p(A) = N* +2X + 10,
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es besitzt wegen D := a* — 4b = 4 — 40 = —36 < 0 nach (5.22) die Nullstellen
Mg =—1+3i
Daher ist nach Satz 5.20 (Fall 3) ein Fundamentalsystem gegeben durch
up(t) = e tcos(3t), wus(t)=e 'sin(3t), teR.

2. Die Formel (5.29) liefert

2
u(t) _20 e~ sin(3(t — s) " sin(37)d
3 Jo 0

:2 3 — 3¢ tcos 3t) sm (3t)
3 (3t)

wobei wir das Integral (zweimal partiell integrieren oder eine toolbox verwenden)

t
1
/ e " sin(37)dr = 10 (3 —3e " cos(3t) — e 'sin(3t))
0

verwendet haben.
3. Das lineare Gleichungssystem (5.30) lautet hier

1 0 a1\ 4

-1 3 (6%)) o 1
mit der Losung a3 = 4, a0 = g Zusammensetzen liefert dann die Losung der
Anfangswertaufgabe

u(t) = u(t) + duy (t) + gug(t) =2+ 2¢ " cos(3t) + e 'sin(3t), t € R. (5.32)

Wir bemerken, dass es in diesem speziellen Beispiel auch einen einfacheren Losungs-
weg gibt. Kann man némlich eine spezielle (partikulédre) Losung u, der inhomogenen
Gleichung (5.26a) raten, so hat die Losung der inhomogenen Anfangswertaufgabe
(5.26) die Form

u(t) = up(t) + Prui(t) + Baus(t), t € R, (5.33)
wobei sich jetzt ([, f2) aus der Anfangsbedingung (5.26b) ergeben

1(0) u2(0 )) < ) <u0—up(0))
= . 5.34
(vo) ity w — (0) >3
In unserem Beispiel (5.31) ist u,(f) = 2,t € R offensichtlich eine solche spezielle
Losung, das Gleichungssystem (5.34) lautet

10\ B\ (2

1 3)\5) " U
und hat die Losung 5 = 2,8, = 1. Eingesetzt in (5.33) ergibt sich wieder die
Losung (5.32).
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5.4 Lineare Systeme 1. Ordnung

Wir wissen bereits, dass sich die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

u”"(t) + ar (0)u' (t) + ao(t)u(t) =0 (5.35)

vi(t)\ _ (u(t)
va(t) u'(t)
in das dquivalente (2-dimensionale) System 1. Ordnung

(40) = (s ) = (e —a) (0

transformieren lasst. Mit der Vektorschreibweise

_ (nl(®)
v(t) = <112(t))
konnen wir diese Gleichung kurz schreiben als

V() = A(t)o(t),  A() = <—a00(t) _Ci@)). (5.36)

Im allgemeinen Fall einer linearen Differentialgleichung k-ter Ordnung

mittels der Transformation

k-1

u® )+ a;(t)u? (t) =0

j=0
erhédlt man analog mit der vektorwertigen Transformation
vi(t) u(t)
v(t) = : = :
vk (t) ul=D(t)

das dquivalente (k-dimensionale) System 1. Ordnung

V() = A(t)(t), te J (5.37)
mit der speziellen Matrix
0 1 0 0
A(t) = U 0
0 e e 0 1
—ao(t) e e _ak71<t>
Im Folgenden betrachten wir (5.37) mit einer stetig von t € J abhéngigen Matrix
Ap(t) - Aw(t)
A(t) — . .

Aki(t) e Akl;(t)
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Satz 5.26 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Systeme 1. Ordnung). Sei
J C R ein kompaktes Intervall, (to,ve) € J X R* und sei A € C(J,R**). Dann
besitzt die Anfangswertaufgabe

V() = A(b)(t), t € J, (5.382)
’U(to) = o, (538b)

genau eine globale Losung v € C*(J,R¥),
Beweis. Die Behauptung folgt aus einer Anwendung von Satz 2.11 mit n = k und
frdxRF 5 RE D f(tw) = A(t)w, teJ, weRF

Offensichtlich ist f stetig, und die Lipschitz-Beschréanktheit folgt aus der Stetigkeit
von A auf dem kompakten Intervall J

178, w) = £t 2)l = A0 @ = )l < [AD]Hlw = 2l < sup [A@] [lw = =[]

O

Bemerkung 5.27. Satz 5.26 gilt sogar fiir beliebige Intervalle J C R, also z. B.
auch fiir

J = [tp,00) und J = (—o00,00)=R.
Eine Begriindung hierfiir haben wir bereits zuvor in Bemerkung 5.12 genannt.

Satz 5.28. Sei J C R ein Intervall und A € C(J,R¥*). Dann sind j Lisungen

v1,...,v; € CHJ,RF) von (5.38a) genau dann linear unabhingig, wenn die Vekto-
ren vi(to), ..., v;(to) € R¥ (also die Anfangswerte) linear unabhingig sind.
Beweis. <: Seien vy (ty), ..., v;(tg) € R* linear unabhiingig. Weiter seien vy, ..., a; €

R gegeben mit

J
Zazvz(t):O Vte J
1=1

Dann gilt insbesondere fiir ¢ = ¢

J
Z ;U; (to) = 0.
i=1

Aus der linearen Unabhéngigkeit von vy(ty),. .., v;(to) folgt dann aber
Ozlz---:ozj:().

Somit sind vy, ...,v; € C1(J,R¥) linear unabhiingig.
=: Seien vy,...,v; € C'(J,R¥) linear unabhingig. Weiter seien ay,...,a; € R
derart, dass

J
Z ,;U; (to) = 0.
i=1
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Definiere

u(t) = Z i (t)

dann gilt v € C*(J,R*) und

V() = Z aul(t) = Z At (t) = A(t) Z aui(t) = A(t)o(t),

U(to) =0.

Da diese Anfangswertaufgabe einerseits die globale Losung v(t) = 0 und anderer-
seits nach Satz 5.26 genau eine globale Losung besitzt, lautet die einzige Losung
v(t)=0firte J,d h.

J
D awi(t) =o(t) =0 Vte
=1

Aus der linearen Unabhéngigkeit von vy, ..., v; folgt dann aber
041:"'204]':0.
Somit sind vy (tg), ..., v;(ty) € R¥ linear unabhingig. O

Satz 5.29. Sei J C R ein Intervall und A € C(J,R¥*). Dann besitzt die Differen-
tialgleichung

V() = A(t)u(t), te (5.39)

k linear unabhingige Losungen vy, ..., v, € C*(J,R¥). Weiter gibt es zu jeder Lo-
sung v € C1(J,R¥) von (5.39) Konstanten ay,...,ap € R mit

k
v = Z ;. (5.40)
i=1

Beweis. Sei v; € CH(J,R¥), i =1,..., k, die Losung der Anfangswertaufgabe
() =AW, t €
vi(to) =es,

wobei e; € R¥ den i-ten Einheitsvektor bezeichnet, d. h.

0

e, = | 1| « ite Stelle.
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Da die Vektoren ey, . .., e; € R* linear unabhiingig sind, folgt aus Satz 5.28, dass die
Losungen vy, . .., v, € C1(J, R¥) linear unabhiingig sind. Damit haben wir zunichst
gezeigt, dass es mindestens k linear unabhingige Losungen gibt. Sei v € C(J, R¥)
eine weitere Losung von (5.39). Fiir die Komponenten ay, ..., a; € R von v(ty) gilt

k k
’U(to) = ZO&ZBZ‘ = Zai’l}i(to).
1=1 i=1

Definieren wir nun

k
w =70 — E ;U5
=1

so gilt w € C1(J,R¥) und w 16st die Anfangswertaufgabe

w'(t) =) = Y () = A(t) {v(t) - aivi(t)} = A()w(t), t € J, (5.41a)

P
w(ty) = v(ty) — Z av;(tg) = 0. (5.41D)

Da die Anfangswertaufgabe (5.41) einerseits die Losung w(t) = 0 und andererseits
nach Satz 5.26 genau eine globale Losung besitzt, lautet die einzige Losung w(t) = 0

firt e J, d. h.

k
v(t) =Y awi(t) Vte T
i=1
Somit lasst sich jede weitere Losung v als Linearkombination von vy, . .., vy schrei-

ben. Daher ist k die genaue Anzahl linear unabhéngiger Losungen von (5.39). Insbe-
sondere ist jede Losung v € C1(J,R¥) von (5.39) von der Form (5.40) fiir geeignete
ag,...,ap € R ]

Definition 5.30 (Fundamentalsystem, Fundamentalmatrix, Wronski-Determinan-

te). Seien J C R ein Intervall, A € C(J,R**) und vy, ..., v, € C*(J,R¥) k linear
unabhéngige Losungen von (5.39). Dann nennen wir die Menge

{v1, ..., 08}
ein Fundamentalsystem, die Matrix
V(t) = (vi(t),...,on(t)) ERM teJ
eine Fundamentalmatrix und die Determinante
detV(t), t € J

die zugehorige Wronski-Determinante.
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Bemerkung 5.31. Beachte, dass sich (5.40) auch schreiben lasst als
v(t) =V(t)a, t € J. (5.42)

Schliefslich lautet die Variation der Konstanten Formel fiir die inhomogene
Anfangswertaufgabe

Z(’Z; :i(t)v(t) +r(t), teJ (5.43)

wie folgt.

Satz 5.32 (Losung der inhomogenen Anfangswertaufgabe). Sei V (t),t € J eine
Fundamentalmatriz von (5.39) und r € C(J,RF), vy € R*. Dann ist die eindeutige
Lésung von (5.43) gegeben durch

u(t) = V(t)V (te) v + /tt V)V (s) tr(s)ds, te.J (5.44)

Beweis. Nach den Vorbemerkungen 16st V (¢)V (tg) 'vy die homogene Differential-
gleichung mit inhomogenen Anfangsbedingungen ((5.43) mit » = 0). Es bleibt also
zu zeigen, dass u(t) = V(t)c(t) mit c(t) = fti V(s)"'r(s)ds,t € J die inhomoge-
ne Differentialgleichung mit homogenen Anfangsbedingungen ((5.43) mit vy = 0)
16st. Offensichtlich ist @(tp) = 0. Aus der Produktregel und dem Hauptsatz der
Differential-Integralrechnung folgt fiir ¢t € J

a'(t) =V'()e(t) + V(O V () r(t)
—A)V (O)e(t) +r(t) = A@)a(t) + r(b).

5.4.1 Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

Im verbleibenden Teil dieses Abschnittes untersuchen wir (5.39) im Falle konstanter
Koeffizienten, d. h.

V'(t) = Av(t), t € R, (5.45)

mit einer Matrix A € R¥*. Wir zeigen, dass sich ein Fundamentalsystem von (5.45)
mit Hilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren von A bestimmen lésst.

Lemma 5.33. Sei A € R Eigenwert von A € R** zum Eigenvektor w € R¥,

Aw = w, w #0. (5.46)
Dann lost die Funktion
v(t) = eMw, t €R (5.47)
die Differentialgleichung (5.45). Hat A nur reelle Eigenwerte Ay, ..., \, € R mit
zugehorigen, linear unabhingigen FEigenvektoren wiy,...,w, € R¥, so bilden die
Funktionen
vi(t) = Mhw;, j=1,...k (5.48)

ein reelles Fundamentalsystem von (5.45).
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Beweis. Offensichtlich gilt v € C1(R, R*) und
V() = AeMw = eM (\w) = eMAw = AeMw = Av(t), t € R.

Die weitere Behauptung folgt aus Satz 5.28, da v;(0) = w;, j = 1,...,k linear
unabhéngig sind. O

A € R** besitzt genau dann k linear unabhingige Eigenvektoren w; € RF mit
Eigenwerten \; € R, j =1,...,k, wenn

A 0
AW =WA fir W= (w; - wy) €RM, A= € RM
0 Ak

gilt und die Matrix W € R®* invertierbar ist. Nach Multiplikation mit W1 ist
obige Gleichung #dquivalent zu W1AW = A, d. h. A ist reell diagonalisierbar.

Beispiel 5.34. Die Differentialgleichung (5.19) zweiter Ordnung lésst sich nach
(5.36) mit der Transformation

als System erster Ordnung der Dimension 2 schreiben

W (t) = <_0b i) o), tER, A= (_Ob 2) (5.49)

Das charakteristische Polynom von A lautet

—-A 1

p(A) :=det (A — Al3) = det (—b 4

) =MA+a)+b=X\N+a\+b (5.50)
und stimmt mit dem charakteristischen Polynom (5.21) der Differentialgleichung
(5.19) tuberein. Seine Nullstellen (vgl. (5.22)),

1
)\172:§<—ai\/5>, D:=a®—4b

sind die Eigenwerte von A. Wir betrachten zunéchst wieder den Fall D > 0.
Fall 1: (D > 0). Die Nullstellen \; sind reell und verschieden. Die zugehorigen

Eigenvektoren
(1 (1
wy = )\1 ) Wy = )\2

sind daher linear unabhéngig. Die Funktionen
vi(t) = My, vy(t) = My

bilden somit ein reelles Fundamentalsystem der Differentialgleichung (5.49).
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Beispiel 5.35. Betrachte die Anfangswertaufgabe
iy (103 (1 3
v'(t) = <3 1) v(t), teR, A:= <3 1) : (5.51a)
v(0) = (;) : (5.51b)

Das charakteristische Polynom der Matrix in (5.51a) lautet

p(\) ::det(A—)\IQ):det(lgA 13A) = (1-X)2=9=X—-2\-8 (5.52)

mit den Nullstellen, vgl. (5.22),

)\1 == 4, )\2 = —2.

=) - ()

Da w;, wy € R? linear unabhingig sind, bilden die Funktionen

o (t) = e G) C(t) = e (_11)

nach Lemma 5.33 ein reelles Fundamentalsystem von (5.51a). Somit besitzt (5.51a)
nach Satz 5.29 die allgemeine Losung

Die Eigenvektoren sind

A A

v(t) = a1 (t) + apva(t) = e fwy + aewy,  ag, an € R.

Setzen wir nun ¢ = 0, so erhélt man aus der Anfangsbedingung (5.51b)

1 1 oy 1
Wy + Wy = |4y ar) —\3)>

mit der Losung oy = 2 und ap = —1. Somit ist die Losung der Anfangswertaufgabe

(5.51)

1 B 1 2€4t _ 67225
v(t) = areMiw; + azew,y = 2e" <1> —e U (_1) = (2€4t i e2t> :

Nun ist es nicht immer so, dass eine Matrix A € R** nur reelle Eigenwerte mit
linear unabhéngigen Eigenvektoren besitzt. Es konnen sowohl mehrfache als auch
komplexe Eigenwerte auftreten. Um die Verbindung zu den Ergebnissen von Ab-
schnitt 5.3.1 zu finden, setzen wir die Behandlung des zweidimensionalen Systems
(5.49) fiir die Félle D = 0 und D < 0 fort.

Fall 2: (D = 0). Wegen a* = 4b besitzt das charakteristische Polynom (5.50) die
doppelte reelle Nullstelle A := A; = Ay = —7. Offensichtlich ist

w-()-()
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wegen

a 1 a_a 0
(4 (- ()
—T —3/\ 7% Tt 0

auch in diesem Fall ein Eigenvektor von A zum Eigenwert . Damit ist v (¢) = eMw,
eine Losung von (5.49). Allerdings ist wy (bis auf Vielfache) der einzige Vektor mit
(A — Al )w;, = 0. Eine weitere Losung bestimmen wir wie folgt:

Ansatz fiir weitere Losungen. Definiere

A

vy(t) == teMwy + eMws, (5.53)

wobei wy € R? noch zu bestimmen ist. Einsetzen von vy in (5.49) liefert wegen
Aw1 = )\wl

Vh(t) — Avg(t) =eMwy + theMw; + AeMwy — tAeMw; — AeMw,
=M (wy — (A — My)ws) = 0.
Diese letzte Gleichung gilt, falls wy die folgende Gleichung erfiillt
(A — M) wy = wy. (5.54)

- ()
s (3 1) 0)-()-n

Somit sind vy, ve Losungen von (5.49) und zudem linear unabhéngig, da

In der Tat gilt fiir

offensichtlich

1 0
V(0) = (v1(0),v2(0)) = (wr,wy) = <_2 1)
2
invertierbar ist. Die Funktionen
vi(t) = eMwy,  va(t) = teMwy + eMwy

bilden also ein reelles Fundamentalsystem der Differentialgleichung (5.49).
Man beachte, dass aus (5.54) und w; # 0 folgt

(A= ML) wy =0, (A=) w, #0. (5.55)

Ein solcher Vektor wy heifst Hauptvektor 2. Stufe. Dieser Begriff wird wie folgt
verallgemeinert.

Definition 5.36 (Hauptvektoren). Sei A € R**. Ein Vektor w; € R* (1 < j < k)
mit

(A=A w; =0, (A=XL) "w; #0 (5.56)

heit Hauptvektor j-ter Stufe zum Eigenwert A € R.
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Ein Hauptvektor 1. Stufe ist wegen
(A= M )wy =0, (A=X) wy =w; #0
gerade ein Eigenvektor.

Bemerkung 5.37. a) Im komplexen Fall A € C** )\ € C werden Hauptvektoren
w; € C* j-ter Stufe ebenso durch (5.56) wie in Definition 5.36 definiert.

b) Ist w; ein Hauptvektor j-ter Stufe, so ist w;_; := (A — A)w; fiir j > 2 ein
Hauptvektor (j — 1)-ter Stufe, denn es gilt

(A — )\[k)j_l Wj—1 = (A — )\[k)j w; = 0,
(A= ALY 2wy = (A= ALY " w; #0.

Allgemein erhélt man durch

eine Kette von Hauptvektoren w;, w;_1, ..., w;, wobei w; ein Hauptvektor
i-ter Stufe ist.

Verallgemeinern wir unsere obige Rechnung, so erhalten wir den folgenden Satz,
dessen Beweis wir aber nicht ausfiihren.

Satz 5.38. Sei w; € R* ein Hauptvektor j-ter Stufe von A € RF* zum Eigenwert
A € R und sei w;, i = j,...,1, die zugehorige Kette von Hauptvektoren gemdf
(5.57). Dann sind die Funktionen

i ti*f

vilt) =Y me”wg, i=1,...,] (5.58)

=1
linear unabhdngige Lésungen von v = Awv.

Es bleibt der Fall komplexer Eigenwerte zu diskutieren. Wir betrachten wieder
das zweidimensionale System (5.49).
Fall 3: (D < 0). Wegen D < 0 besitzt das charakteristische Polynom (5.50) zwei
komplexe Nullstellen (vgl. Satz 5.20 Fall 3)

1
AL = i+ iw, Ay = 1 — iw, M:—g, w=3v/ID[ #0. (5.59)

Sei nun allgemein A\ = p + iw,w # 0 ein Eigenwert von A € R¥* mit zugehorigem
Eigenvektor w = y + iz € C*, wobei y, 2 € R¥. Wegen w # 0 sind die Vektoren y
und z linear unabhéngig. Wie in Lemma 5.33 (vgl. auch Bemerkung 5.21) erhalten
wir jetzt eine komplexe Losung von v = Av der Form

v(t) ==eMw = e (cos(wt) + isin(wt)) (y + iz)
=e (cos(wt)y — sin(wt)z) + ie (cos(wt)z + sin(wt)y)
=1 (t) + ’iUQ (t)
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Die Rechnung dazu ist dieselbe wie im Beweis von Lemma 5.33. Insbesondere gilt
vi(t) + vy (t) = V' (t) = Av(t) = A (vi(t) +ive(t)) = Avy(t) + iAvy(1).

Setzen wir hierin Real- und Imaginérteil gleich, so folgt, dass v; und vy selbst
Losungen von v' = Av sind. Wir erhalten das folgende Ergebnis.

Satz 5.39. Sei A = p+iw € C (n,w € R, w # 0) ein Eigenwert von A € R¥* und
w=y+iz € C* (y,z € R*) ein zugehdriger Bigenvektor. Dann sind die Funktionen

v1(t) =€ (cos(wt)y — sin(wt)z) ,
vo(t) =€t (sin(wt)y + cos(wt)z)

linear unabhdingige Losungen von v'(t) = Av(t),t € R.

Fiir das zweidimensionale System (5.49) ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A; =
i+ iw aus (5.59) gegeben durch

0)()-0-0)

=y =z

Nach Satz 5.39 ist also eine Fundamentalmatrix gegeben durch

V(t) = (vl(t) 'U2<t)) = et (y z) (cos(wt) - sin(wt)) , teR.

sin(wt)  cos(wt)

Man sieht an dieser Darstellung sehr schon, wie die Losungen in dem zweidimen-
sionalen von y und z aufgespannten Raum mit der Geschwindigkeit w rotieren und
dabei exponentiell abklingen (1 < 0) oder anwachsen (u > 0).

SchlieRlich ist es im k-dimensionalen Fall A € R** moglich, dass es mehrfache
komplexe Eigenwerte A = p+iw (u,w € R, w # 0) gibt. In diesem Fall muss man wie
im reellen Fall zum Eigenvektor w = w; eine (maximale) Kette von Hauptvektoren
wj, ..., w; € C* finden. Reelle Losungen bekommt man dann aus dem Realteil und
aus dem Imaginérteil der in (5.58) angegebenen Losungen.

In der Linearen Algebra zeigt man, dass der gesamte Raum CF eine Basis besitzt,
die sich aus (maximalen) Hauptvektorketten

Wi (), .., wi(p) €CF, p=1,...,r

zu (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerten A\, € C (p = 1,...,r) von A
zusammensetzt (Jordan Normalform). Dabei gilt dann ) _, j(p) = k. Man
erhélt auf diese Weise ein Fundamentalsystem zu v" = Av der folgenden Form

i

=t . 4
v,;p(t) = ; MGANW(P), i=1,...,5(p), p=1,...,1r
=1
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