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Aufgabe 1 2 3 4 ) by
Punkte
Vorbemerkungen

Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Taschenrechner, Smartphones, etc. miissen aus-
geschaltet in der Tasche bleiben.

Dauer der Klausur: 120 Minuten.

Tragen Sie auf jedem Zettel Ihren Namen, IThre Matrikelnummer und die jeweilige
Aufgabennummer ein.

Legen Sie einen Lichtbildausweis bereit.
Verschaffen Sie sich vor der Bearbeitung der Aufgaben kurz einen Gesamtiiberblick.

Geben Sie bei der Losung auch Thnen offensichtlich erscheinende Begriindungen bzw.
Rechnungen an. Bearbeiten Sie aber nur die Aufgabenstellung.

Die Aufgaben 1-5 ergeben zusammen 100 Punkte (20 Punkte je Aufgabe).



2. Klausur Vertiefung NWI: Gewdhnliche Differentialgleichungen WS 2016/2017

28.03.2017

Name:

Matrikelnummer:

Aufgabe 1

a)

Zeichnen Sie das projizierte Richtungsfeld (Phasenbild) der Differentialgleichung

u'1:u2—u1—2,

2 (1)

uh =uj — ug + 2

()% ()-GO

in das auf der néchsten Seite enthaltene Koordinatensystem.

an den Stellen

Bestimmen Sie die Gleichgewichte der Differentialgleichung (1) und zeichnen Sie diese
in das Koordinatensystem.

Uberpriifen Sie fiir jedes der in b) bestimmten Gleichgewichte von (1), ob es anziehend
ist.

Berechnen Sie fiir die Anfangswertaufgabe

w0 =y 1)uto. = (7)) )

die Picard-Iterierten vy (t) und vy (t).

Berechnen Sie fiir die Anfangswertaufgabe (2) die Euler-Iterierten uj, ug mit dem ex-
pliziten Euler-Verfahren zur Schrittweite h = 1.

(6 Punkte)

(4 Punkte)

(4 Punkte)

(3 Punkte)

(3 Punkte)
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Name:

Matrikelnummer:

Lésung von Aufgabe 1

(2)

Il T

b) Die Gleichgewichte von (1) erhalten wir aus (vgl. rote Kreise)

1—(=1)-2
(-1)2—-1+2

c) Differenzieren von f liefert

U1
V2

(%)

9 = (3) und Berechnung der Eigenwerte liefert

, U

Einsetzen der Gleichgewichte v;

AM=X=-1<0
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Matrikelnummer:

und

Df () = <_21 _11> ., 0=det(\y — Df(v1)) = det <A_+21 A;ﬂ) =(A+1)2%-2

M=-1-vV2<0<-1+V2=\.

Das Gleichgewicht v ist anziehend, da Reo(Df(v1)) < 0 gilt, d.h. ReX < 0 fiir alle
Eigenwerte A von D f(v71). Fiir vy ist diese Eigenschaft nicht erfiillt.

d) Die Picard-Iterierten von (2) lauten fiir f (t, (7}1)) — (1 2> <U1>
U2 0 t V2

vo(t) =t = (ij’) ,
i () =uo + t: F(s,v0(s))ds = <‘23> + /1 t (é i) <‘23> ds = <‘23> 4 /1 t (;S) ds
() 1)L =) ()= (3

e) Der Startwert ug, die Zeitpunkte ¢; und die Nichtlinearitét f des expliziten Euler-
Verfahrens uji1 = uj + hf(tj,u;) fiir (2) lauten (wegen h = 1)

u0:<_23>, tj=to+jh=1+4j, j€No, f(t,v):<1 2)“7 veR”

0 t
Daraus ergeben sich die Euler-Iterierten
B 1 2 (-3 1 2\ /-3 -3+1 -2
oo )= () (0 1) ()= (%) - (7)
(Y 2 o () () (2 (246 4
vz= )"\ 4 0 2)\4)  \4+38 12)°

e}
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Name:
Matrikelnummer:
Aufgabe 2
a) Losen Sie die folgende Anfangswertaufgabe
-3 7
u(t) = —————u(t), u(0)=-
(*) (t+7)(t+4) ®) (0) 4
und geben Sie das maximale Existenzintervall an. (10 Punkte)

b) Losen Sie die folgende Anfangswertaufgabe

u'(t) = —%u(t) + cos (t4 — 1) ,ou(l) = i

und geben Sie das maximale Existenzintervall an. (10 Punkte)
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Name:

Matrikelnummer:

Lésung von Aufgabe 2

a) Definiere

g(s) = (84—7;(384-4)’ h(v) =v, to=0, wuy= Z
Die Partialbruchzerlegung von g(s)
3 4 A B (A+B)s+(4A+17B)
(s+7)(s+4) s+7 s+4 (s+T7)(s+4)
liefert die Gleichungen
A+B=0, 4A+ 7B = —

mit Losung A = 1, B = —1. Somit gilt (Integration durch Substitution mit ¢(s) = s?)

t d 3 d ‘L d ‘L d
/tog(s) S_/O (s+7)(s+4) S_/O s+ 7 S/O s+4 5

s+7|1° —lnith7—haz
s+4|],_, t+4 4’

u(t) 1 u(t) 1 u(®) 7
2y = Sdv =11 — Inu(t) —In .
/u h(v)dv /Z Udv [ n|v\] 1= nu(t) ny

0

= [In[s+7| —ln|s+4\]zzo = [ln

Aus der Trennung der Verénderlichen Formel (TdV) erhalten wir somit
7 u(t) Tdv t+7 7
Inu(t) —In—- = —d ds=In——: —1n—
nult) ~In g / ) / gls)ds =ty — Iy

Addition von In ¥ liefert Inu(t) = In iiz und Auflésung nach wu(t) schlieklich

t+7
t) = ——.
W)=
Das maximale Existenzintervall lautet in diesem Fall (t_,t;) = (—4, 00).

b) Definiere

1
4 )
so gilt (nach log. Integration und Integration durch Substitution via ¢(s) = s* — 1)

, () =cos(t* = 1), to=1, wup=

t t
1
a(t) = / a(r)dr = —3/ “dr = -3[ln|r|]._, = —3Int +3In1 = —In¢*,
to 1

-
t 1 [t e(t)=t*—1
/ e*a(s)r(s)ds = 453 cos(s — 1 / cos 7dT
to 4 1 v v (1
©'(s) =¢(s)
1., 1 1
= Z[SIHT]rzo = Zsm(tA‘ —1).

Aus der Variation der Konstanten Formel (VAK) erhalten wir somit
t
VAK ot _ 1/ 1y 1 .4
U(t) @ €a( ) (’U,O + /to e a(s)r(s)d8> == ﬁ (4 =+ Z Sll’l(t — 1)) = @(1 —+ Sln(t — 1))

Da beide Terme bei t = 0 explodieren und ¢y > 0 ist, setzen wir t_ := 0 und ¢4 := oc.
Das maximale Existenzintervall lautet somit (t_,t4) = (0, 00).
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Name:

Matrikelnummer:

Aufgabe 3
a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der folgenden Differentialgleichung 2. Ordnung
u"(t) — 6u'(t) +9u(t) =0 (3)
und geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung (3) an.

b) Geben Sie die Wronski-Matrix der Differentialgleichung (3) an und berechnen Sie die
Wronski-Determinante.

c) Bestimmen Sie die Losung der homogenen Anfangswertaufgabe 2. Ordnung

u’(t) — 6u'(t) +9u(t) =0, u(0)=—4, '(0)=-T7.

d) Zeigen Sie, dass die Funktion u(t) = —t® die inhomogene Differentialgleichung mit
homogenen Anfangsdaten

u (t) — 60/ (t) + u(t) = —9t> + 18t% — 6t.
lost.
e) Bestimmen Sie nun die Losung der inhomogenen Anfangswertaufgabe 2. Ordnung

u(t) — 60/ (t) + u(t) = —9t3 + 182 — 6t, u(0) = —4, u'(0) = —T7.

(8 Punkte)

(3 Punkte)

(4 Punkte)

(3 Punkt)

(2 Punkte)
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Name:

Matrikelnummer:

Lésung von Aufgabe 3
a) Das charakteristische Polynom von (3) lautet
p(A) =X —6A+9
und besitzt (wegen a = —6, b = 9) die Nullstellen
M2=12(—(-6)£v36—-36)=5=3, also A\ =X=3

Wegen D = a? — 4b = 36 — 36 = 0 ist das reelle Fundamentalsystem {u1,us} von (3)
durch die Funktionen

u(t) = ¥, wuo(t) =t teR
gegeben. Die allgemeine Losung von (3) lautet daher
u(t) = aredt + agte’t, teR, ap,as €R.

b) Die Wronski-Matrix W (¢) und die Wronski-Determinante det W (t) von (3) lauten

W(t) = e te” det W (t) = (1+3t)e% —3te™ =€, teR
3e3t (1+3t)ed )’ ’ '

c¢) Das lineare Gleichungssystem

ar\ (1 0\ far) ! [(—4) _ [uo ar) (-4
v () = 1) (@)= () = () s () =(5)
liefert die folgende Losung der DGL (3) zu den Anfangsdaten u(0) = —4, v/(0) = =7
u(t) = —4e3 + 5te® = (5t —4)e¥, teR.

d) Fiir a(t) = -t gilt @/(t) = —3t%, @”’(t) = —6t und daher folgt

a’(t) — 64’ (t) + 9u(t) = —9t> + 18t — 6t, u(0) = —-0>=0, @' (0)=—-3-0>=0.

e) Durch Addition der Losungen aus ¢) und d) erhalten wir die Losung der inhomogenen
Anfangswertaufgabe

u(t) = a(t) + arui(t) + asus(t) = —t3 + (5t — 4)e, t e R,
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Name:

Matrikelnummer:

Aufgabe 4

a) Transformieren Sie die skalare Anfangswertaufgabe 2. Ordnung

2" (t) — tu (t) + <t2 — i) u(t) =0, u(2)=3, 4 ((2)=1

auf ein 2-dimensionales System von Anfangswertaufgaben 1. Ordnung. (5 Punkte)

b) Transformieren Sie die Anfangswertaufgabe

(1) = (S(t 12 1) alt), u(2) =3 (1)

mit Hilfe der Transformation (s,v(s)) = T (¢, u(t)) := (t — 1, tu(t)). (7 Punkte)
c) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem {u;,us} der Differentialgleichung
t2u" (t) — 3t/ (t) + 3u(t) =0, > 0. (5)

mit Hilfe des Ansatzes u(t) = t*, A € R. Weisen Sie insbesondere die lineare Unabhén-
gigkeit ihrer Losungen nach. (5 Punkte)

d) Geben Sie die Iterationsvorschrift der Methode von Heun fiir die folgende Anfangswert-
aufgabe an

u'(t) = f(t,u(t), ulto) = uo. (6)

(3 Punkte)
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Name:

Matrikelnummer:

Lésung von Aufgabe 4

a) Fiir vy(t) = u(t), v2(t) = ¢/ (t) erhalten wir die folgende Anfangswertaufgabe 1. Ordnung

0= () = () = (ot "6 o) = (a2 D) ()
0=(56) = () = ()

b) Die Transformation (s,v(s)) = T(t,u(t)) := (t — 1, tu(t)) liefert die neuen Koordinaten
s=t—1, wv(s)=tu(t)=(s+ Du(s+1).

Durch Differentiation bzgl. s erhalten wir die Anfangswertaufgabe

dii((s + Du(s + 1))
u(s+ 1)+ (s+ D' (s+ 1)

v'(s)

1
= 1 1) (58— —— 1
u(s+1) + (s + )(53 S+1>u(s+ )
=u(s+1)+5(s+1)s?u(s +1) —u(s+ 1)
= 55%0(s),
v(l)=2u(2)=2-3=6, sop=tr—1=2—-1=1.
c¢) Einsetzen von u(t) = t*, A € R, in (5) liefert (wegen u’(t) = M1, o/ (t) = A(A—1)e*2)
0= t2u"(t) — 3t/ (t) + 3u(t) = AA = 1) =3+ 3)t) = (N2 — 4\ +3)t*, ¢ >0.
Der Koeffizient A\? — 4\ + 3 besitzt die Nullstellen
Ma=2(—(—4)£/(-4)2-4-3) =3(4+2)=2+1, also A\ =1, Ay =3.
Somit sind
ul(t) = t: u2(t) - t3
zwei Losungen von (5). Da g, ug linear unabhéngig sind

t 3

det W(t) = det <1 212

>:3t3—t3:2t37é0, £ 0,

bildet {u1,us} ein Fundamentalsystem von (5).

d) Die Iterationsvorschrift der Methode von Heun fiir die Anfangswertaufgabe (6) lautet

h .
Ujr1 = Uj + §(f(tjauj) + f(tj + hyu; + hf(tjvuj)>)u J € Np.
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Name:

Matrikelnummer:

Aufgabe 5

a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

o (t) = G f) o(t), tER (7)

und geben Sie die allgemeine Lésung an.
b) Zeigen Sie, dass die Funktion

2v
vZ+1

fi:R=R, fi(v)=
auf R global Lipschitz-beschrénkt ist.
c) Zeigen Sie, dass die Funktion
fo:R—=R,  folv) = vtsin(v)

auf R lokal Lipschitz-beschrankt ist. Zeigen Sie weiter, dass fo auf R nicht global
Lipschitz-beschrankt ist.

d) Zeigen Sie, dass die Funktion
f3:RoR, fi(v) = v — 2507

in keiner Umgebung Q(2) := [2 — 5,2+ ], f > 0, Lipschitz-beschrankt ist.

(11 Punkte)

(3 Punkte)

(3 Punkte)

(3 Punkte)
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Name:

Matrikelnummer:

Lésung von Aufgabe 5
a) Definiere A = (] 7?), so lautet das charakteristische Polynom von (7)

-2

1—A
p(/\):det(A—)\Ig):det< 1 4-1

):(1—)\)(4—)\)+2:)\2—5)\+6

und besitzt die Nullstellen
1

)\172:*(-(—5):&#(—5)2—4-6):%(511), also A\ =2, A =3.

2

Die Eigenvektoren w; von A zum Eigenwert A; (fiir j = 1,2) ergeben sich aus

-1 -2 ! 2
(1 2)w1=(f4—/\112)w1;0 w1=<1>,
-2 2 ! 1
< 1 1> QUQI(A—)\QIQ)U]Q;O W9 = <_1>.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von wy, ws ist das Fundamentalsysten {vy(t), va(t)}
von (7) durch

1)1(75) _ 6)\1tw1 — o2t (_21> ’ 1}2(75) — ekztw2 — 3t (_11>
gegeben. Die allgemeine Losung von (7) lautet daher
o [ 2 st [ 1
U(t) = ozlvl(t) + Ozg?)g(t) = 1€ 1 + ase K a1, a9 € R.
b) Die Funktion fi : R — R mit fi(v) = 1)22% erfiillt f; € C1(R,R) mit Ableitung

2(v? 4+ 1) — 20(2v —2(? -1
D) = HEED ) _ )

Da die Ableitung D, f1 auf R beschriankt ist (Dreiecksungleichung und max bei v = 0)

_2[1}2—1|<2(v2+1)_ 2 2

_ < - < —2=LVveR
W12 S @412 241 0241 !

|va1(7))’

folgt (Lemma 2.9), dass f1 (global) Lipschitz beschréankt auf R ist (mit Lipschitz Kon-
stante L = 2).

c¢) Die Funktion fo : R — R mit fo(v) = v*sin(v) erfiillt fo € C*(R,R) und ist folglich
lokal Lipschitz-beschrénkt auf R (Bemerkung 2.21). Da die Ableitung von f,

D, fo(v) = 403 sin(v) + vt cos(v), v € R

jedoch unbeschrankt auf R ist, ist fo nicht (global) Lipschitz-beschrankt auf R (Lemma
2.9).

d) Angenommen f3: R — R mit f3(v) = [v — 2|%v2 ist Lipschitz beschrénkt in Q5(2) =
[2— 3,2+ f] fiir ein 8 > 0, d.h.

AL >20: |fs(v) — f3(w)| < Liv —w| Yv,w € Qp(2). (8)
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Matrikelnummer:

Speziell fiir w = 2 € Q3(2) gilt
F3(0)] = |fs(0) — £5(2)| < Lo — 2 Yo € Qu(2).
Definiere v, := 2 + %, n € N. Wegen v,, — 2 fiir n — oo, gilt
AN =N(B)eN: v, €Q(2)Vn > N.

Einsetzen von v = v,

1
1\? /1\3 1)\? L
(242) = () (2+3) =IaGnl< Ll —2=Evaz N
n n n n

liefert nach Multiplikation mit n

=
Wl

An"3 < n~

Wi

4n3 < LVn>= N.

Hierbei gilt ns — oo fiir n — oco. Zu gegebenen L > 0 wahlen wir nun n hinreichend

3
grof (d.h. n > max{(%) 2, N}) und erhalten 4n3 > L und somit einen Widerspruch
zur Annahme in (8).



