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Aufgabe 7 (Lipschitz-Beschränktheit).
Zeigen Sie für die gegebenen Mengen J ⊆ R und Q ⊆ R

n, dass die folgenden Funktionen
f : J ×Q → R

n Lipschitz-beschränkt in J ×Q (bezüglich der 2. Variablen) sind, d.h.

∃L > 0 : ‖f(t, v)− f(t, w)‖ 6 L ‖v − w‖ ∀ (t, v), (t, w) ∈ J ×Q,

und bestimmen Sie jeweils eine möglichst kleine Lipschitz-Konstante L.

(a) f(t, v) = tv4, J = [−3, 3], Q = [−2, 2],

(b) f(t, v) = t2 sin(v), J = [−2, 2], Q = [−6, 6],

(c) f(t, v) =

( √

|t|v21
cos(t)v1v2

)

, J = [−8, 8], Q = [−10, 10]× [−10, 10], ‖·‖ = ‖·‖
∞
,

Hierbei bezeichnet ‖v‖
∞

:= max{|v1|, |v2|} die Maximumsnorm. Welche dieser Funktionen sind
sogar global Lipschitz-beschränkt, also für Q = R

n?
(6 Punkte)

Aufgabe 8 (Existenz- und Eindeutigkeitssätze).
Sei J ⊆ R ein kompaktes Intervall und Ω = J × R

n. Untersuchen Sie jeweils, auf welche
der folgenden Anfangswertaufgaben der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-
Lindelöf (Satz 2.11) anwendbar ist. In welchen Fällen lässt sich lediglich der Existenzsatz von
Peano (Satz 2.4) anwenden?

(a) u′ = cos(u), u(0) = 0,

(b) u′ = sin(tu)− u2, u(0) = 0,

(c) u′ = 2
√

|u− 1|, u(3) = 1.

(6 Punkte)

Aufgabe 9 (Picard-Iteration).
Berechnen Sie für die angegebenen Anfangswertaufgaben jeweils die ersten drei Picard-Iterierten
v0, v1, v2 und zeichnen Sie diese Picard-Iterierten vi (i = 0, 1, 2) gemeinsam mit der angegebenen
exakten Lösung u in ein Diagramm für t ∈ J .

(a) u′ =
1

2
u2, u(0) = 1, u(t) =

2

2− t
, J = [−1, 1],

(b) u′ = −2tu, u(0) = 2, u(t) = 2 exp(t2), J = [−2, 2],

(c) u′ = t2(u2 + 1), u(0) = 1, u(t) = tan

(

1

3
t3 +

π

4

)

, J = [−1, 1].

(6 Punkte)



Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelöf, globale Version).
Sei J ⊆ R ein kompaktes Intervall, (t0, u0) ∈ J × R

n und sei f ∈ C(J × R
n,Rn) Lipschitz-

beschränkt in J × R
n (bzgl. der 2. Variablen) mit Lipschitz-Konstante L > 0.

Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ J,

u(t0) = u0,
(1)

genau eine globale Lösung u ∈ C1(J,Rn). Weiter konvergiert die durch

v0(t) := u0, vk+1(t) := u0 +

∫

t

t0

f(s, vk(s))ds, t ∈ J, k ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}(2)

definierte Folge (vk)k∈N0
in (C(J,Rn), ‖·‖

∞
) gegen u, d.h.

‖u− vk‖∞ := sup
t∈J

‖u(t)− vk(t)‖ → 0 für k → ∞.

Man nennt (2) die Picard-Iteration, (vk)k∈N0
die Picard-Folge und vk die k-te Picard-Iterierte

zum Anfangswertproblem (1).


