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Aufgabe 10 (Lipschitz-Beschränktheit).
(a) Zeigen Sie die folgenden Aussagen

(1) Die Funktion

f : R → R, f(v) =

{

sin(v) , v < 0

2v , v > 0

ist Lipschitz-beschränkt in R. Bestimmen Sie eine geeignete Lipschitz-Konstante L > 0.

(2) Die Funktion

f : Q → R, f(v) = |v|
1

n , n ∈ N, n > 2

ist in keinem Intervall Q = [−a, a] mit a > 0 Lipschitz-beschränkt.

(b) Seien f1, f2 : R
n → R

n Lipschitz-beschränkt in R
n mit Lipschitz-Konstanten L1, L2 > 0.

(1) Zeigen Sie, dass die Funktionen

g1 : R
n → R

n, g1(v) := Af1(v) +Bf2(v), A, B ∈ R
n,n (Linearkombination)

g2 : R
n → R

n, g2(v) := f1(f2(v)) (Komposition)

Lipschitz-beschränkt in R
n sind und bestimmen Sie eine Lipschitz-Konstante.

(2) Geben Sie für n = 1 zwei in R Lipschitz-beschränkte Funktionen f1, f2 an, so dass

g3 : R → R, g3(v) := f1(v)f2(v) (Produkt)

nicht Lipschitz-beschränkt in R ist.

(6 Punkte)

Aufgabe 11 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz).
Betrachten Sie für m ∈ N0 die Anfangswertaufgabe

u′(t) = tmu(t), u(0) = 1.

(a) Besitzt die Anfangswertaufgabe für Ω = J × R, J = [−a, a] und a > 0 eine eindeutige
Lösung? (Hinweis: Überprüfen Sie die Voraussetzungen von Satz 2.11.)
(b) Geben Sie für m ∈ {0, 1, 2} den kleinsten Index k an, ab dem die k-ten Picard-Iterierte vk
die Lösung u des Anfangswertproblems bis auf einen Fehler von 10−1 für alle t ∈ J := [−2, 2]
approximiert. (Hinweis: Verwenden Sie die a-priori Abschätzung aus Bemerkung 2.14.)

(6 Punkte)



Aufgabe 12 (Picard-Iteration).
Betrachten Sie für ein homogenes lineares System die zugehörige Anfangswertaufgabe

u′ = Au, u(t0) = u0

mit einer konstanten Koeffizientenmatrix A ∈ R
n,n.

(a) Berechnen Sie die Picard-Iterierten v0, v1, v2 und v3.

(b) Geben Sie eine Formel für die k-te Picard-Iterierte vk an und beweisen Sie diese mit
vollständiger Induktion über k ∈ N0.

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert der Picard-Folge (vk)k∈N0
für k → ∞.

(d) Zeigen Sie, dass der Grenzwert die Anfangswertaufgabe löst.

(e) Wie lautet damit die spezielle Lösung der Anfangswertaufgabe für

A =

(

0 −1
1 0

)

, (t0, u0) =

(

0,

(

1
0

))

?

(6 Punkte)


