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Vorwort

Wer Mathematik erlernen will, muf§ sich mit Mathematik aktiv beschéftigen, muf sich selbsténdig
an Problemen und Aufgaben versuchen und seine Erfahrungen und Gedanken mit anderen aus-
tauschen. Wer Mathematik erlernen will, mufl Mathematik entdecken und den Mut haben,
Fehler zu machen.

Mathematik ist kein einmal gefundenes, abstraktes Gebédude, das in starrer Weise gewufit wer-
den kann und nur auf Anwendung wartet. Vielmehr ist Mathematik eine prizise Methode
zur Problemlosung. Mathematik wird von niemandem auf Anhieb gewufit, sondern entwickelt
sich anhand der Anforderungen. Uberpriifen, Verwerfen oder Beibehalten neuer Einsichten und
Ansitze gehoren ebenso zur Mathematik wie die exakte Formulierung der gewonnenen Erkennt-
nisse.

Im Rahmen des Faches Wirtschaftsmathematik wird an ausgewéhlten Beispielen und Problem-
stellungen die zur Beschreibung und Losung erforderliche Mathematik erarbeitet. Die mathe-
matischen Modelle sind vielfdltig und gehen von Matrizenrechnung iiber funktionale Abhéngig-
keiten, lineare Gleichungssysteme bis hin zu Elementen der Differentialrechnung.

Fiir den Unterricht sind ein einfaches Tafelwerk, wie es in der Abiturstufe benutzt wird, und ein
Taschenrechner von Nutzen.

Ergénzend zu den Unterrichtsmaterialien kann folgende Literatur empfohlen werden:

e S. Gottwald et al. (Hrsg.): Meyers kleine Enzyklopiddie Mathematik. Bibliographisches
Institut, Mannheim, 1995.

e E. Zeidler et al. (Hrsg.): Teubner-Taschenbuch der Mathematik. B. G. Teubner Verlags-
gesellschaft, Leipzig, 1996.

e B. Luderer und U. Wiirker: Einstieg in die Wirtschaftsmathematik. B. G. Teubner Ver-
lagsgesellschaft, Stuttgart, 5. Aufl. 2003.

e B. Luderer et al.: Arbeits- und Ubungsbuch Wirtschaftsmathematik. Beispiele — Aufga-
ben — Formeln. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Stuttgart, 3. Aufl. 2002.

e M. Adelmeyer und E. Warmuth: Finanzmathematik fiir Einsteiger. Vieweg Verlag, Braun-
schweig, 2003.

Im Buchhandel und den Bibliotheken sind eine Vielzahl weiterer Titel zur Wirtschaftsmathe-
matik zu finden, ebenso in der Literaturliste am Ende dieses Skriptums.

Um sich Funktionen zu veranschaulichen, numerische Berechnungen durchzufiithren oder Glei-
chungssysteme zu l6sen, gibt es Computerprogramme — von kostenlos bis kostenpflichtig:

Kostenlose Freeware und kostengiinstige Shareware (beachte Lizenzbedingungen)

TurboPlot www.turboplot.de (Die IBS besitzt eine Schullizenz.)

MATHPROF www.mathprof .de

FEasyFunktion home.t-online.de/home/mgreither/EF4.htm

Kurvenprofi www.kurvenprofi.de

FunkyPlot www.funkyplot.de
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sowie

e SCILAB www.scilab.org

(... fiir wissenschaftliche und technische Berechnungen aller Art; eine kostenlose Alterna-
tive zu MATLAB)

und die kostenpflichtigen Programme (gegebenenfalls mit kostenlosen Testversionen)

e MATLAB
e MAPLE
e MATHEMATICA

e Derive

e MuPad
Wer noch mehr iiber Mathematik erfahren mochte, findet viele Informationen im Internet:

e Mathematikum in Gieflen www.mathematikum.de
e Internet-Portal der Deutschen Mathematiker-Vereinigung www.mathematik.de

e Mathematik zum Anfassen www.math.de

Viel Erfolg und Freude mit der Wirtschaftsmathematik!
Berlin, im Mai 200/ FEtienne Emmrich

4 (© Dr. Etienne Emmrich 2004



International Business School Berlin Wirtschaftsmathematik

1 Strompreise und lineare Funktionen
1.1 Okonomisches Problem: Bester Stromtarif

In einer Stadt bietet der ortliche Stromanbieter zwei Tarife an: In dem Tarif A betrdagt die
monatliche Grundgebiihr 4.59 EUR und je verbrauchte Kilowattstunde (kWh) sind 17.19 Cent
zu zahlen. Bei dem Tarif B sind 9.99 EUR /Monat und ein Verbrauchspreis von 14.92 Cent/kWh
zu zahlen. Bei einem anderen Stromanbieter sind 4.08 EUR/Monat und 16.99 Cent/kWh zu
zahlen (Tarif C).

Fiir den Verbraucher stellt sich die Frage, welchen Tarif er (bei sonst gleichen Bedingungen)
wéhlen soll. Selbstverstédndlich hiangt diese Frage vom tatsédchlichen Verbrauch ab, der im vor-
hinein nur geschétzt werden kann.

Fiir einen Ein-Personen-Haushalt konnen wir von einem durchschnittlichen Jahresverbrauch von
1500 kWh ausgehen. Dann folgt fiir die Jahreskosten

Tarif A: 12 x 4.59 EUR + 1500 kWh x 0.1719 EUR/kWh = 312.93 EUR
Tarif B: 12 x 9.99 EUR + 1500 kWh x 0.1492 EUR/kWh = 343.68 EUR
Tarif C: 12 x 4.08 EUR + 1500 kWh x 0.1699 EUR/kWh = 303.81 EUR

Offenbar ist Tarif C bei einem Jahresverbrauch von 1500 kWh der giinstigste.

In analoger Weise kénnen wir so fiir jeden beliebigen Verbrauch entscheiden, welcher Tarif am
glinstigsten ist. So zeigt sich, dafl bei einem Jahresverbrauch von 5000 kWh Tarif B gewahlt
werden sollte.

Bezeichnen = den jéhrlichen Verbrauch in kWh, a die Verbrauchskosten in EUR/kWh und b die
jéhrliche Grundgebiihr in EUR, so berechnen sich die jahrlichen Kosten y in EUR als

y=azx+b.
Fiir die verschiedenen Tarife gilt
ya = 0.17192 4+ 55.08, yp = 0.1492z + 119.88, yc = 0.1699x + 48.96.

Diese Berechnungsvorschriften geben den jeweiligen Zusammenhang zwischen Verbrauch z und
Kosten y wieder. Wir kénnen diese linearen Funktionen graphisch darstellen (siehe Abb. 1).

Aus dem Bild kénnen wir nun fiir jeden beliebigen Verbrauch x die jéhrlichen Kosten y nach
dem jeweiligen Tarif ablesen (unter Beachtung des Ablesefehlers). Wir erkennen zudem, dafl bis
zu einem gewissen Verbrauch (etwa 3400 kWh) Tarif C der giinstigste ist, dann aber Tarif B
glinstiger wird.

Wir wollen nun diesen kritischen Verbrauchswert berechnen. Es ist offenbar der Schnittpunkt
der entsprechenden Geraden zu bestimmen. Gesucht ist also jene Stelle x ¢, fiir die yg und y¢o
den gleichen Wert annehmen:

yB(rpc) = yo(rBC)

0.1492xpc + 119.88 = 0.1699x ¢ + 48.96 | — 48.96
0.1492xpc + 70.92 = 0.1699x s | —0.1492x ¢
70.92 = 0.0207xpc
0.0207xpc = 70.92 | : 0.0207

e = 3426.0869 ... ~ 3426

Die Rechnung zeigt, daf} bis zu einem Jahresverbrauch von ungefahr 3426 kWh Tarif C, danach
aber Tarif B giinstiger ist.
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Abbildung 1: Zusammenhang zwischen Stromverbrauch und -kosten

Aufgabe 1.1. Recherchiere (z. B. im Internet) mindestens drei verschiedene Stromtarife und
vergleiche diese grafisch. Bestimme rechnerisch, bis zu welchem Verbrauch welcher Tarif giinsti-
ger ist.

1.2 Mathematischer Exkurs: Funktionsbegriff und lineare Funktionen

Der Begriff der Funktion ist grundlegend in der modernen Mathematik:

Definition. Seien X, Y zwei nichtleere Mengen. Unter einer Funktion oder Abbildung f :
X — Y wird eine Zuordnung verstanden, die jedem Element x aus X genau ein Element y aus
Y zuordnet: x — y = f(x). Dabei ist x das Argument und y = f(x) das Bild von x unter der
Abbildung f.

Fiir die exakte Beschreibung einer Funktion sind sowohl die Zuordnungsvorschrift als auch die
Menge X anzugeben.

Beispiel. In seinem beriihmten Gedicht Voyelles ordnete Arthur Rimbaud jedem Vokal eine
Farbe zu: ,A noir, E blanc, I rouge, U vert, O bleu“. Es sind X = {A,E,I,0,U}, Y =
{noir, blanc, rouge, vert, bleu}. Die Zuordnung kann durch eine Wertetabelle dargestellt werden:

Vokal ‘ A E I O U

Farbe ‘ noir blanc rouge bleu vert

Beispiel. Wird jeder reellen Zahl z ihr Quadrat y = z? zugeordnet, so kann die Funktion
in einem kartesischen Koordinatensystem (benannt nach dem franzosischen Philosophen und
Mathematiker René Descartes) dargestellt werden (siehe Abb. 2).

Seien a und b zwei gegebene reelle Zahlen (z. B. a = 2 und b = —1). Wird jeder reellen
Zahl x die Zahl y = ax + b (in unserem Beispiel y = 2z — 1) zugeordnet, so sprechen wir
von einer linearen Funktion. Fiir unser Beispiel kénnen wir exemplarisch einige Werte in einer
Wertetabelle zusammenstellen:

T ‘—2 -1 0 1 15 2

y:2x—1‘—5 -3 -1 1 2 3

6 © Dr. Etienne Emmrich 2004
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4F y=-0.5x+3

y=2x-1

-4+

Abbildung 2: Quadratische (links) und lineare (rechts) Funktionen

Der Graph (das Bild) einer linearen Funktion ist eine Gerade, zu dessen Bestimmung es geniigt,
zwel Punkte dieser Geraden zu kennen (siche Abb. 2).

In der linearen Funktion y = ax + b heifit die Zahl a Anstieg und bestimmt den Winkel der
Geraden zur z-Achse. Die Zahl b heifit Absolutglied und bestimmt die Verschiebung der Geraden
auf der y-Achse.

Fiir die Nullstelle xy der linearen Funktion y = ax + b gilt
axny +b=0

und mithin

IN = —

SIS

In unserem Beispiel ist z = 0.5.

Soll aus zwei gegebenen Punkten, etwa (2;2) und (—1;3.5), jene lineare Funktion y = ax + b
bestimmt werden, deren Graph die durch die beiden Punkte beschriebene Gerade ist, so ist das
folgende lineare Gleichungssystem zu l6sen:

20 +b=2
—a+b=3.5
Subtrahieren wir von der ersten Gleichung die zweite, so erhalten wir 3a = —1.5 und es folgt

a = —0.5. Einsetzen in die erste Gleichung liefert —1+b = 2, also b = 3. Die gesuchte Funktion
lautet daher y = —ix + 3 (siehe Abb. 2).

Ist der Schnittpunkt (zg;ys) zweier Geraden gesucht, die durch die linearen Funktionen y; =
3r — 5 und yy = —%x + 2 beschrieben seien, so ist wegen y; = yo folgende lineare Gleichung zu
16sen:

1
3rg — 5= —5905—1—2.
Addition von %xs und Addition von 5 fiithren auf
3525 =17,

woraus xg = 2 folgt. Einsetzen in eine der beiden Funktionen liefert ys = 1 (siche Abb. 3).

Dr. Etienne Emmrich 2004 7
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3l y=3x-5

y=—=0.5x+2

Abbildung 3: Schnittpunkt zweier linearer Funktionen. Parallele und senkrechte Geraden

Betrachten wir das Bild der sogenannten identischen Funktion y = x, so liegen offenbar alle
Geraden, die durch Funktionen der Gestalt y = x + b mit beliebiger reeller Zahl b beschrieben
werden konnen, parallel (siehe Abb. 3). Allgemein beschreiben alle linearen Funktionen y =
ax—+b, die sich nur im Absolutglied b, nicht aber im Anstieg a unterscheiden, zueinander parallele
Geraden.

Betrachten wir die durch y = 2z — 1 beschriebene Gerade, so beschreiben alle Funktionen der
Gestalt y = —%x—i— b mit beliebigem b senkrecht stehende Geraden. Allgemein stehen zwei durch
die linearen Funktionen 31 = a1z + by und yo = asx + by beschriebenen Geraden senkrecht
aufeinander, sofern ajay = —1 gilt (sieche Abb. 3).

Aufgabe 1.2. Zeichne die Funktionen y = 22 4 3, y = —%:c +4und y = %x — 1. Bestimme
die jeweiligen Nullstellen und sémtliche Schnittpunkte. Nenne jeweils einige Funktionen, die
senkrecht bzw. parallel verlaufende Geraden beschreiben, und zeichne diese.

Aufgabe 1.3. Zeichne die beiden Geraden, die durch die Punkte (—5;—10) und (2;4) bzw.
(0;1) und (2;5) gehen. Welche linearen Funktionen entsprechen diesen beiden Geraden?

8 © Dr. Etienne Emmrich 2004
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2 Produktionsplanung, Marktforschung, Matrizen und Vektoren
2.1 Okonomisches Problem I: Produktionsplanung

Das folgende Problem ist [10] entnommen. Ein Unternehmen stellt drei verschiedene Endpro-
dukte her. Dazu bendtigt es zwei verschiedene Arten von Bauelementen und vier verschiedene
Arten von Einzelteilen. Wir wollen die Endprodukte mit Fy, Fy, F3, die Bauelemente mit Bj,
Bs und die Einzelteile mit Ry, ..., R4 bezeichnen.

Zur Herstellung eines Stiickes des Endprodukts E; werden ein Stiick von Bj, zwei Stiicke von
Bs und ein Einzelteil Rs benttigt. Fiir die Herstellung eines Stiickes von Fy wird je ein Stiick
der beiden Bauteile bendtigt. Das Endprodukt E3 wird aus je einem Stiick der beiden Bauteile
und drei Einzelteilen Ry gefertigt.

Fiir die Herstellung eines Stiickes des Bauteiles By werden zwei Einzelteile Ry, drei Ry, zwei
R3 und ein R4 benétigt. Ein Bauteil By wird aus einem R;, zwei Ry, zwei R3 und einem Ry
gefertigt.

Es sollen nun 50 Stiick des Endproduktes E1, 40 von E5 und 30 von Ej3 sowie fiir Reparaturzwecke
20 Bauteile Bj, zehn Bauteile Bs und zehn Einzelteile R fiir einen Vertragspartner produziert
werden. Wie viele Einzelteile Ry, ..., R4 mufl das Unternehmen daiir vorritig haben?

Um diese und weitere Fragen beantworten zu kénnen, sollen die zur Verfiigung stehenden Infor-
mationen zunéchst iibersichtlicher in der Gestalt von Matrizen dargestellt werden:

By Bs E, E, Ej (2.1)
?1 2 1 B 1 1 1
Ry | 3 2 Byl 2 1 1
Rs| 2 2 Ry 1 0 3
Ry| 1 1

Die erste Matriz gibt wieder, wie viele Einzelteile welcher Art zur Herstellung je eines Stiickes
der Bauteile benttigt werden. Die zweite Matriz spiegelt die Verflechtung der Produktion der
Endprodukte wieder.

Die Analyse wird dadurch erschwert, dal Ry sowohl zur Herstellung der Bauteile benttigt wird,
die ja nur ein Zwischenprodukt darstellen, als auch direkt zur Herstellung der Endprodukte.
AuBerdem sollen an den Abnehmer nicht nur Endprodukte geliefert werden, sondern auch Ein-
zelteile und Zwischenprodukte.

Um zunéchst die Stiickzahl von By, By und Ry fiir die geforderte Stiickzahl von Endprodukten
zu ermitteln, miissen wir nur die Eintrége ersten Spalte der zweiten Matrix in (2.1) mit 50, die
der zweiten Spalte mit 40 und die der dritten Spalte mit 30 multiplizieren und anschlieend in
den Zeilen addieren:

By ]1-504+1-404+1-30=120
By | 2.-504+1-404+1-30=170
Ry | 1-5040-40+43-30=140

© Dr. Etienne Emmrich 2004 9
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In gleicher Weise ermitteln wir nun die fiir die Produktion der 120 Bauteile B; und 170 Bauteile

By erforderlichen Stiickzahlen von Ry, ..., Ry:
R1|2-120+1-170=410
Ry | 3-120+2-170="700
Rs | 2-120+2-170=580
Ry |1-120+1-170=290

Fiir die Herstellung von 50 Eq, 40 F5 und 30 E3 werden demnach 410 Ry, 700 + 140 = 840 Ra,

580 R3 und 290 R4 benostigt.

Zu diesen Werten gelangen wir noch auf eine andere Weise: Hierzu gehen wir zunéchst der Frage
nach, wieviel von Ry, ..., Ry fiir die Produktion von je einem Stiick der Endprodukte E1, Es,
Es5 benétigt wird. Dazu miissen wir offenbar die beiden Matrizen aus (2.1) geeignet miteinander
verketten. Die kleine Schwierigkeit mit dem doppelten Auftreten von Ry kénnen wir leicht
beseitigen, indem wir die erste Matrix in (2.1) um eine weitere Spalte (deren Bedeutung sofort

einsichtig ist) wie folgt ergénzen:

B By Ry
Ri| 2 1 0
Ry 3 2 1
Rs| 2 2 0
Ryl 1 1 0

Ey Ey Ej (2.2)
By|1 1 1
Byl 2 1 1
Ryl 1 0 3

Nun hat die erste Matriz genauso viele Spalten, wie die zweite Matriz an Zeilen besitzt. In
anderen Worten: Die Zahl der Outputs bei der ersten Matrix ist gleich der Zahl der Inputs bei
der zweiten Matrix. Um je ein Stiick der Endprodukte herzustellen, benttigen wir offenbar an

Ry, ..., Ro:
E, E, Es
By 1 1 1
B 2 1 1
By By Ry 1 0 3
Ri| 2 1 o(2-1+1-24+0-1 2-141-14+0-0 2:-141-14+0-3
Ry | 3 2 1/3-14+2-241-1 3-14+2-141-0 3-1+2-1+1-3
Rs | 2 2 01)2-142-24+0-1 2-142-140:-0 2:-14+2-140-3
Ryl 1 1 o(1-1+1-24+0-1 1-141-14+0-0 1-141-14+0-3

Dies ergibt den gewiinschten Zusammenhang zwischen Ry, ..

., R4 als Inputs und Ey, Eo, Ej3

10
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als Outputs (wir sprechen auch von einer Input-Output-Analyse):

E, By Ejs
Ri|l4 3 3
Ry| 8 5 8
Ry| 6 4 4
Ril 3 2 2

(2.3)

Sollen nun 50 E1, 40 E5 und 30 E3 hergestellt werden, so miissen wir wieder wie folgt rechnen
und gelangen zu dem uns schon bekannten Ergebnis:

Ry
Ry
Rs
Ry

4-5043-40+3-30=410

8-50+45-40+8-30=840
6-50+4-40+4-30=>580

3-5042-40+2-30=290

Fiir die auBBerdem zu liefernden 20 B; und 10 By werden (wie sich in gleicher Weise berechnen
148t) noch 50 Ry, 80 Ry, 60 R3 und 30 R, bendtigt.
Unternehmen also 460 Rq, 930 Ry, 640 R3 und 320 R4 vorratig haben.

Fiir die gesamte Lieferung muf} das

Um nicht bei jeder Anderung des Lieferauftrags die vorstehende Rechnung erneut anstellen zu

miissen, ist es giinstig, die Gesamtaufwandsmatriz aufzustellen. In dieser sollen Ry, ..

., Ry als

Inputs und die zu liefernden E4, Eo, E3, By, Bs, Ry als Outputs auftreten. Wir bekommen
diese Matrix leicht aus den Matrizen aus (2.2) und (2.3):

Ey Ey E3 By By Ry
R |4 3 3 2 1 0
Ry| 8 5 8 3 2 1
Ry| 6 4 4 2 2 0
Ry| 3 2 2 1 1 0

Zu unserem schon bekannten Ergebnis gelangen wir nun direkt:

(2.4)

Ry |4-50+3-40+3-30+2-20+1-
Ry | 8-50+5-40+8-30+3-20+2-
R3|6-504+4-404+4-30+2-20+2-
Ry |3-50+2-40+2-30+1-20+1-

10+0-
10+1-
10+0-
10+0-

10 =460
10=1930
10 =640
10 =320

Vermittels der Matrizenrechnung, die im folgenden Abschnitt dargestellt wird, konnen wir die
vorstehenden Rechnungen nicht nur iibersichtlicher gestalten, sondern auch verallgemeinern.

© Dr. Etienne Emmrich 2004
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2.2 Mathematischer Exkurs: Matrizenrechnung

Definition. Unter einer m x n—Matrix verstehen wir eine Anordnung von m X n Zahlen in
einem rechteckigen Schema mit m Zeilen und n Spalten.

Wir bezeichnen Matrizen in der Regel mit groflen lateinischen Buchstaben. So ist

1 05 =3

-2 1 0.75
A=

0 0 2

4 =2 =2

eine 4 x 3-Matrix. Allgemein schreiben wir

a1l a12 L A1n

ay a9 e aon
A= (CLZ‘J’) =

aml Am2 ... Gmn

Der erste Index steht fiir die Zeile, der zweite fiir die Spalte.

Hat eine Matrix genauso viele Zeilen wie Spalten, so sprechen wir von einer quadratischen Matrix.

Die Elemente aq1, a99,...,an, nennen wir sodann Diagonalelemente und sprechen auch von der
Hauptdiagonalen.
Eine Matrix mit nur einer Spalte bzw. Zeile nennen wir auch (Spalten- bzw. Zeilen-) Vektor.
Beispiel.

1

-2 |, 4 0 -3 5).

3

In der Regel bezeichnen wir Vektoren mit kleinen lateinischen Buchstaben und meinen einen
Spaltenvektor:

a

a2

Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten (bei quadratischen Matrizen also durch Spiegeln
an der Hauptdiagonalen) erhalten wir die sogenannte transponierte Matrix, die wir mit einem
hochgestellten T bezeichnen.

Beispiel.
1 2 -5
1 =30
B=| -3 4 |, BT= ,ox=| 4 |, 2T=(-5 4 0).
2 4 2
0 2 0

12 © Dr. Etienne Emmrich 2004
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Schreiben wir (2,3,4)T, so ist demzufolge der Spaltenvektor mit den Komponenten 2, 3 und 4
gemeint. (Um MiBiverstindnisse zu vermeiden, trennen wir gelegentlich die einzelnen Kompo-
nenten eines Zeilenvektors durch ein Komma oder Semikolon.)

Offenbar gilt fiir eine Matrix A = (a;;) stets AT = (aj;). Unter einer symmetrischen Matrix
verstehen wir eine Matrix A mit AT = A.
Beispiel.
1 2 3
A=124 7
3 7 =5

Es konnen nur quadratische Matrizen symmetrisch sein.

Mit Matrizen kéonnen wir nun auf recht einfache Weise rechnen. Zunéchst aber halten wir fest,
daB zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) dann und nur dann gleich sind, wenn sie vom selben
Typ sind (also die gleiche Zahl von Zeilen und Spalten besitzen) und sdmtliche Elemente gleich
sind: a;; = b;j fiirallei=1,...,mund j =1,...,n.

Unter der Summe oder Differenz zweier Matrizen vom selben Typ verstehen wir jene Matrix,
die entsteht, wenn wir die einzelnen Elemente addieren bzw. subtrahieren.

Beispiel.
1 -2 4 =2 -3 —4
02 5 -1 02 1 = 0 4
4 —-08 2 -1 2 0.2

So wie bei der Addition (analog bei der Subtraktion) von Null zu einer anderen Zahl, diese
unverindert bleibt, bleibt eine Matrix A unverindert, wenn zu ihr die Nullmatrix, die nur aus
Nullen besteht, addiert wird.

Wir kénnen eine Matrix auch mit einer Zahl multiplizieren, indem wir jeden Eintrag der Matrix
mit dieser Zahl multiplizieren.

Beispiel.

3 -3 4 75 =75 10
2.5' =

-2 0 -1 -5 0 —2.5

Satz. Seien A, B und C beliebige Matrizen vom selben Typ und seien \ und p zwei beliebige
reelle Zahlen. Dann gelten die folgenden Rechengesetze:

A+B=B+A Kommutativitdt
(A+B)+C=A+4+(B+(C) Assoziativitit
AN (A+B)=X-A+)\B Distributivitit
A+u)-A=X-A+u-B Distributivitit

(A£B)T = AT+ BT

Wir kommen nun zur Matrixmultiplikation, die wir schon kennen: Wir haben sie bereits im
vorhergehenden Abschnitt angewandt, ohne sie so zu nennen.

Dr. Etienne Emmrich 2004 13
©



Wirtschaftsmathematik International Business School Berlin

Definition. Seien A = (a;;) und B = (b;;) zwei beliebige Matrizen, wobei A genauso viele
Spalten besitzen mdge, wie B an Zeilen hat. Dann verstehen wir unter dem Produkt C' =
A - B = (¢;j) die Matriz mit den Eintrigen

cij = aitbij + aigbaj + - - + aibyj

wobei r die Zahl der Spalten von A bzw. Zeilen von B sei. Die Produktmatriz C' hat so viele
Zeilen wie A und so viele Spalten wie B.

Beispiel. Seien

0 2 0 5
1 -1 2
A= , B=13 -3 2 1
4 0 25
2 4 —4 2

Offenbar ist A eine 2 x 3— und B eine 3 x 4-Matrix. Das Produkt A - B wird daher eine
2 x 4-Matrix sein. Wir berechnen diese nach folgendem Schema:

0 2 0 5)
3 -3 2 1
2 4 —4 2

1 -1 2 |1.0-1-342-2 1.-2—1-(=3)+2-4 1-0-1-242-(—=4) 1-5-1-1+2-2
4 0 25[4-040-3+25-2 4.240-(=3)+25-4 4-040-2+25-(—4) 4-5+0-1+25-2

Es folgt also

1 13 —-10 8
A-B=

5 18 =10 25

Es zeigt sich, dal die Reihenfolge bei der Multiplikation von Matrizen eine entscheidene Rolle
spielt: In unserem vorstehenden Beispiel kénnen wir das Produkt B - A nicht bilden, denn B
hat vier Spalten, A dagegen zwei Zeilen. Selbst wenn — wie dies bei quadratischen Matrizen von
gleicher Ordnung (mit gleich vielen Zeilen bzw. Spalten) der Fall ist — sowohl A - B als auch
B - A gebildet werden koénnen, so gilt im allgemeinen doch A- B # B - A.

Beispiel.

1 2 0 2 8 12 6 8
B: , A-B: # :B'A.
3 4 4 5 16 26 19 28

A:

So wie bei der Multiplikation einer beliebigen Zahl mit der Eins die Zahl unverédndert bleibt,
bleibt auch eine Matrix, die mit der quadratischen Einheitsmatriz

100 ... 0O
010 ... 0
I'=10 01 0
000 ... 1

multipliziert wird, unverdndert: - A = A-I. (Die Bezeichnung I kommt von Identitét.)
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Satz. Fir die Multiplikation von Matrizen gelten folgende Rechengesetze:
(A-B)-C=A-(B-C) Assoziativitit
(A+B)-C=A-C+B-C Distributivitat
(A-B)T =BT.AT
Einen Spezialfall der Multiplikation von Matrizen stellt die Multiplikation einer Matrix mit
einem Vektor dar:

Beispiel. Seien

1 2 1
10
A= 3 4 ) b= 9 c= -1
—10
5 6 1
Dann gilt offenbar
10
—10
1 2|1-10+2-(=10) = —10
A-b= 3 4|3-10+4-(-10) = —10
5 65-10+6-(—10) =-10
AuBlerdem folgt
1 2
3 4
) 6
¢l A= 1 -1 1|1-1-1-34+1-5 1-2—1-44+1-6 =(3 4).

Dies koénnen wir sofort fiir das Problem aus dem vorstehenden Abschnitt anwenden, sollen
etwa die Gesamtkosten berechnet werden, die dem Unternehmen fiir die beschriebene Lieferung
entstehen. Dazu mogen die Stiickkosten 5 EUR fiir R, 4 EUR fiir Ro, 20 EUR fiir R3 und 3
EUR fiir R4 betragen. Ausgehend von der Gesamtaufwandsmatrix aus (2.4) gilt nun

50
433210 40 460
858 3 2 1 30 930
(5 4 20 3)- : =5 4 20 3)- = 19780.
6 44220 20 640
322110 10 320
10

Die Gesamtkosten betragen also 19780 EUR.

Interessant ist hier die Anwendung des Assoziativgesetzes der Multiplikation, denn multiplizieren
wir zuerst den Vektor der Stiickkosten fiir Ry, ..., R4 mit der Gesamtaufwandsmatrix, so
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erhalten wir (181,121, 133,65,56,4) und miissen diesen Zeilenvektor (dessen Komponenten die
Produktionskosten in EUR fiir Ey, FEy, E3, By, B2, Ry sind) nun nur noch mit dem Vektor der
jeweiligen Lieferanforderungen multiplizieren, um die Gesamtkosten zu erhalten.

Aufgabe 2.1. Identifiziere die einzelnen Rechenschritte im vorhergehenden Abschnitt als Mul-
tiplikationen von Matrizen bzw. Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor.

Aufgabe 2.2. Seien

1 1
-1 0
3 4 2 2 =2 —-10 0 10
A= , B= , C= 2 4 , D=
-2 2 1 -3 0 5 0 10
0 -2
5 2

Bestimme — soweit moglich —
A+C,A+2-D,4-(A-D), A-B,B-A, A-D, B-C", (AT+0C)-D.

Aufgabe 2.3. Bestimme die unbekannten Zahlen «, § so, daf

2 « 4 7
6 -2 -1 «

Aufgabe 2.4. (aus [16]) Einem Betrieb stehen zwei Rohstoffe zur Verfiigung, mit denen er
zwei Endprodukte produziert. Aus den beiden Rohstoffen werden zuniichst drei verschiedene
Zwischenprodukte hergestellt: Fiir eine Einheit des ersten Zwischenprodukts werden zwei Ein-
heiten des ersten und fiinf des zweiten Rohstoffes benétigt. Fiir das zweite Zwischenprodukt
sind drei Einheiten des ersten und vier Einheiten des zweiten Rohstoffes vonnéten. Das dritte
Zwischenprodukt wird aus fiinf Einheiten des ersten und einer Einheit des zweiten Rohstoffes
hergestellt.

Das eine Endprodukt bedarf zu seiner Herstellung sechs Einheiten des ersten, eine Einheit des
zweiten und drei Einheiten des dritten Zwischenprodukts. Das andere Endprodukt wird aus
vier Einheiten des zweiten und zwei Einheiten des dritten Zwischenprodukts gefertigt.

Welche Rohstoffmengen werden benotigt, um 1000 Einheiten des ersten und 2000 Einheiten des
zweiten Endprodukts herzustellen? Wie schlagen sich die Rohstoffkosten auf die Zwischen- und
Endprodukte nieder, wenn der erste Rohstoff 3 EUR je Einheit, der zweite 5 EUR je Einheit
kostet? Stelle auch die Gesamtaufwandsmatrix auf.

Aufgabe 2.5. (aus [10]) In einem Imbifl werden Kartoffelpuffer in drei Geschmacksrichtungen
angeboten, die aus zwei Sorten Rohmasse sowie zusétzlich aus saurer Sahne und Zwiebeln her-
gestellt werden. Die Rohmasse wiederum besteht aus Kartoffeln, saurer Sahne, Zwiebeln und
FEiern.

Je Kelle der ersten bzw. zweiten Rohmasse bedarf es 100 g bzw. 90 g Kartoffeln, 15 ml bzw. 10
ml saurer Sahne, keiner bzw. 5 g Zwiebeln und einem bzw. einem halben Ei.

Fiir eine Portion Kartoffelpuffer der ersten Geschmacksrichtung bedarf es zweier Kellen der er-
sten und einer Kelle der zweiten Rohmasse. Die Kartoffelpuffer der zweiten Geschmacksrichtung
werden je Portion aus einer Kelle der ersten und zwei Kellen der zweiten Rohmasse sowie 20
ml saurer Sahne hergestellt. Die dritte Sorte wird wie die erste hergestellt, aber noch mit 15 g
Zwiebeln verfeinert.
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Wochentlich werden 200 Portionen der ersten, 260 der zweiten und 230 der dritten Sorte verkauft.
Welche Mengen an Kartoffeln etc. mufl der Imbiflbesitzer vorhalten? Wir wollen annehmen, dafl
5 kg Kartoffeln 3.50 EUR, 1 kg Zwiebeln 1.50 EUR, 1 I saure Sahne 2.00 EUR und 50 Eier
8.00 EUR kosten. Welche Warenkosten sind dann wo6chentlich zu erwarten? Fiir welchen Preis
sollten die einzelnen Sorten Kartoffelpuffer verkauft werden, damit der Umsatz etwa viermal so
hoch ist wie der Wareneinsatz?

2.3 Okonomisches Problem II: Marktforschung

Das folgende Problem ist an [13] angelehnt. Auf einem Markt mogen drei Produzenten Pi, P,
und P3 miteinander konkurrieren. Zu einem Zeitpunkt ¢y haben sie einen Marktanteil von 60%,
30% bzw. 10%. Wir sind an der Entwicklung der Marktanteile iiber einen gewissen Zeitraum hin-
weg interessiert. Aus statistischen Erhebungen ist die folgende Matrixz der Kdauferfluktuationen
(auch Ubergangsmatriz genannt) bekannt:

0.6 0.1 0.3
A=1 01 09 00
04 04 0.2

Die Eintrige a;; der Matrix A geben dabei den Anteil der Kunden des Produzenten P; zu einem
gewissen Zeitpunkt ¢, wieder, die zum néchsten Zeitpunkt #5411 vom Produzenten P; kaufen. So
besagt der Eintrag azz = 0.2, daBl 20% dem Produzenten P absolut treu bleiben. Der Eintrag
asz = 0.0 dagegen besagt, dafl keiner der Kunden des Produzenten P» je zum Produzenten Ps
wechseln wird.

Wir gehen hier vereinfachend von einem zeithomogenen Modell aus, indem a;; weder vom konkre-
ten Zeitpunkt noch von der Vergangenheit abhéngt. Derartige Prozesse heiflen auch homogene
Markoffsche Ketten und sind Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Unter der Annahme, dafl zu einem gewissen Zeitpunkt jeweils genau von einem Produzenten
gekauft wird, gilt fiir alle i = 1,2,3

ail +ap+asz=1.

Hat nun P; zur Zeit ¢y einen Marktanteil von 60% = 0.6, so werden hiervon zum nichsten
Zeitpunkt a1; = 0.6 = 60% dem Produzenten P; treu bleiben, das sind 0.6 - 0.6 = 0.36 = 36%
aller Kdaufer. Wegen as; = 0.1 = 10% wechseln 0.3 - 0.1 = 0.03 = 3% der Kunden von P, jetzt
zum Produzenten P;. Wegen a3; = 0.4 = 40% wechseln weitere 0.1 - 0.4 = 0.04 = 4% der
Kunden, die vorher bei P53 gekauft haben, ebenfalls zum Produzenten P;. Insgesamt hat damit
Py zum neuen Zeitpunkt nur noch einen Marktanteil von 36% + 3% + 4% = 43%.

Ausgehend vom Zeilenvektor p(tp) = (0.6,0.3,0.1) der Marktanteile zum Zeitpunkt ¢( ergeben
sich fiir den Zeitpunpkt ¢; die neuen Marktanteile offenbar als

0.6 0.1 0.3
p(t1) =p(ty) - A=(06 03 01)-| 0.1 09 00 | =043 0.37 0.20).

04 04 0.2
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Fiir den Zeitpunkt t5 betragen demnach die Marktanteile

0.6 0.1 0.3
pta) =p(t1) - A= (043 037 0.20)-| 0.1 09 00 |=(0.375 0.456 0.169).
04 04 0.2

Doch dieses sukzessive Berechnen ist nicht gerade vorteilhaft, zumal, wenn fiir p(ty) andere
Werte angesetzt werden sollen. Allerdings gilt

p(t2) = p(t1) - A= p(to) - A- A= p(to) - A
und — wie man sich leicht vorzustellen und auch zu beweisen vermag —
p(tn) = plto) - A", n=0,1,2...

Dabei ist unter A™ wie iiblich das Produkt

A-A-- A
1

zu verstehen, wobei A" = I gesetzt wird.

Aufgabe 2.6. Bestimme die Marktanteile zu den Zeitpunkten ¢4 und tg.

Bestimme die Marktanteile zu allen Zeitpunkten, wenn die anfénglichen Marktanteile 8/31,
20/31 bzw. 3/31 betragen.

Bestimme (mit einem geeigneten Computerprogramm) A2, A0 4%00 und Huflere eine Vermu-
tung dariiber, wie sich die Marktanteile {iber einen grofien Zeitraum hinweg entwickeln.

Aufgabe 2.7. Ein fleifliger Mitarbeiter mochte in einem Unternehmen Karriere machen und
die Karriereleiter mit drei Stufen hinaufsteigen. Dabei erklimmt er, stehend auf der i-ten Stufe
(1 =0,1,2,3; die 0. Stufe entspricht dem untersten Stand), mit der Wahrscheinlichkeit o (0 <
a < 1) die néchste Stufe, mit der Wahrscheinlichkeit 1 —« aber fallt er die gesamte Leiter wieder
herunter. Ist er auf der obersten, also dritten Stufe angelangt, so verbleibt er dort.
Veranschauliche das Problem durch ein Diagramm und gib die Ubergangsmatrix an.

Wie ist der Karriereverlauf in den ersten 5 Schritten, wenn o = 0.4 = 40%, o = 0.5 = 50%,
a=0.6=60% bzw. a =1 = 100% ist?
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3 Diatplan, Leontief-Modell und lineare Gleichungssysteme
3.1 Okonomisches Problem I: Diitplan

An einer Klinik sollen didtetische Mahlzeiten zubereitet werden, die eine vorgegebene Menge an
Kilocalorien, Fetten, Kohlehydraten usw. besitzen sollen.

Der Einfachheit wollen wir annehmen, dafl eine Mahlzeit aus Milch, Reis und Gemiisen zusam-
mengestellt werden kann. Dabei haben 100 g Milch 50 kcal, 5 g Kohlehydrate und 1.5 g Fett.
Auf 100 g Reis entfallen 350 kcal, 75 g Kohlehydrate und 2 g Fett. Der durchschnittliche Brenn-
wert von 100 g Gemiise betrigt 20 kcal. Auflerdem sind in 100 g Gemiise 2 g Kohlehydrate und
0.2 g Fett enthalten. Wieviel Gramm Milch, Reis und Gemiise darf die Mahlzeit nun besitzen,
wenn sie einen Brennwert von exakt 1050 kcal, 185 g Kohlehydrate und 12.5 g Fett besitzen
soll?

Wir wollen mit x1, x2 bzw. z3 die Mengen von Milch, Reis bzw. Gemiise (jeweils gemessen in
100 g) bezeichnen. Dann soll gelten:

50 21+ 35022 +20 xz3 =1050 Brennwert in kcal je 100g
5 1+ Thro+ 2 x3 = 185 Kohlehydrate in g je 100g (3.1)
1.521+ 229+ 0223 = 125 Fett in g je 100g

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten x1, xo, 3.

Es ist {iblich, lineare Gleichungssysteme mit Hilfe von Matrizen und Vektoren zu schreiben.
Seien hierzu

50 350 20 1050
A= 5 75 2 , b= 185
1.5 2 02 12.5

Dann koénnen wir fiir (3.1) auch kurz

A-x=b
schreiben, wobei x = (1, x2, (L‘g)T der Vektor der zu bestimmenden Groflen sei. Wir nennen A
auch Koeffizientenmatriz und b rechte Seite.

Doch wie 16sen wir nun ein lineares Gleichungssystem? Ein mogliches Vorgehen besteht darin,
eine Gleichung nach einer Unbekannten aufzulésen und in die anderen Gleichungen einzusetzen.
So koénnen wir Schritt fiir Schritt die Unbekannten eliminieren und erhalten (leider nicht immer)
zum Schluf} eine Gleichung zur Bestimmung einer Unbekannten. Aus dieser kénnen wir sodann
sukzessive die anderen Unbekannten berechnen.

Wir wollen die erste Gleichung aus (3.1) nach z; auflosen:

1
11 = 75 (1050 — 3502y — 20w3) = 21 — Tay — 0.dzs. (3.2)

Einsetzen in die zweite Gleichung liefert sodann
o - (21 — Txg — 0.4563) + 75x9 + 223 = 185,

woraus nach einigem Sortieren
40z = 80
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folgt. Daf3 hier x3 nicht mehr auftritt, ist dem konkreten Beispiel geschuldet und nicht die Regel.
Auflésen nach zo liefert sofort
Tr9 = 2.

Einsetzen von (3.2) in die dritte Gleichung aus (3.1) fiithrt auf
1.5 (21 — Tzy — 0.43) + 235 + 0.223 = 12.5

bzw.
—8.5562 - 04%3 = —19.

Setzen wir hier noch xo = 2 ein, so erhalten wir
—17—-0.423 = —19

bzw.
—0.4563 =-2.

Mithin gilt z3 = 5.

Aus (3.2) folgt nun
21=21-7-2-04-5=5.

Das Gleichungssystem (3.1) besitzt demnach genau eine Lésung, namlich z = (5,2,5)7, d. h. es

diirfen 500 g Milch, 200 g Reis und 500 g Gemiise fiir die Mahlzeit verwendet werden.

3.2 Mathematischer Exkurs: Lineare Gleichungssysteme

Ist ein lineares Gleichungssystem A -x = b mit einer quadratischen Matrix A vorgelegt, so sieht

man oft als Losung
z=A"1.0b.

Dabei versteht man unter A~! die sogenannte inverse Matriz. Das ist jene Matrix, fiir die
A-At=A1 A=1T
gilt. Fiir die Inverse des Produkts zweier Matrizen gilt: (A-B)~™' = B~1. A~L

Beispiel. Die zu

1 2
A p—
-2 4
inverse Matrix ist durch
41— 0.5 -0.25
0.25 0.125

gegeben.

Jedoch gibt es nicht zu jeder Matrix A eine inverse Matrix.

Beispiel. Die Matrix
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besitzt keine inverse Matrix. Denn angenommen B = (b;;) sei die inverse Matrix. Dann muf}
wegen A - B = I gelten

bi1 +2b21 =1, b1z +2b =0,
2b11 +4boy =0, 2b12 +4by2 = 0.

Dividieren wir die in der zweiten Zeile stehenden Gleichungen durch 2, so sehen wir sofort, daf}
diese im Widerspruch zu den Gleichungen in der ersten Zeile stehen.

Selbst wenn es eine inverse Matrix gibt, so ist die Losungsdarstellung = = A~'b fiir das lineare
Gleichungssystem Az = b oft nur von theoretischem Interesse. Denn ist die quadratische Matrix
A = (a;j) von der Ordnung n, so erfordert die Berechnung der inversen Matrix A~! = (b;;) die
Losung der n Gleichungssysteme

bll 1 bl2 0 bln 0
bo1 0 bao 1 ban, 0
Al byt |=]1 0, A b2 [=]0], A-| b3 |[=] 0
bn1 0 bno 0 bnn 1

Die Zahl der fiir die Losung eines Gleichungssystems von der Ordnung n (also mit n Unbe-
kannten und einer n x n—Koeefizientenmatrix) erforderlichen Rechenoperationen ist i. allg. von
der GroSenordnung n?. Fiir ein Gleichungssystem mit 1000 Unbekannten sind also etwa 10°
Rechenoperationen notig. Soll dagegen die Inverse der Koeffizientenmatrix bestimmt werden,
so sind sogar 10'? Rechenoperationen erforderlich.

Wir wollen lineare Gleichungssysteme — auch mit rechteckiger Koeffizientenmatrix — deshalb
direkt 16sen und nicht auf die inverse Matrix zuriickgreifen.

Zuvor aber sei bemerkt, daf ein lineares Gleichungssystem entweder

e keine Losung oder
e genau eine Losung oder

e unendlich viele Losungen

besitzen kann.

Beispiel. Das lineare Gleichungssystem

z+y=1

r+y=-1
ist nicht losbar, denn es kann eine Grofe (hier x 4 y) nicht zugleich 1 und —1 sein. Dies ist ein
Widerspruch in sich.

Das lineare Gleichungssystem

2¢c —y =0
z+y=3
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besitzt genau eine Losung, ndmlich (z,y) = (1,2). Aus der ersten Gleichung folgt unmittelbar
y = 2z. Mithin besagt die zweite Gleichung, dafl 3z = 3, also x = 1 gilt. Dann aber ist y = 2.
Eine andere Losung kann es nicht geben.

Das lineare Gleichungssystem
r—y+z2=0
2 +y =5
6x +22=10

besitzt unendlich viele Losungen. Zunichst folgt aus der ersten Gleichung y = x + 2. Dann
aber besagt die zweite Gleichung, dal 3z + z = 5. Multiplizieren wir diese Gleichung mit
Zwei, so erhalten wir die dritte Gleichung, die uns also keine neue Erkenntnis liefert. Mit
(x,y,2) = (1,3,2) ist eine Losung gegeben. Aber auch jeder Vektor der Gestalt (z,5—2x,5—3x)
(z. B. (0,5,5)) ist Losung des Gleichungssystems, wobei wir x frei wéhlen kénnen.

Im vorigen Abschnitt haben wir bereits an einem Beispiel ein mogliches Vorgehen zur Losung
eines linearen Gleichungssystems beschrieben. Es besteht nun die Aufgabe, einen allgemeinen
Algorithmus anzugeben. Dies wird der nach Carl Friedrich Gauf8 (1777 — 1855) benannte Gaujs-
Algorithmus sein.

Wir halten zunéchst fest, dafl
e das Vertauschen zweier Gleichungen,
e das Addieren einer Gleichung zu einer anderen,

e die Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl
die Menge der Losungen des linearen Gleichungssystems unveréndert 148t, denn alle diese Ope-
rationen sind umkehrbar.
Das Ziel besteht nun darin, die oben genannten elementaren Umformungen so anzuwenden, als

da wir zu einem dquivalenten Gleichungssystem gelangen, aus dem wir leicht ablesen kdnnen,

e ob das Gleichungssystem losbar ist,
e falls es losbar ist, ob es eine oder unendlich viele Losungen gibt und

e wie sdmtliche Losungen lauten.

Wir demonstrieren den Gauf-Algorithmus zunéchst an einem Beispiel.:
Beispiel. Wir wollen das lineare Gleichungssystem

221 + x9 + bry + 3x4 = 16

41 4+ 229 + 23 + 814 = 12

2x1 + 2x9 4 63 + 54 = 15

+5 +7 > 11
T1+ T2+ =x3— —x4 =
1T 5%+ 5% = 5%

l6sen. Um die Sache iibersichtlicher zu gestalten, schreiben wir dies in der kurzen Form

2] 1 5 3|16
4 2 1 8 |12
2 2 6 5 |15
133 3|n
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Ziel ist es, ab der zweiten Gleichung x1 zu eliminieren, d. h. unterhalb des bereits in einen Kasten
gesetzten Pivotelements (frz. le pivot = Tiirangel, Hauptstiitze, Dreh- und Angelpunkt) Nullen
zu erzeugen. Dazu nehmen wir folgende Operationen vor:

1 5 3|16

4 2 1 8 |12 —3 x erste Zeile
2 2 6 5 |15]| —2 x erste Zeile
1 % % —% 11 —% X erste Zeile

Es folgt
1 5 3] 16

2
0 [0] -9 2 [-20
01 1 2|-1
0 2 1 -3| 3

Nun wollen wir wie eben verfahren und unterhalb der zweiten Gleichung die Variable xo elimi-
nieren. Doch leider steht in der zweiten Zeile und zweiten Spalte bereits eine Null. Deshalb
miissen wir die zweite mit der dritten (oder auch der vierten) Gleichung tauschen:

2 1 5 3| 16
0 1 2] -1
0 0 -9 2 | —20 |l bleibt unverandert
0 2 1 =3| 3 | —32xzweite Zeile
Es folgt
21 5 3 | 16
0 1 1 2 | -1
0 0 2 | —20
00 —1 =7| 5 | —=5x dritte Zeile
und schliefllich
21 5 3 16
01 1 2 -1
00 -9 2 |-20
00 0 -2 %
Aus der letzten Zeile folgt sofort x4 = —1. Setzen wir dies in die dritte Gleichung ein, so folgt
—9x3—2 = —20, also x3 = 2. Aus der zweiten Gleichung folgt dann 2o = —1 und aus der ersten

x1 = 5. Eine Probe bestiitigt unsere Losung (5, —1,2, —1).

Gehen wir von dem allgemeinen (woméglich rechteckigen) System

a1171 + a1axe + -+ + a1pxy, = by
a91x1 + agas + -+ - + a2,y = by

Am1T1 + Ama®2 + - + ATy = by,
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aus, welches aus m Gleichungen mit n Unbekannten besteht.

Wir wollen annehmen, dafl x; in dem System wirklich vorkommt, also in der ersten Spalte
wenigstens eine der Zahlen a;; ungleich Null ist. Andernfalls numerieren wir die Unbekannten
um.

Wir wollen weiterhin annehmen, dafl a;; # 0. Andernfalls tauschen wir die erste mit einer der
nachfolgenden Zeilen. Nach unserer ersten Annahme mufl es mindestens eine Zeile geben, in der
x1 vorkommt.

Jetzt subtrahieren wir von der zweiten Gleichung das ag;/aii-fache der ersten Gleichung, von
der dritten Gleichung das a3y /aj1-fache der ersten Gleichung usf. Wir erhalten so ein neues,
zum usrpriinglichen System #Hquivalentes System, in dem z; nur noch in der ersten Gleichung
vorkommt.

Jetzt betrachten wir lediglich die Gleichungen ab der zweiten Zeile; die erste Gleichung bleibt
unverdndert. Wir verfahren wie eben und gelangen so zu einem System, in dem a9 nur noch in
der zweiten Gleichung auftritt. Allerdings kdnnte es sein, dafl x5 schon gar nicht mehr auftaucht.
Dann gehen wir gleich zu jener Unbekannten iiber, die in dem System noch vorkommt und den
kleinsten Index hat.

Wir setzen das ganze Verfahren solange fort, bis in den nachfolgenden Gleichungen keine Unbe-
kannten mehr auftreten oder es keine nachfolgenden Gleichungen mehr gibt.

Wir gelangen so zu der sogenannten Zeilenstufenform, die etwa folgende Gestalt haben koénnte:

| | =b

Dabei ist r der Index jener Zeile, in der mindestens eine Variable noch vorkommt, in der also
nicht alle Eintrége gleich Null sind.

Fiir das Losungsverhalten beobachten wir nun folgendes:

e Gilt r < m und ist mindestens eine der Zahlen b,1, b2, ... by, ungleich Null, so erhalten
wir einen Widerspruch und das System ist nicht ldsbar.

e Gilt by1 =bpy2 =+ =by, =0 oder r = m, so ist das System [dsbar, und zwar

— eindeutig, wenn auflerdem r = n. Denn dann sind alle Stufen von der Breite 1. Wir
konnen die Lésung, beginnend mit der letzten Variablen aus der letzten Gleichung,
berechnen.

— mit unendlich vielen Losungen, wenn r < n. Denn dann gibt es mindestens eine
groflere Stufe (nicht nur von der Breite 1) und es gibt mindestens eine Variable, die
in keiner Zeile am Zeilenanfang steht. Derartige Variablen (es sind genau n — r)
konnen wir frei wihlen. Die anderen Variablen berechnen wir in Abhéngigkeit dieser
freien Variablen.
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Aufgabe 3.1. Schreibe die beiden nachstehenden linearen Gleichungssysteme in Matrix-Vektor-
Form und bestimme, wenn moglich, alle Losungen:

20+ 3y —2=—7,

8y + 2z =10,
—x+y—z=-4,
- 4+ 2z2=0;

2a+b—c =1,
3a—b—2c+d=2,
a+ 3b —d=3.

Aufgabe 3.2. Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme Az = b mit

1 2 3 13
A=12 3 1|, b=1| 6 |;
31 2 11
3 1 1 3
A:4_12,b:4,
1 -1 1 1
4 -1 2 5

4 -1 =3 5 -2
A= -1 1 1 =1 |, b=| 4 [;
2 -1 -1 =2 1

Aufgabe 3.3. (aus [16]) Wie ist o zu wihlen, damit das lineare Gleichungssystem

3T +4$2+4£C3 =2
3x1+2x9+ 3x3 =3
4z +dxo +axg =4

genau eine Losung besitzt? Gib die Losung in Abhéngigkeit von « an.

3.3 Okonomisches Problem Il: Leontief-Modell und Input-Ouput-Analyse

Bereits mit seiner Dissertation ,,Die Wirtschaft als Kreislauf“, die er 1928 in Berlin verteidigte,
legte Wassily Leontief (1906 in Petersburg geboren, 1999 in New York gestorben) die Grundlagen
der Input-Output-Analyse. Fiir diese erhielt Leontief 1973 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswis-
senschaften.

Ein Wirtschaftssystem sei in die produzierenden (endogenen) Sektoren P, Ps, ..., P, und den
nichtproduzierenden Endverbraucher (exogener Sektor) E eingeteilt. Selbstversténdlich kénnte
es auch mehrere Sektoren von Endverbrauchern geben. Die produzierenden Sektoren beliefern
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sich untereinander. Die Menge der Einheiten (zumeist schon in Ab-Werk-Preisen angegeben),
die Produzent P; von P; erhilt, sei mit p;; bezeichnet:

P2 .
Unter p;; wird der Eigenverbrauch von P; verstanden. Insgesamt produziert P; die Menge p;

(Output), wovon die Menge ¢; fiir den Endverbraucher bestimmt sind.

Schlieflich kénnen noch Primérinputs (Ressourcen, Arbeitsleistungen aus dem exogenen Sektor,
Importe) Ry, Ry, ... R,, beriicksichtigt werden. Mit r;; (i =1,...,m, j = 1,...,n) bezeichnen
wir jene Menge von Ressourcen R;, die P; erhilt:

TZ]

R, 2 P

Die Gesamtmenge der Ressourcen R; sei mit r; bezeichnet.

Wir gelangen so zur Input- Output-Tabelle:

an endogene Sektoren exogener S. || Gesamt-
von P, P ... Py FE output
endo- | P | p11 ... P1j ... DPin Q1 D1
gene :

P\ pa - Dpij - DPin qi Di
Sek . . . . .
toren | P, | pn1 .. Pnj -+ DPmm qn Pn
Pri- Ry |ra ... 715 ... Tin
maéar-

Ry | rin ... T ... Tin
in-
puts | Ry | Tm1 - Tmj - Tmn

Offenbar gilt fiir alle ¢ = 1,2,...,n die Input-Output-Bilanz
Pi1 +DPi2 + ... Pin + G = Di - (3.3)

Es bezeichne nun a;; die zur Produktion einer Einheit von P; erforderliche Produktion von F;.
Dann gilt

bij = aij - pj -
Fassen wir die die Eintréige a;; in der Matrix A = (a;;), die Gesamtproduktionen in dem Vektor
p = (p1,...,pn)" und die den Endverbrauchern zuzufiihrenden Mengen in dem Vektor ¢ =

(q1,--.,qn)" zusammen. Mit (3.3) folgt dann
Apt+q=p
bzw.
(I—-A)p=gq. (3.4)

26 © Dr. Etienne Emmrich 2004



International Business School Berlin Wirtschaftsmathematik

Das System (3.4), welches die Verflechtung zwischen den Gesamtproduktionen der einzelnen
Sektoren und dem fiir den Endverbraucher bestimmten Absatz wiedergibt, heifit auch Leontief-
Modell. Sind die fiir den Endverbraucher bestimmten Mengen ¢ bekannt, so kénnen wir aus
dem linearen Gleichungssystem (3.4) die zu produzierenden Mengen p berechnen. Oftmals findet
man auch

p=I—-A)""q.

Dies setzt natiirlich voraus, daf§ die inverse Matrix existiert, d. h. das Gleichungssystem (3.4)
eindeutig l6sbar ist. Ohnehin ist es — wegen des hohen Aufwands — nicht zu empfehlen, die
Inverse zu berechnen, es sei denn p soll fiir verschiedene g bestimmt werden.

Um die Verflechtung vollstéindig wiederzugeben, bedarf es noch der Analyse der Verflechtung
zwischen den Primérinputs und den Produzenten. Zunéchst beobachten wir die Bilanz

riitrio+-+rim=ri, 1=12....m. (3.5)

Bezeichnen wir mit b;; die Menge an Ressourcen R;, die P; fiir die Produktion von einer Einheit
bendtigt, so gilt
rij = bij - pj -

Es folgt daher aus (3.5)
B-p=r, (3.6)

wobei B = (b;;) (beachte, da8 B in der Regel rechteckig ist, da i. allg. m # n) und r =
(r1,79,...7m)". BEs ist nicht zu erwarten, daf aus vorgegebenem r eindeutig ein p berechnet
werden kann. Dies steht in Einklang mit der Erfahrung, dal dieselben Mengen von Ressourcen
r zu verschiedenen Produktionen p fithren kénnen.

Die Beziehungen (3.4) und (3.6) ermdglichen die Berechnung der Primérinputs r aus der End-
nachfrage q. Ist die Matrix I — A invertierbar, so gilt

r=B-p=B-(I—-A)"!.q.

Die soeben dargestellte Input-Output-Analyse bzw. das Leontief-Modell kann sowohl bei volks-
wirtschaftlichen als auch bei betriebswirtschaftlichen Betrachtungen Anwendung finden. Le-
diglich die Bedeutung der Sektoren etc. wird eine andere sein. Input-Output-Tabellen fiir die
Volkswirtschaft in Deutschland fithrt das Statistische Bundesamt in Wiesbaden.

Beispiel. In [17] findet sich die Input-Output-Tabelle fiir das Jahr 1995 zu Herstellungspreisen
mit giiterméfBiger Aufgliederung der Importe. Wir geben die Tabelle hier nur gekiirzt wieder;
alle Eintrége sind in Mrd. DM:

Verwendung | Input der Produktionsbereiche Letzte Gesamte
Aufkommen Bereich 1) Bereich 2) Bereich 3) | Verwendung von Giitern
Bereich 1) 2.6 67.4 6.1 41.1 117.2
Bereich 2) 21.5 1049.8 303.2 1857.9 3232.4
Bereich 3) 17.5 460.5 1170.7 | 2111.8 3760.5
Abgaben 4) —4.2 3.2 1.7
Arbeitnehmerentgelt 18.0 731.5 1193.3
Abschreibungen etc. 28.4 263.1 941.5
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Bereich 1) Land- und Forstwirtschaft, Fischerei

Bereich 2) Produzierendes Gewerbe

Bereich 3) Dienstleistungen

Abgaben 4) Sonstige Produktionsabgaben abziiglich sonstige Subventionen

In unserer Notation haben wir

117.2 41.1 0.7
p=| 32324 |, g=| 18579 [, r=] 1942.8
3760.5 2111.8 1233.0
sowie
20 Std o Ll 0.0222 0.0209 0.0016
A= Z2L5 10498 3032 | ~ | (0.1834 0.3248 0.0806 |,
ir5 A5 e 0.1493 0.1425 0.3113
— 1 T s —0.0358 0.0010 0.0005
B=| 180 L5 B3 |~ | 01536 02263 0.3173
284 2631 945 0.2423  0.0814 0.2504

117.2 3232.4  3760.5

Wir wollen nun priifen, ob die Beziehungen (3.4) und (3.6) erfiillt sind. Tatséchlich gilt

41.1 0.7
(I-A)-p~| 18579 |~q, B-p~| 19428 | =r.
2111.7 1233.0

Es sollen nun die erforderlichen Gesamtproduktionen und Primérinputs berechnet werden, wenn
die letzte Verwendung von Giitern (Konsum, Exporte, etc.) aus Land- und Forstwirtschaft
100 Mrd. DM, jene aus dem produzierenden Gewerbe 1500 Mrd. DM und jene aus Dienstlei-
stungen 3000 Mrd. DM betridgt. Wir miissen also aus dem linearen Gleichungssystem (3.4)
den Vektor p bestimmen, wobei A wie oben und ¢ = (100,1500,3000)T gegeben sind. Mit
dem GauBschen Algorithmus folgt p = (171.6,2863.4,4985.7)T. Aus (3.6) berechnen wir dann
r=(—1.1,2256.5,1522.9)T.

Aufgabe 3.4. Beschaffe (etwa per Internet vom Statistischen Bundesamt) eine reale Input-
Output-Tabelle und {iberpriife (zumindest auszugsweise), ob die dortigen Angaben mit dem
Leontief-Modell in Einklang stehen.

Aufgabe 3.5. (In Anlehnung an [10].) In einer Cafeteria werden belegte Brotchen, Kaffee und
Eis angeboten. Leider verzehren die Betreiber selbst gern ihre Produkte, ndmlich etwa jedes
zehnte Brotchen, nach je 25 Kugeln Eis nochmal ein Brotchen, jeweils nach dem Verkauf von 20
Brotchen etwa eine Kugel Eis und auflerdem jede 50. Kugel Eis. Stelle die Matrix A aus dem
Leontief-Modell auf und berechne die erforderliche tégliche Gesamtproduktion, wenn pro Tag
eine Nachfrage von 55 Brotchen, 200 Tassen Kaffee und 150 Kugeln Eis besteht.

Aufgabe 3.6. (aus [10]) Ein Betrieb benétigt fiir die Herstellung der drei Produkte Pp, P,
P; die Ausgangsmaterialien A;, Ay, Az, und zwar zwei Mengeneinheiten (ME) von A;, drei
von A, und eine von Ag fiir die Produktion einer ME von Pj, je eine ME von A; bzw. Aj
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fiir die Produktion einer ME von P, sowie vier ME von A; und je zwei von As bzw. Asg fiir
die Produktion einer ME von Ps;. Auferdem tritt ein Eigenverbrauch auf (z. B. durch den
Produktionsprozel, durch Ausschuf}, durch Eigenverbrauch im eigentlichen Sinne etc.). Fiir die
Produktion je einer ME von P; werden 1/4 einer ME von P;, 1/4 ME von P; und 1/3 ME von
P5 bendtigt. Bei der Produktion je einer ME von P, werden 1/4 ME von P» selbst verbraucht.
Bei der Produktion je einer ME von P3 wird eine halbe ME selbst verbraucht.

Welche Mengen an Ausgangsstoffen sind erforderlich fiir insgesamt 40 ME von P;, 40 ME von
P, und 30 ME von P3? Wieviel der Produktion steht fiir den Absatz zur Verfiigung?

Aufgabe 3.7. (In Anlehnung an [10].) Fiir die Herstellung einer ME der chemischen Substanz
C1 werden 0.1 ME derselben und 0.2 ME der chemischen Substanz Cy benétigt. Fiir die Her-
stellung einer ME von C werden 0.2 ME von Cs selbst verbraucht. Fiir den laufenden Monat
wurden 1800 ME von C; und 200 ME von Cy bestellt. Wie hoch mufl die Gesamtproduktion
sein?

Wir wollen weiterhin annehmen, dafl die Herstellung bestimmte Rohstoffe Ry, Rs, R3 erfordert,
und zwar fiir die Herstellung von je 10 ME von Cy eine ME von Ry, zwei von Rs und fiinf von
Rj3. Die Produktion von je 10 ME von C erfordert vier ME von Ry und 3 ME von R3. Welche
Rohstoffmengen werden fiir den laufenden Monat benétigt?
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4 Funktionen in der Okonomie
4.1 Okonomisches Problem: Nachfrage, Preis & Co.

Der Zusammenhang zwischen fundamentalen wirtschaftlichen Grofien wie Menge, Preis, Einkom-
men, Kosten, Nachfrage usf. wird, zumindest ndherungsweise, durch mathematische Funktionen
beschrieben.

Oft héngen diese Funktionen nicht nur von einer sondern von vielen Variablen ab. Ob die Be-
schreibung durch eine gewéhlte mathematische Funktion sinnvoll ist, ob sie (in einem gewissen
Bereich) zuverlédssige Aussagen und Vorhersagen ermoglicht, ist eine Frage der mathematischen
Modellierung. Mathematische Modellierung findet immer im Wechselspiel von konkreter An-
wendung (hier: Teilproblem der Okonomie) und Mathematik statt.

In der Okonomie sind es insbesondere folgende Zusammenhénge, die von Interesse sind:

Nachfragefunktion Die Menge eines Gutes, die von einem (oder mehreren) Konsumenten
bendtigt wird, die Nachfrage, hédngt von der Bevolkerungszahl, vom Einkommen, vom
Vermogen, vom Preis des Gutes, vom Preis anderer Giiter, vom betrachteten Zeitintervall,
von der Jahreszeit, von der Qualitdt des Gutes, von Geschmack und Farbe des Gutes usf.
ab. Einige der Variablen sind nicht oder nur schwer quantifizierbar. Halten wir — bis auf
den Preis x des Gutes — alle diese Variablen fest (und fassen sie als Parameter auf), so ist
die Nachfrage y eine Funktion im Preis z.

Nachfrage = f(Preis)
y=f(z), zB.y=ar+b

Der konkrete Verlauf einer Nachfragefunktion héngt vom konkreten Problem ab. In der
Regel kann die Funktion nicht exakt angegeben werden, sondern wird aus empirischen
Daten niherungsweise ermittelt (etwa mit der Fehlerquadratmethode). Dabei wird ein
Ansatz (eine Funktionsklasse wie Polynome oder Exponentialfunktionen) gewéhlt, der den
beobachteten und zu modellierenden qualitativen Eigenschaften entspricht.

So wird eine Nachfragefunktion monoton fallend sein, denn mit wachsendem Preis wird
die Nachfrage zuriickgehen. Auch wird es einen Preis geben, bei dem die Nachfrage gleich
Null ist (Nullstelle der Funktion). Im einfachsten Fall konnen wir dieses Verhalten durch
eine lineare Funktion y = az + b beschreiben, wobei a < 0 (monoton fallend). Auflerdem
ist b > 0 zu fordern, damit fiir positives x iiberhaupt eine Nachfrage existiert (y > 0).

In Teilen der wirtschaftswissenschaftlichen Literatur wird bei der Nachfragefunktion nicht
y iiber x abgetragen, sondern umgekehrt x iiber y. Aus mathematischer Sicht wird also die
Umkehrfunktion « = yT_b dargestellt, die die Abhéngigkeit des Preises von der Nachfrage
wiedergibt (obwohl der Preis die unabhéngige Variable sein soll).

Produktionsfunktion Die von einem Gut produzierte Menge hingt von der eingesetzten Ar-
beitszeit, von der Rohstoffmenge usf. ab. Oft wird es ein Sattigungsniveau geben, das eine
absolute Grenze fiir die Produktion darstellt; eine Produktionssteigerung dariiberhinaus
ist nicht moglich.

Output = f(Input)
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Kostenfunktion Die in Geldeinheiten gemessenen (Stiick-) Kosten y hingen von der produ-
zierten Menge ab. Die Kostenfunktion wird in der Regel monoton wachsend sein.

Kosten = f(Produktion)
y=f(x)

Angebotsfunktion Die Menge eines Gutes, die ein Unternehmen bereit ist anzubieten, hingt
vom Preis ab, den das Unternehmen fiir das Gut erhiilt.

Angebot = f(Preis)
y = f(z)

Konsumfunktion Betrachtet man eine Volkswirtschaft, so hédngt der Verbrauch (Verzehr von
Giitern und Dienstleistungen) durch den Haushaltssektor vom Volkseinkommen ab.

Konsum = f(Einkommen)

y = f(z)

Investitionsfunktion Die Menge der Investitionen (gemessen in Geldeinheiten) kann als Funk-
tion vom aktuellen Zinssatz angesehen werden.

Investitionen = f(Zinssatz)

y = f(z)

Stets ist es wichtig, vorher Einheiten festzulegen, in denen z und y gemessen werden sollen.
Fiir die Auswahl der Funktion (aus einer bestimmten Klasse) sind auflerdem grundlegende wirt-
schaftliche Gesetze zu beriicksichtigten, die qualitative Zusammenhénge widerspiegeln.

So besagt das Gesetz vom abnehmenden Ertragszuwachs, dafi ab einer bestimmten Inputmen-
ge die Outputmenge kaum mehr wichst. Dagegen besagt das Gesetz vom zunehmenden Ko-
stenzuwachs, dafl ab einer bestimmten Produktionsmenge jede zusitzliche Outputeinheit (jede
zusétzliche Produktion) immer groflere, zusétzliche Kosten verursacht.

SchlieBlich ist darauf hinzuweisen, dafl oftmals eine andere, dem Sachverhalt angepafite Bezeich-
nung als y = f(z) gewahlt wird.

Den Anwender interessieren hiufig die Grenzkosten, der Grenznutzen, die Grenzproduktion usf.
Wir werden sehen, dafi die Grenzfunktion nichts anderes als die erste Ableitung der Funktion
ist.

Aufgabe 4.1. Die auf das zu versteuernde Jahreseinkommen zu entrichtende Einkommenssteu-
er berechnet sich nach einer im Gesetz beschriebenen mathematischen Funktion. Beschreibe
diese formelméfBig und skizziere sie fiir geeignete Intervalle.

Aufgabe 4.2. Wiederhole die Kenntnisse iiber das Monotonie- und Kurvenverhalten von Funk-
tionen: monoton wachsend vs. monoton fallend, (lokale und globale) Extrema, konvex vs. kon-
kav, Wendepunkt.

4.2 Mathematischer Exkurs: Ableitungen und Elastizitat

Definition. Fine Funktion y = f(x) heifit an der Stelle & ihres Definitionsbereiches differen-
zierbar, wenn der Grenzwert
L TG AT~ f(2)

Ax—0 Ax
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existiert, wobei Ax # 0 und & 4+ Ax im Definitionsbereich liege. Der Grenzwert heif§t erste
Ableitung von f an der Stelle & oder auch Differentialquotient, in Zeichen:

d
y' (%) bzw. f'(&) oder auch d—y bzw

T =2 D dx|e=z

Die erste Ableitung (der Differentialquotient) ist demnach der Limes der Differenzenquotienten.
Geometrisch entspricht der Differenzenquotienten % = W dem Anstieg der Sekante,
die durch die Punkte (z, f(2)) und (z + Az, f(Z + Ax)) geht. Die erste Ableitung % dagegen
ist gleich dem Anstieg der Tangente an f im Punkt (Z, f(z)).

Stellen wir uns vor, wir &ndern das Argument x. Der Differenzenquotient gibt dann den Quoti-
enten aus der Anderung der Funktionswerte und der Anderung der Argumente an. Demzufolge
beschreibt die Ableitung einer Funktion ihr Anderungsverhalten, wenn wir eine (infinitesimal)
kleine Anderung in x vornehmen.

Berechnen wir fiir alle Stellen x die jeweilige Ableitung, so erhalten wir eine neue Funktion.

Beispiel. Sei y = f(z) = 2. Mit binomischer Formel sehen wir, daf

2 _ 2
Ay x5 —ax7
A——7—$1+$2-
X Tro — I

Néhert sich Az nun 0, d. h. konvergiert xo gegen x1, so folgt

A
f(z1) = Ahmo A_:yc =21 +x1 =227 .
xTr—>

Die quadratische Funktion y = f(x) = 22 besitzt iiberall eine Ableitung, namlich y’ = f'(z) =
2z.

Nicht jede Funktion besitzt in jedem Punkt eine Ableitung. So ist die Funktion y = |z| in 2 =0
nicht differenzierbar. Denn ndhern wir uns von links der Stelle x = 0, so féllt die Betragsfunktion
und der Anstieg ist iiberall —1. Dagegen ist die Betragsfunktion fiir alle Argumente, die rechts
von z = 0 liegen, monoton wachsend mit dem konstanten Anstieg 1. Es gilt

-1 fiir x1,29 <0,
o+
2T fiir x1 < 0 < x9,
Ay _ 2| — [#1] _ Ty — 1
Az xmp—m To+
2 L flir xo <0 < 21,
T2 — 21
1 fir 1,29 > 0.

Daher kann der Grenzwert
Ay
im —=
Azx—0 Az
nicht existieren.

Fiir das Ableiten gelten insbesondere folgende Regeln, wobei a, b beliebige reelle Zahlen und u, v
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beliebige Funktionen seien:

Funktion Ableitung
ar +b a
Jd ax‘“l
1
Inx —
x
e’ e’
a® = elna Ina-a®
sinx Ccos T
CoS T —sinx
u+v u 4 (Summenregel)
u-v v+ uv’ (Produktregel)
Lo o
2 LY 5 ld (Quotientenregel)
v v
u(v(z)) | d(v(z)) ' (2) (Kettenregel)

Aufgabe 4.3. Berechne die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen:

9
flz) =22 4z, g(z)= . e z , h(z)=+vz, {(x)=sin (e4m+1 . 230_0'5) )

Aufgabe 4.4. Beweise unter Benutzung der Definition der Ableitung, dafl die Ableitung von
y = f(z) = e* die Funktion f selbst ist.

Hohere Ableitungen werden sukzessive definiert: So ist f”(%), also die zweite Ableitung von f
an der Stelle #, nichts anderes als die erste Ableitung von f" an der Stelle .

Aufgabe 4.5. Sei die Funktion f hinreichend oft stetig differenzierbar. Wie kénnen das Mono-
tonie- und Kurvenverhalten sowie Extrema und Wendepunkte mit Hilfe von Ableitungen cha-
rakterisiert werden?

Beschreibe y = f(x) die Kosten in Abhéngigkeit von der produzierten Menge. Wird nun die
Produktion von xy Stiick um Az ein wenig auf zo = x1 + Ax erhoht, so dndern sich die Kosten
von y; = f(x1) auf

yo = f(x2) = f(x1 + Az) ~ f(x1) + f'(21) - Az, (4.1)
also um
Ay~ f'(z1) - Az.
Man sagt deshalb, f’ sei die Grenzfunktion. Fiir die relative Anderung gilt dementsprechend

Ay  f'en) o Az

Y1 ” f(ﬂﬁl) x1 (4'2)

Allerdings haben wir noch zu kliren, warum die Beziehung (4.1) iiberhaupt gilt. Wir kénnen
sagen, daf sie leicht aus der Definition der Ableitung folgt. Denn wenn Az klein ist, dann
mufl ﬁ—g doch bereits in der Nihe von f/'(z1) := limAm_)Oﬁ—g liegen. Genauer ist (4.1) eine
Folgerung aus dem Satz von Taylor, der wiederum eine Verallgemeinerung des aus der Schule
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Abbildung 4: Ableitung und Beziehung (4.1)

bekannten Mittelwertsatzes der Differentialrechung ist. Auf beide Sétze wollen wir hier nicht
niher eingehen. Stattdessen geben wir in Abb. 4 eine einfache geometrische Deutung von (4.1).
Dargestellt ist die Funktion y = 23 — 222 — 5z 4 20 im Intervall [1.9,2.3]. Es gilt

fl(x) =32 —4z -5, f(2) =10, f'(2) = —1.
Die Tangente im Punkt (2, f(2)) wird durch die Gerade
yr=f'2) (x=2)+ f(2)=-1- (2 —2)+ 10 = —x + 12
beschrieben. Mit 1 = 2 und zo = 2.1 folgt
Ay = f(2.1) — f(2) = —0.059.

Andererseits gilt
F(2)-Az=-1-0.1=-0.1

und somit

Ay = —0.059 ~ —0.1 = f/(z1) - Ax.

Definition. Sei die Funktion y = f(x) gegeben und an der Stelle & ihres Definitionsbereiches
differenzierbar. Gelte ferner f(z) # 0. Dann heifit

crald) = @) = =

< | &

Elastizitét von f (bzw. y) beziiglich = an der Stelle & oder auch x-Elastizitdt von f an der Stelle

x.

Wegen (4.2) gilt
Ay (1) Ax
— ~epg(w) —,
(1 fe Ty
so dafl £, ungefdhr angibt, wie stark sich die relative Anderung in z relativ auf y auswirkt.

Mit anderen Worten, die Elastizitéit gibt ungefihr die prozentuale Anderung in y an, wenn z
um 1% geéndert wird: Es werde x7 um 1% geéindert, so dafl x5 = 21 + 0.012;. Dann folgt

Yo = f(xg) = f(:Cl + Olel) = f(:Cl) + 0.0121 - f’(ml) =y + 0.01x1 - f’(:cl) .
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Die prozentuale Anderung in y ist daher

_ 01 . f!
Y2 y1%100.00x1 f'(@1)

100 - m ) =efa(r1).

Beispiel. Sei f(z) = ¢ = const. Dann ist €7, = 0.
Sei f(x) = bz®. Dann ist f'(z) = abr® ! und es folgt

a—1 T
bxe

Aufgabe 4.6. Bestimme die Elastizititen fir f(x) = ax, g(x) = 2, h(z) = ax + b, {(x) = be®™.

£f2(x) = abx =a.

Hinsichtlich der Grofle der Elastizitéit unterscheidet man folgende Félle:

elastisch: lefz| > 1, also g5, < —1 oder g5, > 1,
flieBBend: lefe| =1, also e, = —1 oder €4, = 1,

unelastisch: |e7,| <1, also =1 <ep, < 1.

Ist etwa die Nachfragefunktion unelastisch (die Preiselastizitit der Nachfrage ist betragsmifig
kleiner Eins), so bedeutet dies, dafl eine Preiséinderung nur eine geringe Auswirkung auf die
Nachfrage hat. Dies ist bei Giitern der Fall, fiir die fast jeder Preis gezahlt wiirde, weil sie
(lebens-) wichtig sind, z. B. Medikamente.

Ist die Nachfragefunktion dagegen elastisch, so bedeutet dies, daf3 schon eine kleine relative
Anderung des Preises eine grofie relative Anderung in der Nachfrage bewirken kann. Dies ist
etwa bei GenuBmitteln oder bei Giitern, die von vielen Herstellern auf den Markt gebracht
werden, zu beobachten.

Aufgabe 4.7. Betrachte die Nachfragefunktion y = —0.2z + 10, die den Zusammenhang zwi-
schen dem Preis x und der Nachfrage y beschreibt. Skizziere die Funktion. Wann ist (n&he-
rungsweise) die relative Nachfrageinderung kleiner als die relative Preisinderung, wann also
wirkt sich eine Preiséinderung kaum auf die Nachfrage aus? In welchem Preisbereich dagegen
wirkt sich eine Preiséinderung wesentlich auf die Nachfrage aus?

Gelegentlich spricht man auch von der Preisflexibilitit der Nachfrage. Diese driickt aus, wie stark
der Preis auf die Nachfrage reagiert. Es ist nichts anderes als die Elastizitdt der Umkehrfunktion
der Nachfragefunktion, also die Nachfrageelastizitit des Preises. Deshalb gilt

1

Preiselastizitéit

Sei y = f(x) eine invertierbare Funktion. Die Umkehrfunktion sei z = g(y) = g(f(x)). Mit der
Kettenregel gilt

1=g'(f(@) f'(@) =4 f(z),
so daB die Ableitung der Umkehrfunktion g gegeben ist durch

) = —

Fiir die Elastizitét von g = g(y) beziiglich y (also der Flexibilitdt von x beziiglich y = f(z)) gilt

N S
o Ve T e 19 L

€gy =
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Aufgabe 4.8. (aus [10]) Der mittlere Verbrauch y von SiiBwaren einer Familie in Abhéngigkeit
vom monatlichen Familieneinkommen z (beide Gréflen gemessen in EUR/Monat) werde durch
die folgende Funktion beschrieben:

y=f(z)=6341 e & 1059

a) Skizziere die Funktion. Welchem Wert strebt der Siifligkeitenverbrauch zu, wenn das Famili-
eneinkommen unbeschrinkt wichst? Gegen welchen Wert strebt der Verbrauch bei gegen Null
sinkendem Einkommen?

b) Berechne die Elastizitéit von f beziiglich x.

¢) In welchem Wert werden Stifligkeiten verbraucht, wenn das monatliche Einkommen 4500 EUR
betragt?

d) Berechne unter Benutzung der Elastizitét, um wieviel Prozent sich ndherungsweise der Stifwa-
renverbrauch dndert, wenn sich das Einkommen aus ¢) um 2 % erhoht.

n

Z
Aufgabe 4.9. (aus [10]) Gegeben sei die Funktion P = f(i) = E {a _I_k')k’
i
k=1

P eines Zahlungsstromes in Abhéngigkeit von der Marktrendite beschreibt, wobei Z; (k =
1,2,...,n) und n feste GroBen seien.

die den Barwert

a) Berechne die erste Ableitung der Funktion.
b) Wie dndert sich ndherungsweise P, wenn sich ¢ um A¢ dndert?

c) Berechne die Elastizitét der Funktion f beziiglich i an der Stelle i = 5%, wenn n = 3, Z; = 6,
Zo =6, Z3 = 106. Interpretiere das Ergebnis.
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5 Trends, Korrelationen, Parameteridentifikation und Fehlerquadratmethode
5.1 Okonomisches Problem: Trends und Korrelationen

(In Anlehnung an [10].) Die monatlichen Absatzzahlen (in Mill. EUR) einer Unternehmung
haben sich in den vergangenen Monaten wie folgt entwickelt:

Monat ‘ Januar Februar Mirz April Mai
Absatz

40,4 32,9 25,7 19,3 14,8

Es stellt sich nun die Frage, ob und wie aus diesen (Mef-) Daten (siehe Abb. 5) ein Trend fiir die
nichsten Monate vorhergesagt werden kann. Dafiir miifite eine Gesetzmdifigkeit bekannt sein,

45

40+ *

351

Absatz in Mill. EUR
= N N w
a =) a S

T T T T

*
*
*

[
o
T

ol
T

(=)

o
[
N
w
b
]
o
~
©

Monat

Abbildung 5: Absatzentwicklung

also eine Funktion, die die Abhéngigkeit der Absatzzahlen vom Monat wiedergibt. Diese wird
es nicht geben bzw. sie hingt von zu vielen (auch zufilligen) Parametern ab. Deshalb ist eine
Ezxtrapolation nur in einem kleinen Bereich mdoglich und auch nur unter der Annahme einer ge-
wissen Absatzfunktion. Diese Annahme kann falsch sein, weshalb eben auch die Trendvorhersage
falsch sein kann.

Oft stellt sich die Frage, ob zwei Merkmale (z. B. Korpergrofle und Korpergewicht oder Ab-
satzzahlen fiir verschiedene Produkte) etwas miteinander zu tun haben, vielleicht voneinander
abhingen. Wir sprechen dann von Korrelation. Auch dies werden wir im folgenden untersuchen.

SchlieBlich folgen, gerade in der Wirtschaft, nicht alle (Absatz-, Kosten- usf.) Verldufe einem
linearen Trend. Betrachten wir etwa die Fertigungskosten fiir ein Produkt, so werden diese sich
im Laufe der Zeit verringern, denn die technologische Erfahrung wéchst. Jedoch werden die
Kosten eine gewisse untere Schranke nicht unterschreiten kénnen.

5.2 Mathematischer Exkurs I: Fehlerquadratmethode und Ausgleichsgerade

Gegeben seien die Me- oder Wertepaare (x;,y;) (i =1,...,m), z. B.

(2;0.3) (4;0.3) (6;2.5) (8;2.9).
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Dabei kénnen durchaus zu ein und derselben Mefistelle verschiedene Mefiwerte aufgenommen
werden Gesucht ist ein linearer Zusammenhang zwischen x und y. Genauer nehmen wir an, dafl
die Grofle y in linearer Weise von der Grofle x abhéngt, so daf3

y=ax+b

gilt, wobei a und b zu bestimmen sind. Man sagt auch, die Parameter a, b seien zu identifizieren.

Es ist klar, dal durch die Punkte (z;,y;) keine Gerade zu legen sein wird. Vielmehr wird
eine Gerade zu bestimmen sein, die in einem gewissen Sinne optimal liegt und die MeBwerte
ausgleicht.

Der Fehler zwischen den gegebenen Mefidaten und dem vermeintlich exakten linearen Zusam-
menhang ist durch den Vektor

y(z1) —
y(x2) — y2
Y(Tm) — Ym

gegeben. Wir wollen den Zusammenhang y = ax + b, also die beiden noch unbekannten Parame-
ter a und b derart bestimmen, als dafl — in einem gewissen Sinne — der Fehler minimal ist. Hier
gibt es nun verschiedene Ansétze, die allesamt darauf hinauslaufen, den Fehler in einer ganz
bestimmten Norm zu messen und so die Lénge des Fehlervektors zu beschreiben. So finden sich
die Ansétze von

e Gaufl mit der Forderung

> (y(i) —y:)* — min;
i=1
e Legendre mit der Forderung
m
> ly(xi) — yil — min;
i=1

e Tschebyscheff mit der Forderung

‘max |y(z;) — y;| — min.

i=1,....m

Wir wollen uns nur mit dem Ansatz von Gaufl befassen und sprechen dann von der Methode der
kleinsten Quadrate (engl.: Least squares method).

Die Summe der Fehlerquadrate hingt offenbar von den Parametern a und b ab, ist also selbst
eine Funktion F = F(a,b) in a, b. Einsetzen des linearen Zusammenhangs fithrt ndmlich auf

F(a,b) = Z (az; +b—y;)* — min.
i=1

Suchen wir das Extremum einer Funktion, so bestimmen wir all jene Stellen, an denen die
Ableitung gleich Null ist (notwendige Bedingung) und priifen danach das Vorzeichen der zweiten
Ableitung an diesen Stellen (hinreichende Bedingung). Doch hier haben wir eine Besonderheit:
Die Funktion F héngt nicht nur von einer, sondern von zwei Gréflen ab. So gibt es auch zwei
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erste Ableitungen, nach ¢ und nach b. Wir bezeichnen diese sogenannten partiellen Ableitungen
mit

oF  OF

da’ b
Soll die Ableitung nach a berechnet werden, so geschieht dies wie iiblich, wobei man b als
Konstante ansieht. Entsprechendes gilt fiir die Ableitung nach b. Es folgen (ohne dafl wir hierauf
ndher eingehen wollen) die notwendigen Bedingungen fiir das Vorliegen eines Extremums

oOF

m
%_2121 (ax; +b—y;)x; =0,

m
22 ax; +b—y;) =0.
=1

Nach einigen Umformungen ergibt sich das lineare Gleichungssystem
m m
aZmiﬁ—bm:Zyi (5.1a)
i=1 i=1
m m m
a) wi+bY wi=> wmuyi, (5.1b)
i=1 i=1 i=1

aus dem die beiden Parameter ¢ und b zu bestimmen sind.

Da a und b nur quadratisch in F eingehen, sind die notwendigen Bedingungen hier sogar hin-
reichend. Die Funktion F nimmt tatsédchlich ihr Minimum in @ und b an, wenn diese nur dem
Gleichungssystem (5.1) geniigen. Unter der Bedingung (5.1) sind der lineare Zusammenhang
und mithin die Ausgleichsgerade eindeutig bestimmt.

Fiir unser Beispiel gilt:

112 03 4 0.6
4 0.3 16 1.2

2
316 25 36 15.0
418 29 64 232

>>120 6.0 120 40.0

Zu 16sen ist daher das lineare Gleichungssystem

20a +4b =6
120a + 206 = 40

Dividieren wir die zweite Gleichung durch 5 und ziehen die erste Gleichung ab, so folgt 4a = 2,
d. h. a = 0.5. Dann folgt aus der ersten Gleichung 4b =6 — 10 = —4, also b = —1. In Abb. 6
sind sowohl die Mefidaten als auch die Ausgleichsgerade y = 0.5z — 1 zu sehen.

Aufgabe 5.1. Bestimme fiir das in Abschnitt 5.1 zitierte Unternehmen die unter der Annahme
einer linearen Trendentwicklung zu erwartenden Absatzzahlen der néchsten Monate.
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X

Abbildung 6: Mefdaten und lineare Funktion y = 0.5z — 1

Aufgabe 5.2. Bei einer Untersuchung wurden folgende Mefldaten aufgenommen:
(5;1.5) (10; —0.75) (15;—1) (20; —1.75) .
Es wird ein linearer Zusammenhang vermutet. Bestimme diesen mit Hilfe der Fehlerquadrat-

methode.

Héngt y linear von x ab, so kénnen wir umgekehrt auch sagen, x hénge linear von y ab, so dafl
wir
r=cy+d

ansetzen konnen. Die Parameter ¢ und d sind nun aus der Bedingung

(z(yi) — CUz')Q = Z (cyi+d— xi)Q — min
i=1 i=1

zu bestimmen, welche auf das lineare Gleichungssystem

m m
CZ yi +dm = Zfﬂz
i=1 i—1
m m m
e yiH+dY yi= wuy
i—1 i1 i1

fiihrt.

Nach Losen dieses Gleichungssystems erhalten wir so eine zweite Gerade

1 d
y=-x——.
c c
Doch fiir welche der beiden Geraden y = ax + b oder y = x%d sollen wir uns entscheiden? Die

Antwort auf diese Frage richtet sich danach, welche Grofie (z oder y) fehlerbehaftet ist, also
gemessen wird, und welche Grofle als Unabhéingige angesehen werden kann.

Sind beide Groflen nur empirische Grofien, so werden wir in aller Regel danach fragen, ob beide
Groflen miteinander korrelieren. Wir werden uns im folgenden iiberlegen, dafl zwei Gréflen umso

mehr miteinander korrelieren, desto kleiner der Winkel zwischen den beiden Geraden y = ax+b

und y = =2 jgst.

[
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Beispiel. Uber einen gewissen Zeitraum hinweg wurden die folgenden Absatzzahlen (in Tausend
Stiick) x; und y; fiir zwei verschiedene Produkte verzeichnet:

i|zooy ot oyl iy
1113 35 1.69 12.25 4.55
12 39 144 1521 4.68

2

3107 2.0 049 4.00 1.40

4103 1.0 0.09 1.00 0.30
=5

m 05 16 025 256 0.80

> 14.0 12 396 35.02 11.73

Nehmen wir an, daf§ y linear von x abhéngt, also y = az+b, so ist nach der Fehlerquadratmethode
das lineare Gleichungssystem

4a +5b =12
3.96a + 4b = 11.73

zu l6sen. Es folgt y ~ 2.80x +0.16. Nehmen wir an, dafl « linear von y abhéngt, also z = cy +d,
so ist

12¢+5d =4
35.02¢ + 12d = 11.73

zu 16sen und wir erhalten z ~ 0.34y — 0.02, woraus y ~ 2.92z + 0.06 folgt (siehe Abb. 7). Der

4.5

4+ y= 2.80x+0.16\°>
3.5F o -

1

3, |

2.5- b
>

2, |
15F b

1, -
0.5 —— y=2.92x+0.06 1

0 Il Il
0 0.5 1 15

X

Abbildung 7: Ausgleichsgeraden

Winkel zwischen beiden Geraden ist sehr klein, was fiir eine hohe Korrelation spricht.

Um ein Ma$ fiir die Korrelation zweier Groflen herzuleiten, wollen wir zunéchst einige Kenn-
groffen aus der mathematischen Statistik einfiihren:
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Unter dem empirischen Mittel oder auch arithmetischen Mittwelwert der GroBlen zq,..., T,
verstehen wir den Wert
I
1=

Entsprechend ist g definiert. Die empirische Standardabweichung ist als

m

Oy = ;Z(xl_j)z

m — 1 4
i=1

definiert. Sie ist ein Maf fiir das Abweichen der Mefidaten z; (i = 1,...,m) vom Mittelwert z.
Das Quadrat o2 wird als empirische Varianz bezeichnet.

Bemerkung. Man mag verwundert sein, dal in der Definition von ¢, durch m — 1 und nicht
durch m geteilt wird. Doch dies erfdhrt eine weitreichende und tiefgehende Begriindung in
der Schétztheorie: Die obige Definition sichert, dafi die empirische Standardabweichung eine
sogenannte erwartungstreue Schitzung fiir die theoretische Standardabweichung der als normal-
verteilten Zufallsgrofle x ist. Fiir eine grofle Zahl von Meflwerten ist der Unterschied zwischen
1/(m — 1) und 1/m gering, fiir kleines m dagegen macht er sich deutlich bemerkbar.

Es gilt

1 m 1 m m
e DIk Rk s | (Zw? 2} +mx2>
=1 i=1

=1
1 e 1 e
=1 <Z$?—2m2+m2> ~ o1 (ng —mf) :
=1 =1

Entsprechendes gilt fiir o,.

Wir definieren auflerdem noch die empirische Kovarianz von x und y:

COVyy 1= —— Z (v; —2) (yi — U) -

m — 14

Offenbar gilt

2 2
COVgy = COVyg, COVgg =0y, COVyy =0,.

Nach einer Reihe elementarer Umformungen kénnen wir die Ausgleichsgerade y = ax + b auch

als
COVyy

schreiben, woraus

oy 0z0y Op
folgt. Wir nennen
e y-3
T .= , Y=
Oy oy
die standardisierten Grdfien und
COVy y
pa},y - :
00y
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den Korrelationskoeffizienten. Es gilt —1 < p, , < 1. Es folgt nun

Zj = Px,yT -
Fiir die zweite Gerade = = cy + d bzw. y = “%d ergibt sich

I

X .
Pzy

T=pgyy bzw. §=

Wir sagen, zwei Grifien korrelieren miteinander, wenn

‘Pm,y’ ~1.

Denn dann ist der Winkel zwischen den beiden Geraden y = p, 2 und & = p, ,y nahezu Null.
Eine solche Interpretation ist allerdings nur bei hinreichend grofler Zahl m von Daten statthaft.
Ist pry = 0, so stehen die beiden Geraden senkrecht aufeinander und die GroBen z und y
korrelieren micht miteinander, sie sind voneinander unabhéngig.

Seien ¢ bzw. 1) der Winkel der Geraden y = ax + b bzw. y = “%d zur x-Achse. Dann gilt fiir

den Winkel v := ¢ — ¢ zwischen den beiden Geraden:

1 2 -1
t —t a— - —1 -1/1 1
tany = tan(¢ — ¥) = an ¢ — tan ¢ = e = ac = Py -+ .
l+tang-tany 14a-< a+c covyy \0z 05

Fiir den Winkel 4 zwischen den ,standardisierten Geraden® gilt

p?:,y -1

tany =
2pzy

Aufgabe 5.3. Bestimme den Korrelationskoeffizienten und die beiden Ausgleichsgeraden fiir

T

3 7 11 14 15

35 7 6 9

Yi

5.3 Mathematischer Exkurs Il: Fehlerquadratmethode bei nichtlinearen Ansitzen

Oftmals kann der funktionale Zusammenhang zwischen zwei Groflen x und y nicht durch eine
Gerade angenéhert werden. Vielmehr liegt ein nichtlinearer Zusammenhang vor, der z. B. durch
eine

e quadratische Funktion y = az? + bz + ¢;

e hyperbolische Funktion y = b — 2;
e Potenzfunktion y = b - z%
e Exponentialfunktion y = b - a® = b - e

e logistische Funktion y = 15—

beschrieben werden kann.

Aufgabe 5.4. Zeichne die obigen Funktionen fiir verschiedene Parameter a, b, c.
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Sind Mefldaten (x;,y;) gegeben, so wollen wir die Parameter a, b, ¢ entsprechend der Fehlerqua-
dratmethode bestimmen.

Fiir den quadratischen Ansatz folgt

F(a,b,c) = Z (ax} + bx; —I—c—yi)2 — min.
1=1

Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
m m m
aZx? —|—b2xi +eom = Zyi
i=1 i=1 i=1
m m m m
aZx? + be? +CZ£CZ' = Zmlyz

i=1 i=1 i=1 i=1
m m m m

afo —|—be? —i—ch? = 29622,%7
i=1 i=1 i=1 i=1

aus dem die Unbekannten a, b, ¢ bestimmt werden kénnen.

Beispiel. Fiir die Absatzzahlen aus Abschnitt 5.1 folgt

. 2 3 4 2

1 1 404 1 1 1 404 40.4
212 329 4 g8 16 658 131.6
313 2.7 9 2r 8 771 2313
41 4 193 16 64 256 77.2 308.8
5| 5 148 25 1256 625 74.0 370.0

> 115 133.1 55 225 979 334.5 1082.1
Die Losung des linearen Gleichungssystems

55a + 15b 4 5¢ = 133.1
225a + 55b + 15¢ = 334.5
979a + 225b 4 55¢ = 1082.1

ergibt a ~ 0.4857, b =~ —9.3943 und ¢ =~ 49.4600. In Abb. 8 sind die Daten als auch die
Ausgleichsparabel

y ~ 0.4857x2 — 9.3943x + 49.4600

dargestellt. Schenkt man dem quadratischen Trend Glauben, so wird das Unternehmen etwa im
Oktober die Talsohle erreicht habe; danach geht es wieder aufwérts.

Beim hyperbolischen Ansatz y = b — £ gilt

m 2
F(a,b)zz<b—%—yi> — min

i=1
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Absatz in Mill. EUR

Monat

Abbildung 8: Absatzzahlen und quadratisches Ausgleichspolynom

und es ist das lineare Gleichungssystem

m 1 m
—a) —+bm=>)
=1 T i=1

_ K

zu 16sen.

Aufgabe 5.5. (aus [10]) Der Biicherbestand einer Universitétsbibliothek (in Tausend Bestands-
einheiten) entwickelte sich wie folgt:

1996 ‘ 1997 ‘ 1998 ‘ 1999 ‘ 2000
200 ‘ 260 ‘ 310 ‘ 360 ‘ 400

Bestimme die Ausgleichsgerade, -parabel und -hyperbel, verwende also fiir die Fehlerquadrat-
methode einen linearen, quadratischen und hyperbolischen Ansatz. Zeichne die Daten als auch
die berechneten Kurven.

Liegt ein Zusammenhang der Gestalt
a

y=b-x

vor, so fithrt Logarithmieren auf

Iny=alnxz+Inb.

Dies entspricht dem linearen Zusammenhang

n=a+p, n=Ilny, E=Ilnz, =Inb.

Die Parameter a und  kénnen wir vermittels der Fehlerquadratmethode aus den Daten (&;, ;)
mit & = Inx; und 7; = Iny; bestimmen.
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Beispiel. In einem Unternehmen konnte seit Beginn einer Produktion die Herstellungszeit deut-
lich verringert werden:

Jahr 1998 1999 2000 2001 2002
Stiickzahl 10 000 12 000 11 000 15000 14 000
Arbeitszeit je 1000 Stk. in Std. 100 90 85 84 83

Beachte, dafl die Verringerung der Arbeitszeit von der seit Produktionsbeginn produzierten
Stiickzahl abhéngt, die z-Werte also kumulativ anzugeben sind:

Jahr v Yy &G=Inx; n=Iny; & §ini
1998 | 10000 100 9.2103 4.6052 84.8304 42.4152
1999 | 22000 90 9.9988 4.4998  99.9760  44.9927
2000 | 33000 85 10.4043 4.4427 108.2487  46.2225
2001 | 48000 &4 10.7790 4.4308 116.1859  47.7596
2002 | 62000 83 11.0349 4.4188 121.7688  48.7614

> | 175000 442  51.4272  22.3973 531.0097 230.1514
Die Losung des linearen Gleichungssystems

51.4272a + 53 = 22.3973
531.0097a + 51.42723 = 230.1514

(zur Bestimmung der Ausgleichsgeraden n = a& + 3) lautet a ~ —0.1044 und g =~ 5.5533, d. h.
b =P ~ 258.0866. Die Daten als auch die Trendfunktion

y ~ 258.0866 - z~0-1044

sind in Abb. 9 dargestellt.
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Abbildung 9: Anpassung an Potenzfunktion
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Aufgabe 5.6. Fiir die Daten aus vorstehendem Beispiel berechne man die Ausgleichshyperbel.

Liegt ein exponentieller Zusammenhang der Gestalt
y=b-a

vor, so fithrt Logarithmieren auf
Iny=Ina-xz+Inb.

Dies entspricht dem linearen Zusammenhang
n=ar+p0, n=ly, a=Ina, §=Inb.

Die Parameter «, ( kénnen wir nun vermittels der Fehlerquadratmethode aus den Daten (z;, ;)
mit 7; = Iny; bestimmen.

Die logistische Funktion beschreibt ein Wachstum, welches im Anfangsstadium exponentiell ist
und spéter eine Sdttigung erreicht. Dieses Wachstumsverhalten ist eines der wichtigsten, da
es sehr hiufig in der Natur zu beobachten ist (z. B. zeitliche Entwicklung von ansteckenden
Krankheiten, Bevolkerungswachstum, Wachstum von Sonnenblumen). Gleichwohl wollen wir es
hier nicht weiter studieren, da die Fehlerquadratmethode auf ein nichtlineares Gleichungssystem
fithrt, welches wir (noch) nicht 16sen kénnen.
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