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1 Einleitung

Beim Untersuchen verschiedener Gleichungstypen auf die Existenz und Eindeutig-
keit einer Losung ist es sinnvoll, die Suche als Fixpunktproblem zu interpretieren.
Hierbei kann anhand der zu betrachtenden Gleichung ein Operator A definiert
werden, der dann auf die Existenz eines Fixpunktes (Ax = x) iiberprift wird.
Besonders hilfreich und aussagekraftig bei derartigen Untersuchungen ist der Fix-
punktsatz von Banach, da dieser unter gewissen Voraussetzungen einen eindeutigen
Fixpunkt und damit einhergehend eine eindeutige Losung garantiert.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einige derartige Anwendungen aufzuzeigen. Zu
Beginn soll einleitend der Fizpunktsatz von Banach mit seinen Bedingungen an die
zu untersuchende Abbildung vorgestellt und bewiesen werden. Eine entscheidende
Rolle spielt dabei die Kontraktionseigenschaft der Abbildung, deren Bedeutung
deswegen anhand einiger Gegenbeispiele besonders hervorgehoben werden soll.

Des Weiteren wird eine Verallgemeinerung des Fixpunktsatzes gezeigt, die auch
weiterhin die Kontraktionseigenschaft fordert, jedoch in Bezug auf eine gewisse
Potenz der Abbildung und nicht auf die Abbildung selbst.

Im Anschluss, dem Hauptteil der Arbeit, folgen verschiedene Anwendungen des Fix-
punktsatzes, bei denen, wie oben beschrieben, Gleichungen in ein Fixpunktproblem
iiberfithrt werden, um so eine Aussage iiber ihre Losbarkeit treffen zu kénnen.

Die Schwierigkeit und Hauptaufgabe hierbei ist es, die entsprechenden Voraus-
setzungen des Satzes zu tuberprifen oder gegebenenfalls zu konstruieren. Die
Anwendungen, die im Verlauf dieser Arbeit vorgestellt werden sollen, beschranken
sich auf Gleichungstypen aus den Bereichen der Differentiation und Integration.
Der Schwerpunkt des ersten Teils, in welchem Differentialgleichungen thematisiert
werden, liegt auf semilinearen Randwertproblemen zweiten Grades, die anhand des
Banachschen Fixpunktsatzes auf ihre Losbarkeit untersucht werden sollen. Zu Beginn
soll hierzu eine kurze Einfiihrung in die Thematik semilinearer Randwertprobleme
gegeben werden. Auflerdem wird die Greensche Funktion als benétigtes Hilfsmittel
konstruiert und mit einigen Eigenschaften vorgestellt, bevor zwei konkrete Typen
von Randwertproblemen behandelt werden.

Der zweite Teil der Anwendung bezieht sich auf Integralgleichungen, in dem ein
besonderes Augenmerk auf Gleichungen des Fredholmschen und Volterraschen Typs
gelegt wird. Im Fall der Volterraschen Integralgleichung wird auch eine Anwendung
des erweiterten Banachschen Fizpunktsatzes demonstriert.



2 Fixpunktsatz von Banach

Stefan Banach formulierte seinen Fixpunktsatz im Jahre 1920 im Rahmen der
Dissertation ,Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application
auz équations intégrales*. Unter der Geltung gewisser Voraussetzungen liefert der
besagte Satz neben der eindeutigen Existenzaussage eines Fixpunktes zusétzlich
auch ein numerisches Verfahren, um diesen nédherungsweise zu berechnen.

Im Folgenden soll dieser mit Beweis und einer Erweiterung in Bezug auf kon-
trahierende Potenzen vorgestellt werden. Des Weiteren werden Gegenbeispiele
betrachtet, die die unabdingbare Geltung der Voraussetzungen verdeutlichen.

Das Kapitel orientiert sich hierbei an [KF75], [GRT09] und [AVO05].

2.1 Prinzip der kontrahierenden Abbildung

Die Basis des Banachschen Fixpunktsatzes bildet die Kontraktionseigenschaft der
zu betrachtenden Abbildung. Diese ist zwingende Voraussetzung der Anwendung,
weshalb der Banachsche Firpunktsatz in vielen Biichern auch unter dem Namen
Prinzip der kontrahierenden Abbildung vorgestellt wird.

Eine solche Abbildung muss die folgenden Bedingungen erfiillen:

Definition 1 (Kontraktion). Seien (X,d) ein metrischer Raum, A eine nichtleere
Teilmenge von X und T: A — A eine Abbildung von A in sich.
Dann heifst T kontrahierend oder Kontraktion, falls ein 0 < \ < 1 existiert, sodass
Vr,ye A

d(T(x), T(y)) < A-d(z,y). (1)

Bemerkung. Die Kontraktionsbedingung, die durch (1) definiert ist, impliziert
Lipschitz-Stetigkeit mit einer Lipschitzkonstanten A < 1. Damit ist jede Kontraktion
insbesondere stetig.

"Nachzulesen in [Heu06](S. 646-663). Dort gibt es einen Uberblick iiber die Anfinge der Funk-
tionalanalysis, zu deren Begriindern auch Stefan Banach zahlt.



Der Fixpunktsatz von Banach lésst sich wie folgt definieren:

Satz 1 (Fixpunktsatz von Banach). Seien (X, d) ein vollstandiger, metrischer Raum,
A eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge von X undT: A — A eine kontrahieren-
de Abbildung von A in sich. Dann gibt es genau einen Fixpunkt & € A mit T(Z) = T.
Dieser ist Grenzwert der sukzessiven Approzimation

Tpy1 = T(xy) firn=0,1,2,3,... (2)
bei beliebigem Startwert xy € A.

Auf die Realitat tibertragen, kann die Aussage des Satzes zum Beispiel anhand einer
Landkarte verdeutlicht werden. Legt man etwa eine Karte auf eine beliebige Stelle
des Bodens, so gibt es genau einen Punkt auf der Karte, der deckungsgleich mit dem
;wirklichen Punkt® in der realen Welt ist.

2.2 Beweis

Der Beweis dieses Fixpunktsatzes lasst sich in drei Schritte unterteilen. Zu Beginn
wird gezeigt, dass die durch (2) definierte Folge einen Grenzwert besitzt, anschlie-
Bend, dass dieser ein Fixpunkt der Kontraktion 7" ist und letztlich, dass T" keinen
weiteren Fixpunkt aufweist.

Sei nun zy € A. Die durch die sukzessive Approximation (2) mit z,41 = T'(x,)
definierte Folge {x,} liegt somit aufgrund der Selbstabbildungseigenschaft von 7" in
A. Die Abbildung T ist kontrahierend, demnach existiert ein A € [0, 1), sodass

A(T(2), T(y)) < A~ d(w,y) ¥ 7,y € A
Die Kombination dieser beiden Eigenschaften fiithrt uns zu folgender Abschétzung:

d(@ni1, 2n) = d(T (20), T(20-1))
S A d(l’n, mn—l)
=X d(T(vn-1), T(7n—2))
<A d(zy 1,70 9)

S A d(.fEl, .To).



Unter Verwendung der Dreiecksungleichung und des oben gezeigten Resultats gilt
fir 0 <n < m, dass

ATy Tn) < ATy T—1) + -+ d(Tpyr, )
<A d(wy, ) -+ A d(wy, 20)
= [N AT e A - d (@, )
= A" AT TR 1] - d(2, 20)

m—1—-n
Z Ak . d(Il, Io)
k=0
1 — \m—n
:)\n'ﬁ'd(ﬂfl,iﬂo) ,daO§A<1
A" — \™
= T : d(fﬁl,xo)

: d(Il, ZE()) .

1—-A
Vorausgesetzt man wahlt ng(e) € N\{0} nun derart, dass fiir alle € > 0

A\no(e)
1-A

. d([[‘l, Io) <e€

gilt, so ist {z,} eine Cauchy-Folge. Da A eine abgeschlossene Teilmenge des
vollstédndigen, metrischen Raumes X ist, besitzt {z, } genau einen Grenzwert Z € A.

Um den Beweis abzuschlieffen, bleibt noch zu zeigen, dass = ein eindeutiger
Fixpunkt der Kontraktion 7" : A — A ist.

Hierfiir verwenden wir, dass T aufgrund der Kontraktionseigenschaft stetig ist.
Demnach gilt:

T = lim w41 = lim T(x,) =T(lim z,) =T(z).

n—~o0 n—~o0

Somit ist Z ein Fixpunkt von 7. Dieser ist eindeutig, denn angenommen es gébe ein
& € Amit & # & aber T'(Z) = %, dann gilt

<d(3 f),daA<L

Aus diesem Widerspruch folgt aber, dass es keinen weiteren Fixpunkt geben kann
und Z damit eindeutiger Fixpunkt der Kontraktion 7 ist.



2.3 Nichtkontrahierende Abbildungen

Zwingende Voraussetzung bei der Anwendung des Banachschen Firpunktsatzes ist,
wie bereits erlautert, die Kontraktionseigenschaft der Abbildung.

Die Frage ist nun, inwieweit eine Existenz- oder speziell eine Eindeutigkeitsausssage
beziiglich eines Fixpunktes getroffen werden kann, sobald diese Eigenschaft verletzt
ist.

Zunachst sollen dafiir die Begriffe schwach kontrahierend und nichtexpansiv,
die jeweils Abschwéchungen der eigentlichen Kontraktionsbedingung beschreiben,
eingefithrt werden.

Definition 2. Seien (X, d) ein metrischer Raum, A eine nichtleere Teilmenge von
X und T: A — A eine Abbildung von A in sich. Dann heifst T

e schwach kontrahierend, falls d(T(x),T(y)) < d(z,y) fir alle z,y € R,

e nichtezpansiv, falls d(T(x),T(y)) < d(z,y) fir alle x,y € R.

Im Folgenden sollen mit besonderem Augenmerk auf die Verletzung bzw. Ab-
schwichung der Kontraktionsbedingung konkrete Beispiele untersucht werden.

Beispiel 1. Betrachte die Funktion f: R — R mit
f(z) =In(1 + €%).

Nach dem Mittelwertsatz? existiert ein ¢ € (x,y), wobei x,y € R, sodass
|f(z)=f)|=f'(&)| |z —yl| Da|f'(x)] =e*/(14¢€") < 1 fur alle x € R folgt, dass

lf(x) = fly)| <|z—y|Vz,yeR.

Damit ist f zwar schwach kontrahierend, dennoch existiert offenbar kein Fixpunkt,
da kein z € R die Gleichung z = In(1 + ) erfiillt.

Abbildung 1 zeigt, wie sich f(z) und z fir grofle x einander anndhern, aber kein
Schnittpunkt zustande kommt und somit kein Fixpunkt existiert.

2Mittelwertsatz: Seien a,b € R und f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die in (a,b) differen-
zierbar ist. Dann existiert & € (a,b) mit f'(§) = (f(b) — f(a))/(b—a).
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T
In(1 + e*)

Abbildung 1: Grafische Darstellung der Losungssuche fir f(z) =«

Beispiel 2. Betrachte weiter die Funktionen f;, fo: R — R mit
fi(z) =z +1und

folz) = 2.
Beide sind nichtexpansiv, da
[filz) = fiy)] = |z — y]

fir alle z,y € R und i = 1,2. Im ersten Fall (f;(z) = = + 1) existiert offensichtlich
kein Fixpunkt, im zweiten Fall (fo(z) = x) hingegen gibt es unendlich viele.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass bei schwachen Kontraktionen in jedem
Fall die Existenz eines Fixpunktes verloren geht, und iiber nichtexpansive Abbil-
dungen weder eine Existenz- noch eine Eindeutigkeitsaussage getroffen werden kann.

Dennoch ist es moglich eine solche Aussage fiir nichtkontrahierende Abbildun-
gen zu treffen, was der folgende Abschnitt zeigen soll.



2.4 Banachscher Fixpunktsatz mit kontrahierender Potenz

Eine &hnliche Eindeutigkeitsaussage tiber die Existenz eines Fixpunktes einer
Abbildung T kann auch getroffen werden, wenn nicht 7' die Kontraktionsbedingung
erfiillt, sondern eine gewisse Potenz T der Abbildung.

Das Prinzip der kontrahierenden Abbildung lasst sich wie folgt fiir Potenzen,
die die Kontraktionseigenschaft aufweisen, erweitern:

Satz 2. Seien (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und T: X — X eine Ab-
bildung, fir die ein X € (0,1) und eine natirliche Zahl ng > 1 existieren, sodass
Vre,ye X

d(T™(x), T™(y)) < A-d(z,y).

Dann hat die Abbildung T genau einen Fizpunkt ¥ € X und die Folge {T"(z)}
konvergiert gegen T fir alle z € X.

Beweis. 1™ ist nach Voraussetzung eine kontrahierende Selbstabbildung des
vollstéandigen metrischen Raumes X. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt da-
mit, dass genau ein & € X mit 7" (Z) = 7 existiert.

Mit der Kontraktionseigenschaft von T folgt weiter, dass

0 < d(T(%),7)
=d(T(T™(2)), T™(%))
=d(T™(T(2)), T™(z))

Da aber 0 < A < 1, muss d(7(Z),Z) = 0 sein. Dies ist dquivalent zu T7'(Z) = & und
damit ist Z ein Fixpunkt von 7.

Dieser ist auch eindeutig, denn angenommen es existiert ein & € X mit & # &, aber
T(z) = %, dann folgt mit vollsténdiger Induktion, dass

T"(3)=4Yn=12,... (3)

Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist mit 7(2) = T'(2) = 2 erfiillt, da # nach Voraus-
setzung ein Fixpunkt von 7" ist. Angenommen (3) gilt fiir ein n € N, dann folgt fiir
n+ 1, dass

TN &) =T(T"(2)) = T (&) = &.

Damit gilt T™(2) = % fir allen = 1,2,. . ., also auch fiir ny und # wére Fixpunkt der
kontahierenden Abbildung 7. Dies steht aber im Widerspruch zum eindeutigen



Fixpunkt & von 7", der damit auch eindeutiger Fixpunkt der Abbildung 7' sein
muss.

Um den Beweis zu beenden, bleibt noch die Konvergenz der Folgen {77 (z)}
fir z € X zu zeigen.

Seien dafir r = {:—O} und n = gy + [ fir 0 < [ < ng. Dann folgt erneut

aus der Kontraktionseigenschaft von 77, dass fiir alle z € X

0 < d(T™(2), %)
= d(T"™(2), T (%))
= d(T™ (T 770 (2)), T (7))
< N-d(TT=DmoH () 7)

<A d(T'(2),7)
< AN max {d(T™(2),2)|m=0,1,2,...,n9 — 1}.

Weiter gilt fiir n — o0, dass auch r — o0o0. Da nun 0 < X < 1, folgt weiter, dass
nhi& A" =0 und damit
Jim d(T"(z),z) =0,
was wiederum &dquivalent ist zu
lim 7"(z) = 7.

n—oo

O

Ein Beispiel fiir eine kontrahierende Potenz wird spéter anhand der Volterraschen
Integralgleichung gegeben.



3 Anwendung I: Differentialgleichungen

Man betrachtet Differentialgleichungen mit dem Ziel eine Funktion zu finden,
die diese erfiillt. Die Suche wird meist mittels Bedingungen an die Funktion
durch die Erfiillung bestimmter Anfangs- oder Randdaten préazisiert. Die eindeutige
Losbarkeit der dadurch entstehenden Anfangs- und Randwertprobleme gewohnlicher
Differentialgleichungen ist jedoch nicht immer gegeben.

Im Folgenden sollen kurz der Begrift semilinearer Randwertprobleme und die
Greensche Funktion eingefiihrt und am Beispiel zweier spezieller Typen untersucht
werden, unter welchen Bedingungen eine Aussage tiber die eindeutige Existenz einer
Losung getroffen werden kann.

Das Kapitel ist angelehnt an [Emm04] und [Wal76].

3.1 Semilineare Randwertprobleme

Im Rahmen semilinearer Randwertprobleme betrachten wir gewohnliche Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung der allgemeinen Form

F(x,u(z),u (z),u"(x)) =0,

wobei z € (a,b) mit a,b € R und a < b.
Diese sollen insbesondere semilinear sein.

Definition 3 (semilinear). Eine gewéhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
in allgemeiner Form heifit semilinear, wenn sie nach u"(x) auflosbar ist:

—u'(z) = f(z, u(z), v'(x)).

Ziel ist es nun, eine Losung u = u(x) : [a,b] — R einer solchen Differentialgleichung
zu finden, die bestimmte Bedingungen an die Randpunkte z = a und z = b erfiillt.
Hierbei beschrianken wir uns auf Randbedingungen erster Art, die auch Dirichletsche
Randbedingungen genannt werden und wie folgt definiert sind:

Definition 4 (Dirichletsche Randbedingungen). Seien «,3 € R. Randdaten der
speziellen Form

u(a) =a und u(b) =0
heiffen Dirichletsche Randbedingungen oder Randdaten.
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Bemerkung. Man unterscheidet weitere Arten von Randbedingungen, die an die-
ser Stelle aber aufler Acht gelassen werden sollen. Hierzu zdhlen zum Beispiel die
Neumannschen Randbedingungen mit u'(a) = o und u/(b) = (3, die Robinschen Rand-
bedingungen mit ¢, - u'(a) +u(a) = a und ¢, - u'(b) + u(b) = 3, wobei wieder «, 3 € R
und c¢,, ¢, € R\{0}, oder auch Kombinationen dieser drei Arten.

Um nun zu iiberpriifen, ob ein semilineares Randwertproblem mit Dirichletschen
Randbedingungen eine eindeutige Losung besitzt, reicht es aus, den Fall homogener
Randbedingungen

u(a) = u(b) =0

zu betrachten. Dies ist moglich, da jedes inhomogene Randwertproblem mittels einer
linear Interpolierenden 7 in ein Problem mit homogenen Randdaten tiberfiihrbar ist.
Hierfiir wahlt man eine glatte Funktion r zum Beispiel durch

(b—x)a+ (z —a)p
b—a ’

r(z) =

sodass r(a) = a und r(b) = 3. Anschliefend definiert man mit Hilfe der Ausgangs-
funktion u und r eine neue Funktion @ durch

w(z) = u(zx) — r(z).

Diese erfiillt nun die homogenen Randbedingungen u(a) = u(b) = 0.
Eine eindeutige Losung @ fiir das homogene Problem impliziert somit aufgrund ihrer
Definition auch eine eindeutige Losung u fiir das inhomogene Problem.

Welche Eigenschaften muss nun eine Funktion u als Losung eines semilinearen Pro-
blems, die wir als klassische Ldsung bezeichnen werden, mit sich bringen?

Definition 5 (Klassische Losung). Unter einer klassischen Losung eines Randwert-
problems mit Dirichletschen Randdaten fiir eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung im Intervall (a,b) versteht man eine Funktion

u € C*(a,b) N Cla, b,
die sowohl der Differentialgleichung als auch den Randbedingungen geniigt.

Im Folgenden bleibt noch zu kléren, welche Bedingungen an das Randwertproblem
gestellt werden miissen, damit dieses eine derartige klassische Losung besitzt.

Um die Existenz letztendlich auch beweisen zu kénnen, miissen wir Gebrauch eines
speziellen Hilfsmittels machen, das im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt werden
soll.
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3.2 Greensche Funktion

Um spater die eindeutige Losbarkeit semilinearer Randwertprobleme zu beweisen,
benotigen wir neben dem Fizpunktsatz von Banach auch die sogenannte Greensche
Funktion als Hilfsmittel. Unser Ziel ist es, die klassische Losung eines semilinearen
Randwertproblems durch die Greensche Funktion darzustellen.

Um diese zu konstruieren, betrachten wir folgendes Randwertproblem mit ho-
mogenen Dirichletschen Randdaten u(a) = u(b) = 0 der allgemeinen Form

—u"(x) + c(x) - (z) + d(z) - u(z) = f(z), = € (a,b). (4)

Seien nun u; und wuy zwei linear unabhéngige klassische Losungen der homogenen
Differentialgleichung —u" (z) +c(z) -u/'(z) +d(z)-u(x) = 0. Dann gilt fiir die Wronski-
Determinante W, dass

W(z) =

ui(a) us(a) ‘
ur(z) ug(w)

= w1 (2) - up(x) — uy () - uz(z)
#0,Yx € [a,b].

Des Weiteren definieren wir zwei Funktionen A und B und eine Konstante R in
Abhéngigkeit der beiden Losungen u; und uy durch

ui(a) wus(a)

ur(b) ua(b)

ui(z) wus(x)

Ale) = n(b) usld)

, B(x) == , R =

Angenommen, fiir die homogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-
gungen existiert nur die triviale Losung, so kénnen wir sagen, dass R # 0.

Hierzu betrachtet man die Losung der homogenen Differentialgleichung, die sich aus
der Linearkombinationen der beiden linear unabhéngigen Losungen u; und us durch

u(z) = ¢1 - uy(x) + o - us(x), wobei ¢q, ¢y € R konstant,

ergibt. Die Konstanten c; und ¢ sind nun mittels der Randbedingungen zu bestim-
men, was zu dem Gleichungssystem

(i i ) ()= (0)

fiihrt. Eine eindeutige Losung dieses Gleichungssystem ist aber nur fiir den Fall R # 0
gewéahrleistet. Hieraus folgt, dass ¢; = ¢ = 0 und damit nur die triviale Losung u = 0
existieren kann.

12



Demnach léasst sich die Greensche Funktion fir das semilineare Randwertproblem (4)
wie folgt definieren:

Definition 6 (Greensche Funktion). Fir (z,£) € [a,b] X [a,b] sei

1 {A({)B(x) Cfira<&<ax<b

GO = FW@E | Aw) - BE) |, fira<e<c<b (5)

die Greensche Funktion. Diese ist wohldefiniert, vorausgesetzt dass R # 0.
Dariiber hinaus ist G stetig und partiell differenzierbar auf [a,b] X [a,b], sowie sym-

metrisch, das heifst, es gilt G(z,§) = G(&, x).

Die Definition beschreibt die Greensche Funktion in allgemeiner Form. Im Weiteren
wird vor allem mit einem Spezialfall der Greenschen Funktion gearbeitet, da die
zu betrachtenden Differentialgleichungen die Besonderheit ¢(x) = 0 und d(z) = 0
aufweisen.

3.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

In diesem Abschnitt wollen wir am Beispiel semilinearer Randwertprobleme der spe-
ziellen Form

—u"(z) = f(z,u(x)), wobei z € (a,b), (6)
u(a) =u(b) =0

untersuchen, unter welchen Voraussetzungen eine eindeutige Losung existiert.
Betrachte dazu folgendes Theorem:

Satz 3. Sei f: [a,b] x R — R eine stetige Funktion, die im zweiten Argument
Lipschitz-stetig ist, das heifft 3 L > 0, sodass ¥V x € [a,b] V s,t € R

|f($,8)—f($,t)| SL"S_H

und gelte auflerdem, dass
8

(b—a)*
Dann ezistiert genau eine Losung fir das durch (6) definierte semilineare Randwert-
problem.

L <
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Beweis. Zunichst soll das Randwertproblem in eine Integralgleichung tiberfiihrt
werden, indem wir die gesuchte Losung u durch die zugehorige Greensche Funktion
darstellen.

Hierfiir benotigen wir zunédchst ein Fundamentalsystem der zugehorigen ho-
mogenen Differentialgleichung —u”(z) = 0, um die Funktionen W, A und B und die
Konstante R zu bestimmen.

Dieses erhilt man durch das Aufstellen des charakteristischen Polynoms mit den
zwei linear unabhéngigen Losungen uq(z) = 1 und uy(z) = 2. Man gelangt zu dem
Ergebnis

Die Greensche Funktion ist somit fiir das Randwertproblem (6) nach Definition 6
durch

G(x,€)

1 b—x)-(E—a) ,fira<{<ax<b
_b—a{ (x—a)-(b=¢) ,fira<z<¢<b
gegeben.

Damit kénnen wir nun eine Funktion u der Gestalt

u(w) = [ G, (€ u() e, € [0, (1)

definieren, wobei GG die Greensche Funktion bezeichnet und die Funktion f den
Bedingungen des Satzes 3 gentigt.

Eine solche Funktion wu ist klassische Losung des semilinearen Randwertpro-
blems (6), da

1. aufgrund von G(a,§) = G(b,§) = 0 die Randbedingungen u(a) = u(b) = 0
erfillt sind und

2. u der entsprechenden Differentialgleichung —u"(z) = f(z, u(z)) gentugt.

Die Erfiillung der Differentialgleichung ist leicht durch Umschreiben der Funktion u
in

u(e) = [ G, &) 7(6 u(e)) de
= [GE.ofEue) e+ [ oo 7 u(e) de
_b-w /:(g —a)f(&u(€)) dE + : /:(b — &) f (& u(g)) d€

b—ua

T a

b—a
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und zweimaligem Differenzieren mit den Ergebnissen

d(r) =~ [ afEu©) d+ - [0 076 u(e) de
und
" ]‘ ]_
W(2) =~ = @) u(@)) — (b= 2) (2 ula)
= (e at b 2)f(x,u(x)
= —f(z, u(z))

zu iiberpriifen.

Gleichzeitig erfilllt umgekehrt auch jede klassische Losung u des Randwert-
problems die Integralgleichung (7). Dies folgt mittels partieller Integration und den
durch die Randdaten und die Differentialgleichung gestellten Bedingungen an die
Funktion u, denn

b

[ o5 ue) de =~ [ . ouc) de

= [ewouw© d - [ cwr.owe) i

b—=x T —a

=g [ e e~ 5= [ ene) ae

- _Z:z (u'(x)(a? —a) — / u'(€) df) -

gg:s <—(b — o)/ (z) + /: u'(§) df)
=3 i - [(b—z)u(x) + (x — a)u(x)]
= u(x).

Damit ist gezeigt, dass das Randwertproblem und die durch (7) definierte Integral-
gleichung dquivalent sind. Bleibt noch zu zeigen, dass solch ein u existiert.

Definiere dazu einen Operator T' durch

(Tu)(a) = [ G, €76, u(€)) d€ fir € [a, 1]

15



Zu zeigen ist nun, dass T'

1. einen vollstdndigen und normierten Raum in sich abbildet und

2. eine Kontraktion ist,

um im Anschluss den Banachschen Firpunktsatz anwenden und eine eindeutige
Existenzaussage treffen zu konnen.

Betrachte hierfiir Cfa,b], den vollstindigen und normierten Raum aller auf dem
Intervall [a, b] stetigen Funktionen.

Sei v € Cla,b] beliebig. Da nach Voraussetzung G und f auf [a,b] stetig
sind und das Integral stetiger Funktionen wiederum stetig ist, ist auch Tv stetig
auf [a, b]. Folglich bildet 7" den vollstandigen und normierten Raum C'a, ] in sich ab.

Betrachte nun zwei beliebige Funktionen v,w € Cfa,b] mit der Supremums-
norm

Ilewn = ma |

Dann folgt aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von f und der Nichtnegativitdt der
Greenschen Funktion G, dass

b b
ITv = Twllciuy = max | [ Gw.&)f(6,u(©) de — [ Gl (6 w(©)) de
b
< max [ G916 u(©) ~ F(&w(e)]| e

< max [ G OLI(E) ~ w(€)) de

z€[a,b]

b
< max / G(z, &) d€L||v — w||cpay

z€[a,b]
1
= ggrga}g] 5(6 — .T)(l’ — G)LH’U - wHC[a,b}
(b a)?
8

=L

HU —wHC[a,b}>
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denn fir die Greensche Funktion gilt

max /ab G(z,§) d§ = max (/: G(z,€) d + /: G(z,€) df)

$€[a7b] $E[a,b]

b— T _ b
= max (b_z/a <s—a>d5+—§_j/w<b—5>ds>

~ max ~(b—2)(z — a)

z€la,b] 2
1 1 2 (b—a)?
= —= = b
st < 2 (QH plat )> T
_ (b—a)?
= T
Definiere nun eine Konstante A durch \ := L%. Damit ist A < 1, da nach Vor-
aussetzung L < - und fiir den Operator T gilt die Beziehung

(b—a)?>
|Tv—Tw| < X-|lv—w|,mit A <1.

Folglich ist T" eine kontrahierende Selbstabbildung des vollsténdigen und normierten
Raumes C[a,b] und besitzt nach Aussage des Banachschen Fixpunktsatzes genau
einen Fixpunkt. Demnach gibt es genau eine klassische Losung fiir das betrachtete
semilineare Randwertproblem.

O

Eine derartige eindeutige klassische Losung ist allerdings nur in seltenen Fallen gege-
ben, da die Klasse der semilinearen Randwertprobleme, auf die die Existenzaussage
angewandt werden kann, durch die strengen Anforderungen des Satzes beschréankt
ist. Schwierigkeiten bereiten hierbei vor allem die Forderungen an die Funktion
f(z,s). Diese lassen keine von " abhéngigen Differentialgleichungen zu und der sehr
starken Lipschitz-Bedingung, die fiir alle s € R erfiillt sein muss, konnen bereits
einfache Funktionen nicht mehr geniigen.

Zu bemerken ist noch, dass die Bedingung an die Lipschitz-Konstante durch

7T2

(b—a)?

prizisiert werden kann. Diese Bedingung ist scharf, denn schon fiir L = 7%/(b — a)

L <

2

kénnen mehrere Losungen oder keine Losung existieren. Dies soll an dieser Stelle
durch zwei konkrete Beispiele veranschaulicht werden.
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Beispiel 3. Hierzu betrachten wir als Erstes das semilineare Randwertproblem fiir
x € [0,1]
—u"(z) = 7*u(x)

u(0) = u(1) = 0.

Die Funktion f(x,s) ist offenbar Lipschitz-stetig im zweiten Argument mit einer
Lipschitz-Konstanten L = 72. Uber die Ermittlung des zugehorigen charakteristi-
schen Polynoms gelangt man zu der Losung

u(z) = Cysin(mx) + Cy cos(mz),

wobei C7, Cy zwei reelle Konstanten sind. Diese lassen sich wiederum mittels der
Randbedingungen bestimmen, was zu dem Gleichungssystem

1. C1-04+Cy-1=0

2. C1-04Ch-(—1)=0

fithrt. Dieses ist gleichbedeutend damit, dass Cy = 0 sein muss und C; hingegen
beliebig sein kann. Damit hat das betrachtete Problem fir C'; € R unendlich viele
Losungen der Form

u(z) = Cysin(mx).

Die folgende Abbildung 2 zeigt drei verschiedene Losungen der Randwertaufgabe mit
jeweils unterschiedlichen Konstanten C}.

SlIl 7Tl’

ARA
ik

Abbildung 2: Losungen des Randwertproblems —u” = 72y mit u(0) = u(1) = 0
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Beispiel 4. Die zweite Randwertaufgabe, die dahingehend untersucht werden soll,
ist fur « € [0, 1] durch
—u"(z) = 7*(u(z) + 1)

u(0) =u(l)=0

definiert. Auch hier ist f(z,s) = 72(s* 4+ 1) im zweiten Argument wieder Lipschitz-
stetig mit der Konstanten L = 72. Das Losen der Differentialgleichung liefert die
zwei zur ersten Aufgabe dquivalenten homogenen Losungen und die spezielle Losung
ug(z) = —x, was insgesamt zu der Losung

u(x) = Cysin(mzx) + Cy cos(mz) — x

fithrt, wobei C, Cs erneut zwei reelle Konstanten sind.
Die Randbedingungen liefern das Gleichungssystem

1. Ci-04+Cy-1=0

2. C-0+Ch-(—=1)—1=0.

Aus dem daraus resultierenden Widerspruch, dass Cy = 0 und Cy = —1, folgt un-
mittelbar, dass keine Losung existieren kann.

3.4 Verallgemeinerter Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Die Klasse der semilinearen Randwertprobleme, fiir die wir eine derartige Existenz-
und Eindeutigkeitsaussage treffen konnen, kann mit Hilfe des nachfolgenden
Theorems erweitert werden. Hierbei wird die Aussage fiir semilineare Differential-
gleichungen in Abhéngigkeit von u fir Differentialgleichungen, die zusétzlich von v’
abhéngig sind, verallgemeinert.

Wir betrachten also im Folgenden semilineare Randwertaufgaben der Form
—u"(z) = f(z,u(x),u'(z)), wobei z € (a,b), (8)

u(a) = u(b) = 0.

Die besagte Existenz- und Eindeutigkeitsaussage ist durch das folgende Theorem
gegeben:
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Satz 4. Sei f : [a,b] X R x R — R eine stetige Funktion und geniige der Lipschitz-
Bedingung, das heifst: 3 L, L' > 0, sodass ¥V © € [a,b] und V s,t, s, t' € R

|f($787t) - f(l',S/,t/)‘ < L- |S - t| + L/|S/ - t/‘v

und gelte aufserdem, dass

(b—a)? , b—a
-
8 * 2

Dann ezistiert genau eine klassische Losung fir das durch (8) beschriebene semili-

L- < 1.

neare Randwertproblem.

Beweis. Die Herangehensweise verlduft analog zum Beweis des ersten Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes Satz 3.

Wir wollen das semilineare Randwertproblem (8) zunéchst wieder in eine In-
tegralgleichung tiberfiihren, welche die gesuchte klassische Losung w durch die
Greenschen Funktion darstellt.

Die zugehorige homogene Differentialgleichung ist mit —u”(z) = 0 identisch zur
ersten semilinearen Randwertaufgabe. Demnach befinden wir uns in der gleichen
Situation wie schon in Abschnitt 3.3 und kénnen mit derselben Greenschen Funktion
arbeiten. Diese ist von der Gestalt

G(%ﬁ):bl { (b—2x)-(£—a) ,ﬁ:u"agggxgb .

—a |l (z—a)-(b=¢) ,fira<x<E{<Dh

Betrachte die Integralgleichung
b
u(@) == [ Gl (€ u©).u(€)) g, v € a.b] ©)

wobei G wieder die Greensche Funktion bezeichnet und die Funktion f den Bedin-

gungen des Satzes 4 gentigt.

Vorausgesetzt, solch eine Funktion w existiert, so ware sie eine klassische Losung des
semilinearen Randwertproblems (8), da nach Definition der Greenschen Funktion
gilt, dass G(a,§) = G(b,§) = 0 und somit die homogenen Randbedingungen
u(a) = u(b) = 0 erfillt sind. Zusatzlich erfillt v auch die Differentialgleichung, denn
aus

u(r) = [ Gl (€ u(€), /() de
= [ 6076 u(©). w(©) de + [ Gl )16, u()0(6)) de
b—x (=

[ (€~ apre ). (€) de+ T2 [0~ )5(€ ule).w(6) de

:b—a
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folgen analog zum Beweis des ersten Existenz- und Eindeutigkeitssatzes die zwei

Ableitungen
d() = [((€ - € ul€).(©) de + [0 - €716 u(©), w(6)) de
(@) = ~ 2 ue), (@) — L, (), ol (1)

b—a
= —f([L’, u(x)’ ’U/([L’))

Weiter folgt aus den Bedingungen des Randwertproblems und mit Hilfe der partiellen

b—a

Integration, dass jede klassische Losung von (8) auch die Integralgleichung (9) 16st,
denn

b b
| Gl (€ (). w(€) de = — [ Gla.u(€) de

_ _’;:z/j(g_a)u"(g) ds— 1 ["(b—u'(©) dg
b—x , r—a /

= —b_a((x—a)u (x) —u(x)) + b_a((b—x)u (z) — u(z))

:—bia(—b—i-x—a:%—a)u(x)

= u(x).

Damit sind das zu betrachtende Randwertproblem und die Integralgleichung
dquivalent. Die Existenz einer Funktion u von der durch (9) beschriebenen Gestalt
impliziert folglich eine eindeutige klassische Losung von (8). Um die eindeutige Exis-
tenz zu zeigen, definieren wir wieder analog zum ersten Beweis einen Operator T

durch
(Tu)(@) = [ Gl )5 u()w(€) de.

Betrachte nun eine beliebige Funktion v € C*[a, b], dem vollstéindigen und normierten
Raum aller auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig differenzierbaren Funktio-
nen.

Wenn v € Cl[a,b], dann ist &€ — f(&, u(§),u'(€)) wohldefiniert. Damit gilt aufgrund
der Stetigkeit der Greenschen Funktion und des Integrals, dass Tv € C|a, b]. Dartiber
hinaus ist auch (Tv)" € C|a, b], denn

(ToY () =~ [ (€~ aF (€ u(©). w(©) + = [ (b~ (€ u(e), w(©)) de

ist ein Kompositum stetiger Funktionen und damit ebenfalls stetig. Folglich ist T’
auf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbar und bildet den Raum C'[a,b] in sich

21



ab.
Um den Banachschen Fizpunktsatz anwenden zu koénnen, muss 7' nur noch die
Kontraktionseigenschaft aufweisen.

Betrachte hierfiir zwei beliebige Funktionen v, w € C'[a, b] mit der Norm
loll := max (Lv(z)] + Lv'()]). (10)

Aufgrund der Lipschitz-Bedingung von f und der Nichtnegativitdt der Greenschen
Funktion gilt, dass

b

h

(To)(z) ~ (Tw)(@) = | [ G, €)7(6 v(€),0(©)) de — [ G, €)1 (6 wle), w'(6)) de

IN

G(:r OIF(E,v(€),v'(§)) = f(& w(&), w'(€))] dE
G(:E (L&) —w(@)]+ L'V (§) —w'(§)]) dg
| G(,8) delv —w]

(b —z)(x —a)llv —wl,

b

IN

IN
\\\

[\le—‘

da, wie fiir das erste Problem bereits gezeigt,

b 1
| 6. ds= 0 -2)@—a).
Des Weiteren gilt

(o)) - )@ =| . [ 6. (€ de— g1 [ 6l 016 (6. w'(6)) dg

< [ 122 e o), 01(0) - (6 wl), wie)] de

< [1%550 (ngoe) - wie)] + LI(6) - wie)) de

[ 125y

Ox

(x—a) (x b)ZHU Wl
2(b—a)
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denn

’

ox

86‘(96,6)‘ _ /

i (i)
:bi&</j(§—a)df+/x(b—€)d€>

1 1
( x? —ax——a +a? —i—bQ—é—bx—l—Qx)

i (Ga0-0)) a

@‘

_( —a)®+ (z —b)?
2(b—a) '

Durch die Kombination dieser beiden Ergebnisse ergibt sich fiir die Funktionen v
und w in der durch (10) definierten Norm die Beziehung

|70 = Twl| = max (L|(Tv)(z) — (Tw)(@)| + L|(Tv) (z) = (Tw)(z)])

<y (130 (o= ol - ul + 2T EEZ )

z€la,b]
(b—a)? b—a

< (L L
= 8 * 2

v = wl],

denn wie aus dem ersten Beweis bereits bekannt, gilt

_ (b—a)
max (b—2)(b—a)="—

und weiter, dass
(r—a)*+(x—0b)?> b—a
max = ,
€la,b) 2(b—a) 2

da die nach oben geoffnete Parabel mit Minimum an der Stelle “+b ihr Maximum auf
dem abgeschlossen Intervall [a, b] in den Randpunkten z = a und x = b annimmt.
Nach Voraussetzung des Satzes gilt

b—a)? b—

3 + I/ 2&<1.

)\::L(

Damit ist gezeigt, dass der Operator T' eine kontrahierende Abbildung ist, denn
|Tv —Tw| <X |lv—w|, fir A <1,

und 7" laut Banachschem Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt besitzt. Dieser impli-
ziert eine eindeutige klassische Losung der semilinearen Randwertaufgabe (8).
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4 Anwendung II: Integralgleichungen

Auch in Bezug auf Integralgleichungen kénnen mit Hilfe des Banachschen Fizpunkt-
satzes Eindeutigkeitsaussagen tiber die Existenz einer Losung getroffen werden. Die
Anwendung lauft hierbei analog zu Differentialgleichungen, indem die Losungssuche
in ein Fixpunktproblem umgewandelt wird und die Voraussetzungen des Banach-
schen Fizpunktsatzes iberpriift bzw. hergestellt werden.

Im Folgenden soll kurz der Begriff der Integralgleichung eingefithrt werden,
um im Anschluss die eindeutige Existenz einer Losung am Beispiel der Fredholm-
schen Integralgleichung zweiter Art und Volterraschen Integralgleichung zweiter Art
zu zeigen. Hier kommt auch die Erweiterung des Banachschen Fixpunktsatzes fiir
kontrahierende Potenzen zum Tragen. Das Kapitel basiert auf [KF75] und [Heu08].

4.1 Integralgleichungen

Unter einer Integralgleichung verstehen wir eine Gleichung der Form

1) = [ Ks,05(0) de+0(9) (1)

in der also die gesuchte Funktion f auch unter dem Integralzeichen steht.
Hierbei sind K und ¢ bekannte Funktionen und die Variablen s,t € [a, b].

Eine besondere Eigenschaft von Integralgleichungen der Gestalt (11) ist deren
Linearitdt, die dadurch entsteht, dass die gesuchte Funktion f linear in die
Gleichung eingeht.

Bemerkung. Genauso kénnen auch nichtlineare Integralgleichungen wie zum Bei-
spiel

b
Fs) = [ K (s, 0g(5(0),0) dt,
betrachtet werden. Hierbei geht f nur implizit durch eine weitere bekannte Funktion

g in die Integralgleichung ein. Dies sei lediglich ergdnzend erwahnt, da wir uns im
Weiteren auf lineare Integralgleichungen beschréanken.

Man unterscheidet wiederum verschiedene Typen von linearen Integralglei-

chungen, von denen im Folgenden zwei spezielle Typen gesondert betrachtet und
auf die Existenz einer Losung tiberpriift werden sollen.
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4.2 Fredholmscher Typ

Der erste spezielle Typ, der hier untersucht werden soll, sind die inhomogenen
linearen Fredholmschen Integralgleichungen zweiter Art.

Seien dazu K: [a,b] X [a,b] — R und ¢: [a,b] — R wie zuvor wieder gegebe-
ne Funktionen, die insbesondere stetig fiir alle z,y € [a,b] sind. Seien weiter A ein
beliebiger Parameter und f die gesuchte Funktion. Dann heifit

F) =2 [ K o)) dy + (o) (12

Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art.

Bemerkung. Kommt die gesuchte Funktion f nur unter dem Integral vor -
entspricht also die linke Seite von (12) Null - so handelt es sich um Fredholmsche
Integralgleichungen erster Art. Diese werden allerdings nicht naher betrachtet, da das
Prinzip der kontrahierenden Abbildung in diesem Fall nicht angewandt werden kann.

Um nun die eindeutige Losbarkeit von (12) zu beweisen, wird diese zu Be-
ginn erneut als Gleichung der Form Ax = z aufgefasst, wobei der Operator A
durch

Af(x) = A/abK(ﬂc,y)f(y) dy + o(x)

fir z,y € [a,b] definiert ist. Dieser bildet, aufgrund der Stetigkeit der Funktionen
K und ¢ und des Integrals als Funktional, den vollstdndigen und normierten Raum
Cla, b] in sich ab.

Seien nun fi, fo € C[a, b] zwei beliebige Funktionen. Dann gilt
b
|Af1 — Afallclay = afgﬁ)& ‘)\/a K(z,y)(fi(y) — f2(y)) dy|

b
< may 'A‘/a K (z,9)] - | f1(y) — f2(y)] dy

z€la,b

b
< max | [ K (@.y)l dy- 1fi = folloges

x€la,b]
b
< w/ Mdy - || f1 = fallctay

=AM (b —a)- [ fr = follotas),

denn aufgrund der Stetigkeit ist K auf dem abgeschlossen Intervall [a, b] beschrankt
und es existiert eine Konstante M € R, sodass

|K(z,y)] < M.
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Vorausgesetzt |A\|M(b—a) < 1, so ist A eine Kontraktion. Damit sind alle geforderten
Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

Das Prinzip der kontrahierenden Abbildung liefert folglich die eindeutige Losbarkeit
aller Fredholmschen Integralgleichungen zweiter Art (12) mit hinreichend kleinem
Parameter A, der durch die Bedingung

1

Al < M(b—a)

beschrankt ist.

4.3 Volterrascher Typ

Der zweite Typ von Integralgleichungen, der auf die eindeutige Existenz einer Losung
untersucht werden soll, kann auch als Spezialfall der Integralgleichungen vom Fred-
holmschen Typ angesehen werden.

Charakteristischer Unterschied ist dabei, dass die Verénderliche x auch die obere
Integralgrenze bildet, wobei weiterhin a < x < b. Der Zusammenhang beider Typen
wird deutlich, wenn man die Funktion K fiir y > x durch K (z,y) = 0 stetig fortsetzt.
Bei Integralgleichungen der Gestalt

f@) = [ K@y ) dy+ o) (13)

sprechen wir von Volterraschen Integralgleichungen zweiter Art, wobei fiir die Funk-
tionen K und ¢ wieder die gleichen Bedingungen gelten, A wieder ein beliebiger
Parameter und f die gesuchte Funktion ist.

Bemerkung. Bei Volterraschen Integralgleichungen erster Art taucht die gesuchte
Funktion f erneut nur unter dem Integral auf, weswegen dieser Typ auch hier aufler
Acht gelassen werden soll.

Um an dieser Stelle nun eine eindeutige Losung der Gleichung (13) nachzu-
weisen, greifen wir auf die Erweiterung des Banachschen Fixpunktsatzes fiir
kontrahierende Potenzen zuriick.

Hierfiir interpretiert man die Gleichung wieder als Fixpunktproblem und definiert
analog zu den Integralgleichungen des Fredholmschen Typs einen Operator A und
zeigt, dass die Potenz A™ der Abbildung kontrahierend ist.
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Sei also
= [ K@) r ) dy + (@)

fir x,y € [a, b] der zu betrachtende Operator. Fir zwei Funktionen f; und f5, welche
auf dem Intervall [a, b] stetig sind, gilt

[Af(@) = Afa(a) = X [ K p)(fiy) = fa(y)
< N [ 1K @)l 1) — ()] dy
< | [ 1K ()] dy - s [fa(e) = folo)
< [AM(z —a) - |l fr = fallean
da K aufgrund der Stetigkeit durch |K(z,y)| < M beschrankt ist.

Weiter gilt

A2(@) = A2L@)] = X [ K@y [ K@) - ) dy) dy
<P [ 1K@yl [ 1K@y A) - )] dy dy
<R [ 1K@yl [ 1K@yl dydy- 1A= Llews
<P [ [0 dydy - = Fallows

= a2

wobei ||-||cfa,5) nochmals der Supremumsnorm entspricht.

Nach n-maligem Potenzieren der Abbildung A gelangen wir schliellich zu

A" fu() — A fo(@)] < A =D
<A M“u N = Follows:
n.

Damit ist die Abbildung A™ eine Kontraktion, vorausgesetzt

A" - M™(b — a)"

< 1.
n!

Diese Bedingung kann fiir alle Parameter A erfiillt werden, indem man die Zahl n
hinreichend grof3 wahlt.
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Demnach hat die Abbildung A nach dem Banachschen Fizpunktsatz fiir kon-
trahierende Potenzen genau einen Fixpunkt. Dies ist dquivalent dazu, dass jede
durch (13) definierte Volterrasche Integralgleichung der zweiten Art fir jedes
beliebige A eine eindeutig bestimmte Losung besitzt.

28



5 Fazit

Im Verlauf der Arbeit haben wir vier verschiedene Gleichungstypen aus den Berei-
chen der Differentiation und Integration kennengelernt und diese auf ihre Losbarkeit
untersucht. Unter Beriicksichtigung des Banachschen Fizpunktsatzes konnte in allen
Fallen eine eindeutig bestimmte Losung nachgewiesen werden. In drei der vier Falle
gelang dies bedingt durch die strengen Voraussetzungen des Satzes allerdings nur
durch starke Einschrankung der Gleichungen.

So gelten etwa die Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen der Siatze 3 und 4 in Bezug
auf semilineare Randwertprobleme nur fiir Differentialgleichungen der speziellen
Form —u"(z) = f(z,u(z)) und —u"(z) = f(z,u(z), v (x)), deren Funktion f
dariiber hinaus noch einer starken Lipschitz-Bedingung geniigen muss. Diese
Einschrankungen, die zwingend notwendig sind, um den Banachschen Fixpunktsatz
anwenden zu konnen, lassen die Zahl der Randwertaufgaben, fiir die auf diese
Weise eine eindeutig bestimmte Losung garantiert wird, sehr klein werden. Natiirlich
konnen auch Aussagen iiber die Losbarkeit semilinearer Randwertprobleme getroffen
werden, deren zugehorige Differentialgleichung die aufgezeigten Bedingungen nicht
erfiillt. In diesen Situationen geht allerdings die Einzigkeit der Losung verloren. Ein
Beispiel dafiir ist der Satz von Scorza Dragoni, nachzulesen in [EmmO04], der fiir die
Funktion f nur noch Stetigkeit und Beschrénktheit fordert aber mindestens eine
Losung garantiert.

Ahnlich verhélt es sich bei den Integralgleichungen des Fredholmschen Typs. Das
Prinzip der kontrahierenden Abbildung kann nur fiir hinreichend kleine Parameter A
angewandt werden. Uber die Existenz einer eindeutigen Losung bei Fredholmschen
Integralgleichungen, deren Parameter die entsprechende Einschrinkung nicht erfillt,
kann mit Hilfe des Banachschen Fizpunktsatzes keine Aussage getroffen werden.
Lediglich fiir Integralgleichungen des Volterraschen Typs konnte unter Verwen-
dung des Banachschen Fizpunktsatzes fiir kontrahierende Potenzen die eindeutige
Losbarkeit ohne Einschrankung nachgewiesen werden.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass fiir die Gleichungen, welche den ge-
forderten Bedingungen gerecht werden konnen, der Banachsche Fixpunktsatz
insbesondere durch die garantierte Einzigkeit eine bestmogliche Aussage zulésst.
Gelten diese Bedingungen jedoch nicht, was fiir den Grofiteil von Gleichungen
zutrifft, kann keine Aussage getroffen werden.
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