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Einleitung

Der zentrale Aspekt dieser Ausarbeitung sind die nach dem russischen Mathematiker Pafnuti
L. Tschebyscheff (1821-1894) benannten Tschebyscheff-Polynome. Tschebyscheff hat unter an-
derem erfolgreich auf dem Gebiet der Approximationstheorie gearbeitet (vgl. Wuking/Arnold
[8, Seite 411 ff.]). Die Tschebyscheff-Polynome spielen somit in der Mathematik und speziell in
der Approximationstheorie eine gewichtige Rolle, insbesondere bei der Polynominterpolation.
Dementsprechend wird eine der zentralen Fragestellungen des ersten Kapitels dieser Arbeit
sein, wie die Stiitzstellen bei der Polynominterpolation optimalerweise gewéhlt werden soll-
ten. Dariiber hinaus werden die Tschebyscheff-Polynome im zweiten Kapitel auf eine gréfiere
Klasse von Polynomen, die sogenannten orthogonalen Polynome, verallgemeinert. Im dritten
Kapitel geht es grundsétzlich um die Fragestellung, wie sich Integrale durch Quadraturformeln
idealerweise approximieren lassen und welche Rolle dabei die zuvor kennengelernten ortho-
gonalen Polynome haben. Im Folgenden wird nun noch ein etwas detaillierterer Ausblick auf
den Inhalt dieser Ausarbeitung gegeben.

Zu Beginn der Arbeit wird die Einfithrung der Tschebyscheff-Polyome dadurch motiviert,
dass der bei der Polynominterpolation auftretende Fehler erldutert wird, zu dessen Reduzie-
rung die Tschebyscheff-Polynome entscheidend beitragen kénnen. Nach Definition und Dar-
legung einiger elementarer Eigenschaften der Polynome wird man schlieflich sehen, welcher
Zusammenhang zwischen dem Interpolationsfehler und den Tschebyscheff-Polynomen besteht
und insbesondere welche Rolle deren Nullstellen dabei spielen. Schlieflich werden zum En-
de des ersten Kapitels noch eine Vielzahl an interessanten und weitreichenden Eigenschaf-
ten der Tschebyscheff-Polynome, die in mehreren Teilbereichen der Mathematik angesiedelt
sind, gezeigt. Zur Abrundung der Thematik wird letztlich noch kurz auf die sogenannten
Tschebyscheff-Polynome zweiter Art eingegangen, die in ihren Eigenschaften einige Ahnlich-
keiten zu den Tschebyscheff-Polynomen erster Art aufweisen.

Das zweite Kapitel behandelt mit den allgemeinen orthogonalen Polynomen nun wie erwahnt
eine grofere Klasse von Polynomen, zu denen auch die Tschebyscheff-Polynome gehéren. Nach
einer Kldrung, was die orthogonalen Polynome eigentlich ausmacht, wird eine wichtige Re-
kursionsformel eingefiihrt, mit deren Hilfe die Polynome bestimmt werden kdnnen. Explizit
eingegangen wird schliefslich noch auf die Nullstellen der orthogonalen Polynome und wie diese
berechnet und dargestellt werden kénnen. Anhand der Tschebyscheff-Polynome und den nach
dem franzosischen Mathematiker Adrien-Marie Legendre benannten Legendre-Polynomen,
werden die Erkenntnisse des Kapitels letztlich an konkreten Beispielen veranschaulicht.

Im dritten und letzten Kapitel dieser Ausarbeitung geht es schlieflich um einen Anwendungs-
bereich der beschriebenen orthogonalen Polynome. Bei der sogenannten Gauf-Quadratur, ei-
nem Spezialfall der zur Approximation von Integralen bestimmten Quadraturformeln, werden
die Nullstellen der orthogonalen Polynome zum Tragen kommen. Nachdem dieser Zusammen-
hang zwischen der Quadratur und den Nullstellen geklért ist, wird letztlich noch die Giite
und der auftretende Fehler der Gauls-Quadratur diskutiert.

Die Ausarbeitung orientiert sich vordergriindig an den Ergebnissen aus den Biichern ,Nume-
rische Mathematik kompakt* von Robert Plato 6, Seite 12-17; 134-141] und ,Grundlagen der
Numerischen Mathematik und Wissenschaftlichen Rechnens* von Martin Hanke-Bourgeois
[5, Seite 284-297; 336-341].



Kapitel 1

Tschebyscheff-Polynome

1.1 Der Fehler bei der Polynominterpolation

Fiir eine moglichst gute Approximation einer Funktion durch ein Polynom mittels Polyno-
minterpolation ist es von grofer Wichtigkeit, die zu Grunde liegenden Stiitzstellen richtig
zu wahlen. Das Ziel dieser Ausarbeitung ist es also zunéchst, die bestmoglichen Stiitzstellen
Tl .oy Tnt1 € [a,b] C R (paarweise verschieden) zu finden, die den Fehler zwischen der Aus-
gangsfunktion und dem Interpolationspolynom vom Grad n auf dem Intervall [a, b] so gering
wie moglich halten.

Um einen Ansatz zur Losung dieses Problems zu finden, betrachten wir zunéchst eine Ab-
schiatzung des Fehlers, der bei der Polynominterpolation auftritt:

Ist f € C"*'[a,b] und p € P, das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen
X1, .oy Tnt1 € [a,b], dann existiert zu jedem Punkt = € [a, b] ein Zwischenwert £ € [a, b], sodass

(n+1) n+l
f(n+1()£!) ] = ). (1.1)

k=1

f(z) —p(z) =

Ein Beweis dieser Aussage ist beispielsweise in Plato [6, Seite 10] zu finden. Die Darstellung
zeigt nun deutlich auf, dass die Wahl der Stiitzstellen direkt in den Interpolationsfehler ein-
geht. Als Beispiel ist in Abbildung 1.1 das Polynom = +— [[}4](z — 2;) fiir n = 10 und
dquidistant verteilte Stiitzstellen auf dem Intervall [—1, 1] dargestellt.

0.01

0.005 K\ .
oF \_——m——— 7\ -
-0.005 -

-0.01 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 1.1: Fehlerpolynom fiir n = 10 und dquidistante Stiitzstellen.
Es ist darauf deutlich zu erkennen, dass das Polynom an den Réndern des Intervalls einen
betragsmifig relativ grofien Wert annimmt, was somit auf stirkere Fehler und Oszillationen

an den Randern bei der Polynominterpolation hinweist.
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Zur Bestimmung der optimalen Stiitzstellen ergibt sich also die Aufgabe, x1,...,x,41 € [a, b
so zu bestimmen, dass max,¢q) HZ:% (x — xk)‘ minimal wird. Eine entscheidende Rolle
dabei spielen die im folgenden Abschnitt definierten Tschebyscheff-Polynome.

1.2 Definition und grundlegende Eigenschaften der Tschebyscheft-
Polynome
Wir kommen nun zu der Definition, die diesem Kapitel ihren Namen gibt.

Definition 1.1. Die Tschebyscheff-Polynome erster Art werden fiir n € N definiert als
T,: [-1,1] = R, T,(t) := cos(n - arccost).

Anmerkung: Soweit nicht anders vermerkt, werden die Tschebyscheff-Polynome erster Art im
Folgenden einfach als Tschebyscheff-Polynome bezeichnet.

Ausgehend von dieser Definition lésst sich nun bereits der erste Satz formulieren, der einige
wichtige Figenschaften der Tschebyscheff-Polynome zusammenfasst.

Satz 1.2. (Grundlegende Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome)

Fiir die Tschebyscheff-Polynome gelten die folgenden Eigenschaften:

i) Tn(cosf) =cosnd fir 0 € [0,7] wund r?alxl] |T.(t)| = 1.
te[-1,

it) Es gilt die Rekursionsformel
To(t) =1, Ti(t) =t, Thy1(t) =2t-Tyo(t) — Tp—1(t) fiir te[-1,1].

Setzt man den Definitionsbereich der Rekursion auf alle t € R fort, so erhdlt man
T, € P, mit dem Leitkoeffizienten 2"~ fiir n > 1. Dabei bezeichnet P, den Raum der
rellen Polynome vom Hochstgrad n.

ii) Ty, hat (n+ 1) Extrema s,(f) auf [—1, 1], ndmlich

s,{C )= cos?7T und es gilt Tn(sé )) = (-1)* fir k=0,..,n.

iv) T, hat n einfache Nullstellen tlin) auf [—1,1]:

t,(cn) 1= cos <M> fir E=1,..,n.
2n

Beweis.

i) Da v +— cosv auf [0, 7] umkehrbar ist mit der Umkehrfunktion ¢ +— arccost, gilt
T, (cos ) = cosnf.
Zusétzlich gilt T,,(1) = cos(n - 0) = 1 und somit wegen der Beschrénktheit des Cosinus
auch max |T,(t)] = 1.

te[—1,1]
ii) Es gilt Ty(t) = cos0 = 1 und T4 (t) = cos(arccost) =t fur t € [—1,1].
Es gilt nun ferner nach den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen die

Formel
2 cos (T) cos <x;y> = COS T + COS . (1.2)
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Setzt mannun = (n+1)0, y = (n—1)0, sogilt 2% =nf und Z3¥ = 6. Schlieflich
folgt unter Verwendung von Teil i), sowie der Glelchung (1.2) fiir t = cos(@)

2tT,(t) — T—1(t) = 2cos @ cosnb — cos((n — 1)8) = cos((n + 1)0) = T,,11(),

womit die Rekursionsformel fiir ¢ € [—1, 1] gezeigt wurde.
Setzt man diese Rekursionsformel nun fiir ¢ € R fort, so folgt dass der Leitkoeffizient
gerade 2" 1 ist, sowie T}, € P, direkt aus der Rekursion.

iii) Fiir k=0,...,n ist % € [0, 7] und somit folgt aus Teil )
k k
Tn(sé”)) = T, (cos —W) = cos "1 = cos k= (—1)k,
n n

(n)

Offensichtlich liegen die Extremstellen s, alle in dem Intervall [-1,1], da der Cosinus
betragsmafig durch 1 beschriankt ist.

iv) Mit den gleichen Begriindungen wie in iii) folgt
Tt = cos(2(2k‘ — 1)7) =0 fiir k € {1,...,n}.

O]

Die Aussagen von Satz 1.2 werden im Laufe der gesamten Thematik noch sehr haufig von
Bedeutung sein.

Beispiel 1.3. Aus der Rekursionsformel ergeben sich die ersten Tschebyscheff-Polynome fol-
gendermafsen:

To(t) =1, Ty (t) =t,

Ty(t) = 2t2 — 1, Ts(t) = 4¢3 — 3t,

Ty(t) = 8t* — 812 + 1, Tx(t) = 161> — 203 + 5t.

Es fillt auf, wie auch direkt aus der Rekursionsformel ersichtlich, dass die Tschebyscheft-
Polynome abwechselnd gerade und ungerade sind.

1 1
Ty(t) —— /Tt
0.5 0.5+
0r - 0
-05 - -0.5 -
_1 | | | _1 |
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 1

Abbildung 1.2: Darstellung von T4 und 75 auf [—1,1].



1.3 Die Optimalititseigenschaften der Tschebyscheff-Stiitzstellen

Der niéchste Satz liefert nun schon einen Grofteil der Antwort auf die Aufgabe, die zu Beginn
der Ausarbeitung gestellt wurde. Wie im Folgenden erldutert wird, minimieren némlich gerade
die Nullstellen des (n + 1)-ten Tschebyscheff-Polynoms den Ausdruck

n+1
max t— ).
| TL- o

Satz 1.4. (Optimalititseigenschaft auf [—1,1])
Sei n € Ny. Fir das (n + 1)-te Tschebyscheff-Polynom T,1 und seine (n + 1) Nullstellen

t,(gnﬂ) gelten die beiden Identititen

n+1 n+1 )
. (n+1
min ma; t — 1) = ma t — t 1.3
T1 ey Tp1€[—1,1] tE[— 1Xl | H 2 te[— 1X1] | H F (13)
1
——— 1.4
. (1.4)

Beweis. Wir kommen zunéchst zum Beweis von Gleichung (1.4):
Das Tschebyscheff-Polynom 7,41 hat nach Satz 1.2 den Leitkoeffizienten 2" und die (n + 1)

Nullstellen t,gnﬂ). Dies sind alle Nullstellen des Polynoms, da 75,41 den Grad (n+ 1) hat und
ansonsten T, 11 = 0 gelten wiirde. Somit zerféllt das Polynom in Linearfaktoren und es folgt

n+1
Toir(t) = 2" [Jt — ") und schlieBlich
k=1
n+1 ( ) 1 1
n+1
= T, —
sy L TLE =60 = g s T 0] = o

Fiir den Beweis von Gleichung (1.3) ist die Relation “<* bereits klar, da das Minimum {tber
X1y .oy Tnt1 € [—1,1] des Ausdruckes offensichtlich nicht groker sein kann als fiir die konkreten

Werte t,(cnﬂ) aus [—1,1].

Es wird nun die Giiltigkeit von

n+1 1
min (t—azK)| > —
Tpt1€[—1,1] t€[— 11]|H Kl 2 2n

gezeigt. Angenommen, es wiirden Zahlen x1,...,x,41 € [—1, 1] existieren, fiir die die Unglei-

chung maxe[_ 1] ITIEE (8 — )| < 5 erfiillt ist. Seien im Folgenden
n+1 1
w(t) == H(t —xp)und P = —Th11 —w.
k=1

Per Definition ist P also ein Polynom vom Grad n. Da nach Satz 1.2 fiir die mit 3(n+ ) )

k € {0,...,n + 1}, bezeichneten Extremstellen von T,y gilt, dass T}, 11(s ](JLJFI)) = (-1)’“ ist,
folgt

e fiir gerade k: %Tnﬂ(s,ﬁ"“)) = 4, sowie nach Annahme w(s,gnﬂ))

27L ?
und schlieklich
P(slgn+1)) > 0,



e fiir ungerade k: Q%Tnﬂ(s,(gnﬂ)) = —3-, sowie nach Annahme w(s;"" /) > —55

und schlieflich
P(s\") <0,

Zwischen zwei beliebigen benachbarten s,inﬂ) hat das Polynom P also einen Vorzeichenwech-

sel, insgesamt (n + 1) im Intervall [—1,1], da T,4+; genau (n + 2) Extremstellen auf [—1, 1]
besitzt. Da P als Polynom stetig ist, besitzt es auf dem betrachteten Intervall nach dem
Zwischenwertsatz also (n + 1) paarweise verschiedene Nullstellen. Zusétzlich ist P vom Grad
n, woraus P = 0 folgt und somit auch w = T,,4+1. Genau wie 7)1 hat w also ein Maxi-
mum von 2%, was einen Widerspruch zur Annahme darstellt. Somit ist die Gleichheit in (1.3)
bewiesen. O

Der Satz liefert somit optimale Stiitzstellen fiir die Polynominterpolation auf dem Intervall
[—1,1], ndmlich durch Bestimmung der Nullstellen des geeigneten Tschebyscheff-Polynoms.
Wie diese Erkenntnis auf ein beliebiges Intervall [a, b] C R verallgemeinert werden kann, zeigt
nun der folgende Satz.

Satz 1.5. (Optimalititseigenschaft auf [a,b])
Sei per Definition die lineare Abbildung 1 gegeben durch

0 [—1,1] = [a,B], mit (t) = %((b —a)i+a+b).

Dann gilt

n+1 n+1

min max | H (x —xp)| = max \H n+1 )| (1.5)

Z1,eerTnt1€[a,b] z€[a,b]

(b _ )n+1
= 1.6
2.-4n (16)
Beweis. Der Beweis der beiden Gleichungen l&dsst sich im Wesentlichen durch Substitutionen
auf die Aussagen von Satz 1.4 iibertragen. Anzumerken ist im Vorfeld, dass die Abbildung
offenbar bijektiv ist und somit alle Werte im Intervall [a, b] von 1 getroffen werden. Deshalb
folgt

n+1 n+1 ( )
n-l—l . n+1
max | H z— () = max, IH )|
n+1 ( )
_ b N ¢ n+1
e, | H a)(t =)

7Z+1 n-+1
- n+1 b—a
= e 1L e <2 )
1 <b—a>”+1 (b—a)"t!

o\ 2 IS DT

womit Gleichung (1.6) bewiesen ist. Benutzt wurde dabei im vorletzten Schritt die Aussage
von Satz 1.4. Bei der Gleichung (1.5) ist die Relation “<* offensichtlich giiltig. Es bleibt noch
zu zeigen, dass
n+l (b — a)nt?
rnax | H (x — xp)] W gilt.

1,.. ,xn+1€ a,b] z€[a,b]



Seien nun xq, ...,

Zpt1 € [a,b] beliebig und yi, ...
der bijektiven Funktion 1, also ¢(y;) = x; fur i =1, ...,

,Ynt1 € [—1,1] die jeweiligen Urbilder unter

n + 1. Mit dieser Festlegung folgt

n+1 n+1
— — t) —
max ! k:l(x )| hax, | kHl(M ) = ¥(yr))l
n+1 —a n+1
= ma1X1] | H — Yk) < )
1 (b— )n—l—l (b_ )’fH-l
> - =
on on+1 2. 4n

Bei der Abschétzung wurde erneut die Aussage von Satz 1.4 benutzt. Somit wurde die Giil-
tigkeit von beiden Aussagen des Satzes gezeigt. O

Durch Nutzung dieses Satzes ist es nun moglich, fiir die Polynominterpolation auf einem
beliebigen Intervall [a,b] C R die optimalen Stiitzstellen zu finden. Diese lassen sich nun al-
so bestimmen, indem die Nullstellen des geeigneten Tschebyscheff-Polynoms berechnet und
durch Anwendung der Funktion 1 auf das gewiinschte Intervall transformiert werden. Welche
Bedeutung die Wahl dieser optimalen Stiitzstellen konkret hat, ldsst sich in Abbildung 1.3
erkennen, in der die Interpolation der Funktion f(t) = ﬁ auf dem Intervall [—5, 5] durch ein
Polynom vom Grad 10 dargestellt ist. Verwendet wurden hierzu einmal dquidistante Stiitz-
stellen und ein anderes Mal die transformierten Tschebyscheff-Stiitzstellen. Das Beispiel ist
auch als Beispiel von Runge bekannt (vgl. Plato [6, Seite 17]).

-0.5 | | | | |

1

Abbildung 1.3: Interpolierende Polynome pi, pa € Pyy von f(t) e auf dem Intervall

[—5, 5] mit Aquidistanten Stiitzstellen (links) sowie Tschebyscheff-Stiitzstellen (rechts).

Es fallt deutlich auf, dass der Fehler zwischen Funktion und Interpolationspolynom bei der
Verwendung von dquidistanten Stiitzstellen an den Réndern des Intervalls sehr grofs ist, wih-
rend die Tschebyscheff-Stiitzstellen auf dem gesamten Intervall eine sehr gute Approximation
liefern.

Somit wurde der Zusammenhang zwischen den Tschebyscheff-Polynomen und der Wahl der
Stiitzstellen bei der Polynominterpolation geklért. Allerdings haben die Tschebyscheff-Polynome
auch noch eine Reihe von anderen wichtigen und interessanten Eigenschaften in der Mathema-
tik und speziell in der Approximationstheorie, die im néchsten Abschnitt noch weiter erlautert
werden.



1.4 Weiterfiihrende Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome

Der erste Satz dieses Abschnittes macht eine Aussage {iber die Approximation von Monomen
mit Hilfe der Tschebyscheff-Polynome (vgl. Himmerlin /Hoffmann [4, Seite 163 f.]).

Satz 1.6. Sein € N und )
p(t) :==t" — 2n7_1Tn(t)'

Dann ist p € P,—1 auf dem Intervall [—1,1] das Prozimum an das Monom f(t) :=t".

Beweis. Zum Beweis dieser Aussage wird zunichst die Giiltigkeit des Alternantensatzes vor-
ausgesetzt. Dieser sagt aus, dass ein Polynom ¢g € P,_; genau dann ein Proximum an
f € Cla,b] ist, wenn eine Alternante a < z1 < ma < ... < Tp41 < b existiert. Dies be-
deutet, dass d := f — g an diesen Stellen alternierend den Maximalabstand zwischen f und ¢
annimmt, also |d(z;)| = ||d||, firi=1,..,n+ 1 und d(x;) = —d(xi41) fiir i = 1,...,n. Der
Beweis des Satzes ist zum Beispiel in Himmerlin/Hoffmann [4, Seite 157| nachzulesen.

Es stellt sich nun heraus, dass die (n+ 1) Extremstellen 3,(:) = cosl%r des n-ten Tschebyscheft-

Polynoms eine Alternante fiir d(t) := " — p(t) = 2,,L¥,1Tn(t) bilden, denn

) d(cos%’r) = 2,n1_1 fiir gerade k,

o d(cos™™) = — L fiir ungerade k und schlieflich

e |ldll, = maXye(—1,1] !W%Tn(tﬂ = 271%1

Zusammen ergibt sich also d(s,(fn)) = (—1)*-||d|| ., und somit folgt aus dem Alternantensatz die
Behauptung, dass p im Raum P,_; — eingeschrankt auf das Intervall [—1, 1] — ein Proximum
an t — t" ist. O

Unmittelbar aus diesem Satz lésst sich nun eine weitere interessante Eigenschaft der Tschebyscheft-
Polynome ableiten.

Folgerung 1.7. Sei P, = {p € {anx” + ... —i—aoxo} | ag,....,an €R, a, = 1} die Menge
aller Polynome vom exakten Grad n und Leitkoeffizient 1.
Dann gilt auf dem Intervall [—1,1]

Beweis. Da nach Satz 1.6 das Polynom p ein Proximum an ¢ +— t™ ist, folgt unmittelbar

Die Aussage dieser Folgerung lasst sich nun so interpretieren, dass sich QH—I,lT n auf dem In-
tervall [—1, 1] unter allen Polynomen mit Hochstgrad n und Leitkoeffizient 1 am besten der
Null annéhert und somit auf diesem Raum ein Proximum an die Nullfunktion darstellt.

1 .
oot ln| = min |pll -

%) pEP),

1

on-1ln

= [[t" =Plloo = min [[t" —pll, = min [[p] .
0o pPEP,_1 pEP,

O]

An dieser Stelle werden nun zwei Beispiele zu Satz 1.6 dargestellt, die verdeutlichen sol-
len, wie die Proxima des Monoms f(t) = t" konkret fiir die Félle n = 3 und n = 4 aussehen.
Fiir n = 3 ist f(¢) = t> und aus der Rekursionsformel der Tschebyscheff-Polynome ergibt sich
p=t>— L(4t3 — 3t) = 2t. Ebenso ist fiir n = 4 das Proximum an f(t) = t* durch p = ¢* — 1
gegeben. Veranschaulicht werden diese Beispiele in Abbildung 1.4.
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Abbildung 1.4: Darstellung des Monoms f(t) = ¢t und dessen Proximum p € P, fiir n =3
(links) und n = 4 (rechts).

Auffillig an diesen Beispielen ist, dass das Proximum an t" aus P,_; jeweils sogar ein Po-
lynom vom Grad (n — 2) ist. Diese Besonderheit ist allerdings damit zu erkldren, dass das
Proximum die gleichen Symmetriecigenschaften wie das Monom aufweisen sollte (Punktsym-
metrie/ Achsensymmetrie), um die Existenz einer Alternante zu gewéhrleisten. Somit ist es
naheliegend, dass ein gerades (ungerades) Monom auch ein gerades (ungerades) Proximum
hat. Zu beachten ist an dieser Stelle, dass auch die Tschebyscheff-Polynome selber immer
abwechselnd gerade und ungerade sind. Dies ist unmittelbar aus der Rekursionsformel er-
sichtlich. Eine weitere Eigenschaft, die sehr &hnlich zu der Aussage von Folgerung 1.7 ist,
werden wir im néchsten Satz sehen.

Satz 1.8. Sei & ¢ [—1,1]. Dann gilt auf dem Intervall [—1,1] die folgende Eigenschaft fir das
n-te Tschebyscheff-Polynom.:

1
min Pl =\|l=—= T,
peri =1 1Pl HTn(€> !

o0

Beweis. Wir bezeichnen im Folgenden %@) -T,, als t,,. Angenommen, es existiert ein Polynom
p € P, mit p(¢) = 1 und ||p||, < ||tn|lo- Pa ty sich nur um einen konstanten Faktor von

T, unterscheidet, hat ¢, nach Satz 1.2 die n + 1 Extremstellen s,(fn), k = 0,...,n auf dem
Intervall [—1, 1], wobei die zugehérigen Funktionswerte abwechselnd positiv und negativ sind.
Das Polynom p ist nach Annahme an den Extremstellen betragsméfig kleiner als £, und somit
hat das Polynom w :=t,, — p insgesamt n Vorzeichenwechsel und deshalb auch n Nullstellen.
Eine zusétzliche Nullstelle hat w an der Stelle £, denn w(§) = t,(§) —p(§) =1 —1 = 0. Somit
hat w (n + 1) paarweise verschiedene Nullstellen. Da zusétzlich w ein Polynom vom Grad n
ist, folgt sofort, dass w identisch zur Nullfunktion ist und deshalb auch p = ¢,, gilt. Dies ist
nun allerdings ein Widerspruch zu der Annahme, dass ||p||, < [|tn]| o, womit die Aussage des
Satzes gezeigt wurde. O

Aus diesem Satz lidsst sich nun eine weitere Aussage folgern. Diese beinhaltet, dass das
Tschebyscheff-Polynom 7,, unter allen Polynomen vom Grad n, die auf dem Intervall [—1, 1]
betragsmifig nicht gréfser als 1 sind, aufserhalb des Intervalls am schnellsten anwéchst.
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Folgerung 1.9. Fir alle § ¢ [—1,1] gilt |T,(§)| = [p(&)], wobei p € P, und ||p||,, <1 auf
[_17 1]'
Beweis. Es gelten auf [—1, 1] die Abschétzungen
T 1 Tnl o
PO — [P (&) T lloe  Tu(&)]
Hierbei folgt die zweite Abschétzung aus Satz 1.8, die letzte Gleichung ergibt sich weil

maxe[_1,1) |Tn(t)| = 1. Durch Multiplikation beider Seiten mit [p(&)| |75 (§)| folgt die Behaup-
tung. O

o0 ‘

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Tschebyscheff-Polynome ist nun, dass sie beziiglich des
gewichteten £2-Skalarproduktes

1 1
(fg) = / = Oatt

orthogonal sind, wie nun zu sehen ist (vergleiche mit Kapitel 2).

Bemerkung 1.10. Die Tschebyscheff-Poynome erfillen die Orthogonalititseigenschaft
1 1 07 i 7é j7
T, T;) = cos(i arccost) - cos(7 arccost) - dt=<7, i=37=0,
< 2 ]> /;1 ( ) (] ) m 7r . ]
92 =] ;é 0.

Beweis. Zunéchst ist anzumerken, dass das Gewicht t — ﬁ sowohl auf dem Intervall

(—1,1) groker als Null als auch auf [—1, 1] integrierbar ist (mit der Stammfunktion
t +— arcsint), weshalb es sich bei (T;,7}) auch tatséchlich um ein Skalarprodukt handelt.
Durch die Substitution

t=cosf, dt=—sinf df = —+/1— t2df

lasst sich das Skalarprodukt nun wie folgt berechnen.

1
1
T;,T; cos(i arccost) - cos(j arccost) - ———=dt
@) = [ cos( ) - cos(j arccos ) - ——

0 ™
/ cos i6 cos j0 d@-/ cos t6 cos 560 df
0

1
2/ cos((i + 7)) + cos((i — j)0)) db
0
(1 |sin((i+7)0) bln((l 1)0) . .
2 |: Z-‘r]] + 17— ]] i|0 07 Z;é.]v
=03 Jy 2cos0df = [ 1d6 =, i=3j=0,

(3 )5 (cos(2it) + 1) a9 = § [ED 6] =5, i=j#0.
U

Als Konsequenz aus dieser besonderen Eigenschaft ergibt sich, dass die Tschebyscheff-Polynome
eine Orthogonalbasis der Polynome bilden. Auf Grund der in der Bemerkung konkret bestimm-
ten Werte von (T}, T;), lasst sich die Basis zudem leicht orthonomalisieren.

Wegen ihrer Orthogonalitét finden die Tschebyscheff-Polynome eine Verwendung bei der soge-
nannten GauB-Quadratur, einem Verfahren zur numerischen Approximation von Integralen,
dem orthogonale Polynome und deren Nullstellen zu Grunde liegen. Weitere Details zu dieser
Thematik kénnen in Kapitel 3 nachgelesen werden.
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Zuletzt ist zu den Tschebyscheff-Polynomen noch die folgende Eigenschaft erwdhnenswert.

Bemerkung 1.11. Das Tschebyscheff-Polynom T, (t) = cos(narccost), t € [—1,1], n € Ny,
lost die Differentialgleichung

(1 _ 752)?// . ty' + n2y —0.
Beweis. Der Beweis der Aussage ergibt sich durch zweimaliges differenzieren des n-ten Tschebyscheff-
Polynoms, mit Hilfe der bekannten Ableitungsregeln. Es gilt
2

n® cos(narccost)  ntsin(narccost)
1—+¢2 (1— tQ)%

nsin(n arccost)

V1—1t2

Durch Einsetzen der Ableitungen in

) T;L/(t) =

T,(t) =

(L= 82) - TU(t) — t - T}, + n’T (t)

folgt schliefslich die Behauptung. O

1.5 Exkurs: Tschebyscheff-Polynome zweiter Art

Zur Vervollstandigung des Kapitels iiber die Tschebyscheff-Polynome wird nun noch kurz
auf die Tschebyscheff-Polynome der zweiten Art und einige ihrer Eigenschaften eingegangen.
Ahnlich wie es fiir die Polynome erster Art moglich ist, lassen sich die Tschebyscheff-Polynome
zweiter Art fiir n € Ny rekursiv definieren:

U,:R—R,
UO(t) = 17 Ul(t) = 2t7
Ups (£) = 2tUn(t) — Up_1(t), n > 1.

Es werden nun kurz einige Eigenschaften dieser Polynome ohne Beweise zusammengefasst
(siehe Abramowitz/Stegun |1, Seite 774 ff.]). Die Eigenschaften gelten jeweils fiir n € Ny.

e Fiir § € (0, 7) gilt die explizite Darstellung

sin((n + 1)9)'

Up(cos ) = -~

Es gilt U,(1) =n+1, U,(—1) = (=1)"(n+ 1) und allgemein U, (—t) = (—1)"t.

Uy hat die Nullstellen u{" = cos 2T, k=1,...,n.

Die Tschebyscheftf-Polynome zweiter Art erfiillen die Orthogonalitédtseigenschaft

(Un,Up) = /1 Un(t)Up (t)V 1 — t2dt = 0, n # m.

-1

U, 16st die Differentialgleichung

(1 —t2)y" — 3ty + n(n+2)y = 0.

13



Kapitel 2

Orthogonale Polynome

2.1 Definitionen und Rekursionsformeln fiir orthogonale Poly-
nome

Bereits im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass die Tschebyscheff-Polynome beziiglich eines
bestimmten Skalarproduktes orthogonal zueinander stehen. In diesem Kapitel wird es nun
darum gehen, diese Figenschaft auf allgemeine orthogonale Polynome zu iibertragen und einige
wichtige Eigenschaften dieser Polynome zu analysieren. Zunéchst werden allerdings einige
benétigte Begrifflichkeiten, die schon im ersten Kapitel angerissen wurden, konkret definiert.

Definition 2.1.

1. Ein gewichtetes Skalarprodukt iiber dem Raum der zweimal integrierbaren Funktionen
L2([a,b]) auf dem Intervall [a,b] C R sei definiert durch

b
mm:/hmmwwm (2.1)

Dabei ist w : [a,b] — (0,00] eine integrierbare Gewichtsfunktion. Dementsprechend
wird durch [|p|| := +/(p,p) die durch das Skalarprodukt induzierte £2-Norm definiert.

2. Zwei Polynome p,q € P, C L?([a,b]) sind orthogonal zueinander, falls (p,q) = 0 gilt.
Die Polynome p, ¢ sind orthonormal zueinander, falls zusitzlich zu der Orthogonalitit

(p,p) = (q,q) = 1 erfiillt ist.

3. Fiir n € Ny bezeichnet das orthogonale Komplement von P, die Menge
PL.={peP|(p,q)=0fiiralle g € P,}.

Dies ist ein Unterraum vom Polynomraum P (0 € P, die Abgeschlossenheit folgt aus
der Bilinearitét des Skalarproduktes).

Da nun die Menge der Monome {xk | k€ NO} eine Basis des Polynomraums P bildet, ergibt
sich durch Anwendung des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren

(vgl. Plato [6, Seite 135]) eine Orthogonalbasis {py | k¥ € No} des Raumes beziiglich eines
gewichteten Skalarproduktes folgendermafsen:

po=1,
n—1
T
pn=1a" — < ’p§>pk,neN.
k=0 ”pkH

Fiir jedes n € Ny ist also p,41 orthogonal zu Basispolynomen py, ..., p, von P, und somit
auch ein Element des orthogonalen Komplements P;-.
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Satz 2.2. Die mittels Gram-Schmidt-Verfahren gewonnenen orthogonalen Polynome py,
n € Ny erfillen die folgende Rekursionformel.

po=1, p1=z— po,
Pn+1 = (x - ﬂn)pn - 772;pn—17 n € N.
Hierbei sind die Koeffizienten definiert durch

(TPn, Pn) 2 lpall?

5> nE€Ng, v, = 5, n €N.
Han Hpn71||

Bn:

Beweis. Das Polynom pg ist in beiden Darstellungen identisch und auch p; erfiillt

‘Tlapo
p1=$1—<72>p0:$—50-
[[poll

Fiir n > 1 betrachten wir nun das Polynom

Gn+1 = (T — Bn)pn — V2Pn—1

und zeigen zunichst dass ¢,4+1 im orthogonalen Komplement von P, liegt. Dazu reicht es zu
zeigen, dass gn+1 orthogonal zu den Polynomen pg, & = 0,...,n, aus dem Gram-Schmidt-
Verfahren ist, da diese eine Basis von P, bilden und somit fiir jedes ¢ € P, fiir relle Skalare
ay, gilt:

n n
(Pn+1,9) = <pn+1, > akpk> = ap (pnt1, k) = 0.
k=0 k=0

Nun folgt durch die Definitionen von ¢,+1 und Gy:

<Qn+1’pn> = <5Cpn»pn> — Bn ”pn||2 - ’erL <pn*17pn> =0,
—_——
=0

sowie durch die Definition von 42 und der Tatsache, dass xp,_1 — p, ein Element von P, 1
ist:

(@ni1,Pn-1) = (&PnyPu—1) — B Oy Pn1) =¥ IPn-1lI> = (Pns 2pn—1) — ||pall?
N—_— —
=0
= <pnaxpn—1 _pn> =0.

Letztendlich gilt fiir k£ € {0,...,n — 2}:

(Gns1,0k) = (TPnsPr) — B (P, Pk) — V2 (Pn—1, Pk)
=0 =0

= <pnvl'plc> =0.

Somit ist also gn41 im orthogonalen Komplement von P, enthalten. Wir betrachten nun das
Polynom 7 := pn+1 — ¢ny1- Da sowohl p,i1 als auch ¢,41 im orthogonalen Komplement
P enthalten sind, gilt dies auf Grund der Abgeschlossenheit des Unterraums auch fiir 7.
Zusitzlich ist r ein Element aus P,, da p,41 und ¢,4+1 jeweils den Leitkoeffizienten 1 haben.
Aus diesen beiden Eigenschaften folgt direkt » = 0 und somit auch p,4+1 = ¢pt1, womit die
Behauptung nachgewiesen wurde. O
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Betrachtet man beziiglich eines gegebenen Skalarproduktes zwei verschiedene Folgen ortho-
gonaler Polyome (pn),cn, Und (gn),en,> Mit Pn, gn € P, fiir alle n € Np, so unterscheiden
sich die jeweiligen Glieder der beiden Folgen nur um einen konstanten Faktor. Diese Tatsache
liegt daran, dass das orthogonale Komplement von P,, im Raum P, ; nur eindimensional sein
kann und somit die Ergénzung einer orthogonalen Basis von P, zu einer orthogonalen Basis
des P,4+1 bis auf einen konstanten Faktor eindeutig ist. Dies bedeutet auch, dass es zu ei-
nem gegebenen gewichteten Skalarprodukt eine (bis auf das Vorzeichen) eindeutige Folge von
Polynomen der oben genannten Form gibt, deren Glieder paarweise orthonormal zueinander
sind. Eine Rekursionsformel fiir diese Orthonormal-Polynome wird im Folgenden angemerkt.

Bemerkung 2.3. Zu jedem gewichteten Skalarprodukt existiert eine Folge (uy,)nen, von Po-
lynomen n-ten Grades mit Leitkoeffizienten a, > 0, sodass die Folgenglieder wu, paarweise
orthonormal zueinander sind. Definiert man u_1 = 0, dann gilt fir die Polynome u, die

Rekursionsformel
; -1
Uy = ap = </ w(m)daz) ,
a
bn—l—lun—&—l(x) = xun(x) - Cn—l—lun(:n) - bnun—l(x)a n > 0.
Hierbei sei by := 0, sowie b1 := 22— und cpiq := (Un, Tuy) fir n > 0.

an+1

Da diese Rekursion im weiteren Verlauf der Ausarbeitung keine besondere Rolle mehr spielen
wird, wird fiir den Beweis von Bemerkung 2.3, der sehr dhnlich zu dem Beweis von Satz 2.2
ist, an dieser Stelle auf Hanke-Bourgeois |5, Seite 288| verwiesen.

2.2 Nullstellen von Orthogonalen Polynomen

Eine wichtige Rolle spielen im Zusammenhang mit orthogonalen Polynomen vor allem deren
Nullstellen, wie zum Beispiel bei der im dritten Kapitel erlduterten Gaufl-Quadratur. Eine
Aussage iiber diese Nullstellen und eine Darstellungsform liefert der folgende Satz.

Satz 2.4. Das Orthogonalpolynom p, hat n paarweise verschiedene Nullstellen A1, ..., \n, die
alle im Intervall (a,b) liegen. Die Nullstellen lassen sich darstellen in der Form

~ (xLp, Ly)
k — 2 9 - ,...,n.
(| Ll

In dieser Darstellung bezeichnet Ly(x) = H?:U#k % die Lagrangeschen Basispolynome,
den Nullstellen A1, ..., A, zugeordnet.

Beweis. Es wird zunichst angenommen, dass p, eine reelle Nullstelle A hat, die nicht im
Intervall (a,b) liegt. Sei nun

Bei ¢ handelt es sich somit um ein Polynom vom Grad n — 1 und ist deshalb orthogonal zu

pn- Es folgt
b2
0=t = [ P uiw)an

Andererseits gilt aber auch

b .2 T
/a ?L())\w(:c)da: £0,

da p,(z)?w(x) auf (a, b) weder negativ wird, noch identisch zur Nullfunktion ist und zusitzlich
ﬁ keinen Vorzeichenwechsel auf (a,b) haben kann, weil A auferhalb des Intervalls liegt.
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Somit ergibt sich ein Widerspruch und es folgt, dass p,, keine Nullstelle auferhalb von (a, b)
haben kann.

Wir nehmen nun an, dass p, eine Nullstelle A\ besitzt, die entweder mehrfach im Intervall
(a,b) oder aber nicht reell ist. In beiden Fallen ist

@M= p AP

ein Polynom vom Grad n — 2, da im nicht-reellen Fall auch A eine Nullstelle von p,, ist. Somit

folgt
b

2
p”(x)Qw(:c)dw.
o oA
Dies steht aber erneut im Widerspruch dazu, dass die integrierte Funktion auf (a,b) offen-

sichtlich nirgendwo negativ ist und auch nicht identisch zur Nullfunktion ist. Also sind die
Nullstellen von p,, reell und einfach.

0= <pn7Q> =

Als Letztes muss nun noch die Darstellung der Nullstellen gezeigt werden. Ist A eine Nullstelle
von py, dann sei wieder g(x) = ﬁpn(m) ein Polynom vom Grad n — 1. Es folgt

0= <pn’ q> = <$q — A\&q, q) = <{L'q, q) — Ak <Q7 Q> ,

und somit auch
(zq,q)

5.
]l

Per Definition sind sowohl ¢ als auch Lj Polynome vom Grad n — 1 und zerfallen in die
Linearfaktoren (z — \;), i # k, weshalb sich die Polynome nur um einen konstanten Faktor ¢
unterscheiden. Somit folgt schlieflich

k=

= (vq,q) _ (cxLy,cLy) _ (xLk,Ly)
ql? leLg|? | L ||”

O

Fiir die Berechnung der Nullstellen kann es bei der eben eingefiihrten Darstellung zu Schwie-
rigkeiten kommen, da eine Vielzahl von Integralen explizit bestimmt werden muss. Deswegen
wird im Folgenden eine alternative Darstellung der Nullstellen angegeben. Zunéchst ist dafiir
allerdings eine Definition notwendig.

Definition 2.5. Es sei

Bo -m O E 0
-1 B -7 :
Ji=1 0 -y . 0 (2.2)
AR R
0 -+ 0 = Bpa

eine n X n-Matrix, die sich aus den Koeffizienten der Rekursionsformel aus Satz 2.2 fiir die
orthogonalen Polynome p,, ergibt. Zur Erinnerung: Die Rekursionsformel lautet

po =1, pr =2 — Po,

pir1 = (x — Bj)p; — 'YJZPj—l fir j € N.

Sind die Koeffizienten und somit die Matrix J bekannt, so lassen sich mit Hilfe von J die
Nullstellen des Orthogonalpolynoms p, bestimmen, wie der folgende Satz zeigt.
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Satz 2.6. Die paarweise verschiedenen Nullstellen A1, ..., A\, von p, entsprechen den Eigen-
werten der Matriz J.

Beweis. Wir zeigen, dass zu jeder Nullstelle A\g, k € {1,...,n}, der n-dimensionale Vektor

k)

’U( = (OKOPO()\k)a Oélpl()‘k’)v ) an—lpn—l()\k))Tﬁ mit

die Gleichung
Jo®) = )\kv(k)

erfiillt. Dies ist dann gleichbedeutend damit, dass Ay ein Eigenwert von J ist, mit dem zuge-
horigen Eigenvektor v(*). Wir betrachten den Vektor Jv®) nun komponentenweise.

(Jv(k)> ) = o aopo(Ak) — a1 pi(Ae) = Bo + p1(Ag)
=1 =-1

= Bo+X—Bo=M = Aka“),

(Jv(k))j+1 - _Pyjajflpj*i()‘k) + ﬁjajpj(/\k) - 7j+1aj+1pj+1()\k)
= a; (Vfpj-1() + Bipi (M) + pj+1(Ar))
(Jqﬂ@)n = —Yn_1n—2Pn—2(Ak) + Bn-10n—1Pn—1(Ag)

= a1 (Vo_1Pn—2(Me) + Bu—1Pn—1 (M) + pn(Ak))
= an—l)\kpn—l()\k) = )\kvgﬁ)

In den einzelnen Umformungen wurde die Rekursionsformel fiir die Polynome p,, benutzt,
wobei fiir x der Wert Ay eingesetzt wurde. Aufierdem wurde genutzt, dass p,(Ax) = 0 gilt, da
A nach Voraussetzung eine Nullstelle des Polynoms ist.

Somit wurde gezeigt, dass jede Nullstelle Ay, & = 1,...,n, auch ein Eigenwert der Matrix
J ist. Da J als n x n-Matrix maximal n verschiedene Eigenwerte besitzen kann, sind die
Eigenwerte von J und die Nullstellen von p,, identisch. O

2.3 Beispiele

Wie die einzelnen Erkenntnisse aus diesem Kapitel konkret aussehen, wird nun an zwei Ver-
tretern von orthogonalen Polynomen verdeutlicht — den Tschebyscheff-Polynomen und den
Legendre-Polynomen.

2.3.1 Tschebyscheff-Polynome

Wie bereits im ersten Kapitel gezeigt worden ist, sind die Tschebyscheff-Polynome erster Art

auf dem Intervall [—1, 1] orthogonal beziiglich des gewichteten Skalarprodukts 2.1 — mit der

auf [—1, 1] integrierbaren und nicht-negativen Gewichtsfunktion w(z) = \/11_7 Zusétzlich ist

aus Bemerkung 1.10 bereits bekannt, dass

(To, To) =, (T, T}) = g n>1 gilt.
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Wir wissen, dass die Tschebyscheff-Polynome erster Art fiir n > 1 den Leitkoeffizienten 27!
haben. Da die Rekursionsformel aus Satz 2.2 orthogonale Polynome mit dem Leitkoeffizienten
1 erzeugt, gilt also in diesem Fall die Beziehung

1
po=To =1, pn:FTm n =1

Fiir die Koeffizienten aus der Rekursionsformel folgt:

<xpnapn> 1 ! 2 1
ﬂn = = ,prn X - 76&6 - 07
Ipnl® [F et ) V1—a?

denn die Tschebyscheff-Polynome sind entweder gerade oder ungerade Polynome und somit
1

ist © — mxpi(x) ebenso wie x — xp?(z) eine ungerade Funktion, deren Integral iiber das
Intervall [—1, 1] verschwindet. Weiterhin gilt
2 2
PO ST
lpoll® 1 To)* = 2
9\ 2
o _ bl (272N T 1
n 27 \on—-1 2—1,7122.
IPn—1]] [Tl

Somit sind alle erforderlichen Koeffizienten bestimmt und es ergibt sich fiir die auf Leitkoef-
fizient 1 normierten Tschebyscheff-Polynome die Rekursionsformel

1

po=1, pp ==, p2:902—§7

1
Pn+1 = TPn — an—la n > 2.

Aufterdem lisst sich nun aus den berechneten Koeffizienten die n x n-Matrix J beziiglich des
n-ten Tschebyscheff-Polynoms aufstellen:

1

0 —% 0 - 0

1 1

% 0 -3
=10 -1 0
: 1
: R

1

0 - 0 -1 0

Die Eigenwerte der Matrix J entsprechen den in Kapitel 1 bestimmten Nullstellen des n-ten
Tschebyscheft-Polynoms:

n 2k —1
)\k:t,g):cos <(2)7T>, k=1,..,n.
n

2.3.2 Legendre-Polynome
Die fiir n € Ny durch

1 d"
= gmigen @ "

Pn:R—-R, P,z
definierten Polynome werden als Legendre-Polynome bezeichnet.
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Abbildung 2.1: Darstellung der Legendre-Polynome P4 und P5 auf [—1,1].

Die Legendre-Polynome sind auf dem Intervall [—1,1] beziiglich des gewichteten Skalarpro-
dukts (2.1) mit der konstanten Gewichtsfunktion w = 1 orthogonal, wie wir nun sehen werden:

Sei ohne Einschrinkung n > m, dann folgt durch Anwendung der partiellen Integration

1 dn dm
197 | = — (22 =-1)" — (2= 1)"
2"n12™m! (P, Pm) /1 P (22— 1) T (27 —1)" da

dn—l n dm m 1 1 dn—l n dm+1 m
s g ] = [ 0 G e

Der erste Teil dieses Terms ist identisch 0, da sowohl 1, als auch —1 n-fache Nullstellen von
(1'2 — 1)” sind. Somit gilt

1 dnfl n derl

2"n12™m! (Py, Pm) = —/

1 dxn—1 (xQ - ) dxm+1 (:C2 - 1)mdx'

Dieses Schema ldsst sich nun analog weitere n — 1 mal durchfiihren, sodass schliefslich folgt

1 n dm+n

2"n)2"m! (Pp, Pm) = (—1)"/ (z* —1)  perme (2* —1)" da.

-1

Da das Polynom z +— (3:2 — 1)m vom Grad 2m ist und nach Voraussetzung n > m gilt,
verschwindet folglich die (m + n)-te Ableitung und es gilt schliefslich

und somit die Orthogonalitit der Legendre-Polynome. Um nun die Koeffizienten der Rekur-
sionsformel fiir die auf Leitkoeffizient 1 normierten Legendre-Polynome p, aus Satz 2.2 be-
stimmen zu kénnen, werden noch die Werte von (P,, P,,), n € Ny, sowie die Leitkoeffizienten

20




von P, n € Ny, bendtigt. Ebenso wie oben folgt zunéchst

1 d2n
212"l (Pp, Pp) = (—1)”/ (22 —1)"

—1 dl‘zn

1
= (_1)”(2n)!/ (2?2 —1)" da

-1

(a;2 - l)n dx

1
= (=1)"(2n)! /_1 (x—=1)"(z+1)"dx

=(-1)"(2n)I(-1)"n!- S /1 (z+1)*"da

n+1)-...-2n J_4
T 2n+1
= (n1)? - [( 22111

22n+1

[ o

2n+1’

wobei im vierten Schritt n-mal partiell integriert wurde und somit auch

2
<Pn,7)n> = m, n e N().

Fiir den Leitkoeffizienten o, des n-ten Legendre-Polynoms ergibt sich direkt aus der Definition

1 (2n)!
an = gy Cn-..-(n+1)) = e

Somit gilt fiir die Koeffizienten 72, n € N, aus der Rekursionsformel

> lpal?® _(2"<n!>2, (2n — 2)! ) [Pal?
" el (2n)! 277 n—1)12 [k

_ 2n? 2 2 2n—1 n? _ n?
\2n(2n—1) on+1 2 (2n—1)(2n+1) 4n2 -1’

Da nun die Funktion x — (x2 — 1)" ein gerades Polynom ist, sind die Legendre-Polynome

Pn(x) = 2”1n! d‘f; (w2 — 1)” offensichtlich abwechselnd gerade und ungerade. Damit ist mit
der gleichen Begriindung wie bei den Tschebyscheff-Polynomen (zp,, p,) = 0 und somit sind
auch die Rekursionskoeffizienten 8, = 0 fiir alle n € Np. Folglich gilt fiir die normierten

Legendre-Polynome p,, n € Ny die Rekursion

p0:17 p1=x,

n2

4n2? —1
Dementsprechend lassen sich die Nullstellen des n-ten Legendre-Polynoms wieder durch Be-
stimmung der Eigenwerte der aus den Koeflizienten resultierenden Matrix J bestimmen.

Pn+1 = TPn — Pn-1, n€N.
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Kapitel 3

Die Gaulssche Quadraturformel

3.1 Allgemeine Quadraturformeln und Exaktheitsgrad

In diesem Kapitel geht es darum, eine Anwendung der im vergangenen Kapitel behandelten
orthogonalen Polynome zu betrachten. Die Problemstellung liegt zunéchst darin, das analog
zum gewichteten Skalarprodukt definierte gewichtete Integral

b
I(f) = / F@)w(@)de, feClab),

moglichst genau zu approximieren. Dabei ist w erneut eine vorgegebene Gewichtsfunktion auf
[a,b]. Als Ansatz dazu dient zunéchst, zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen Aq, ..., A, und
Gewichten wy, ..., wy,, eine allgemeine Quadraturformel der Form

Qn(f) = wrf(Me),
k=1

die das Integral I(f) approximieren soll. Die Aufgabe besteht nun also darin, die Stiitzstellen
und Gewichte so zu bestimmen, dass die Quadraturformel so exakt wie moglich ist. Wir werden
spéter sehen, dass die orthogonalen Polynome p,, n € N, dabei eine wichtige Rolle spielen.
Zuniéchst wird nun aber eine Definition eingefiihrt, die die Exaktheit einer Quadraturformel
messbar macht.

Definition 3.1. Als Exaktheitsgrad der Quadraturformel Q,, wird die Zahl m € N bezeichnet,
fiir die die folgende Eigenschaft gilt.

Qu(z®) =1(%), k=0,...m,
Qn(l‘m+1) #I(xm—l—l)'

Da sowohl die Quadraturformel @, als auch das Integral I linear sind, ist diese Eigenschaft
gleichbedeutend damit, dass @), alle Polynome aus P, exakt integriert, allerdings nicht jedes
Polynom vom Grad m + 1.

3.2 Wahl der Stiitzstellen und Gewichte

Wir werden nun einen ersten wichtigen Satz betrachten, der eine Anforderung an die Wahl
von Stiitzstellen und Gewichten fiir einen bestimmten Exaktheitsgrad liefert und den Zusam-
menhang zwischen der Quadratur und den orthogonalen Polynomen beschreibt.
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Satz 3.2. Sein € N und p ein beliebiges Polynom aus Ps,_1. Auflerdem seien A\, ..., \p, € R
paarweise verschieden und wi, ...,w, € R. Dann gilt

b n
| Ptz =3 wupin) (3.1)
a k=1

genau dann, wenn die folgenden beiden Figenschaften erfillt sind.

1. Die Stiitzstellen A1, ..., A\n sind die Nullstellen des aus Kapitel 1 bekannten Orthogonal-
polynoms py,.

2. Die Gewichte w1, ...w, haben die Form

b
Wk :/ Liy(z)w(z)dz, k=1,..,n,

wobei Ly(z) = [y isk Sew ’\/\’Z das k-te Lagrangesche Basispolynom zu den Stitzstellen

)\1, ceny )\n 18t.

Beweis. Wir setzen zunéchst voraus, dass die Identitat (3.1) erfiillt ist und zeigen die Giiltig-
keit der Eigenschaften 1 und 2.

Sei g(x) = [[i; (x — M) und g (z) := 2™q(x), m € {0,...,n — 1}, ein Polynom aus Pa,_1.
Aus diesen Festlegungen und der Giiltigkeit von (3.1) folgt

n
(q.2™) = (@™q, 1) = > _wpAfq(Ap) =0
k=1 ~
Somit ist das Polynom g orthogonal zu den Monomen 2°, ..., 2"~ und liegt deshalb, wie auch
Dn, im orthogonalen Komplement P -1, weshalb auch ¢ — p, € Pl 1 gilt. Da aber g — pj,
zusatzlich ein Element aus P, ist, folgt direkt ¢ — p, = 0 und darum auch
q = Pn-

Wegen der Definition von ¢ sind die Werte \;, k =1,...,n, also identisch mit den Nullstellen
des orthogonalen Polynoms p, und es folgt die Eigenschaft 1.

Wendet man nun die Eigenschaft (3.1) auf das k-te Lagrange-Polynom Ly, k € {1,...,n} an
(dies ist moglich, da die Lagrange-Polynome vom Grad n — 1 < 2n — 1 sind), so erhélt man

b n
/ Li(z)w(z)dz = ijLk()‘j) = Wk,

denn nach der Definition der Lagrangeschen Basispolynome gilt Lj()\;) = 1 fiir j = k und
Li(X\j) =0 fiir j # k. Somit gilt also auch Eigenschaft 2.

Wir setzen nun die beiden Eigenschaften voraus und zeigen die Identitét (3.1).
Sei p ein beliebiges Polynom aus Ps,_1, dann ldsst sich p nach Polynomdivision mit Rest
schreiben als

p=4qpn+r, 1€ Pyg.

Da Ay, ..., A\, die Nullstellen von p,, sind, folgt daraus
p()\k) = ’l“()\k), k= 1, ey N

Wendet man nun die Lagrange-Interpolation (vgl. Schwarz/Kockler |7, Seite 95|) auf r, zu
den Stiitzstellen Ay, ..., A, an, so folgt

T(JJ) Z >\k Lk Zp )\k Lk
k=1
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und somit auch

b
/pmmmm=mw=Wme=@mwmn
¢ =0

= ") (L, 1) = > wip(An),
k=1 k=1

womit die Identitdt (3.1) und damit auch die Aussage des Satzes bewiesen wurde. O

Der Satz liefert also eine Aussage dariiber, wie die Stiitzstellen und Gewichte einer Quadratur-
formel optimal gewéhlt werden sollten, um einen Exaktheitsgrad von 2n —1 zu gewihrleisten.
Die optimalen Gewichte wy, k = 1, ...,n, sind im Ubrigen strikt positiv, denn wendet man die
Identitat (3.1) auf das Polynom L2 € Py,_1 an, so folgt

0 < (Lg, Lg) = (L3,1) ZLQ

Diese Positivitat der Gewichte ist ein wichtiger Unterschied zu den Newton-Cotes-Formeln,
bei denen die Gewichte fiir n > 8 negativ werden konnen (vgl. Freund/Hoppe [3, Seite 166]).

3.3 Die Optimalitit der Gaufischen Quadraturformel
Mit der eben beschriebenen Wahl von Stiitzstellen und Gewichten l&sst sich nun die Gaufsche
Quadraturformel definieren, die diesem Kapitel seinen Namen gibt.

Definition 3.3. Fiir auf [a, b] stetige Funktionen f bezeichnet die n-stufige Gaufssche Qua-
draturformel die Quadraturformel

=3 wfOw), (3.2)
k=1

wobel wg, Ak, k=1,...,n, die optimalen Gewichte und Stiitzstellen aus Satz 3.2 sind.

Wir werden nun sehen, dass die Gaufssche Quadraturformel nicht nur den Exaktheitsgrad
2n — 1 garantiert, sondern auch optimal ist.

Satz 3.4. Die n-stufige Gaufische Quadraturformel Gy, hat den Ezaktheitsgrad 2n — 1 und ist
damit unter den Quadraturformeln optimal.

Beweis. Aus Satz 3.2 folgt direkt, dass der Exaktheitsgrad von G,, mindestens 2n —1 betragt.
Wir zeigen nun, dass der Exaktheitsgrad hochstens 2n — 1 sein kann. Wir betrachten dazu
das orthogonale Polynom p,. Es gilt

p(z) = pp(x) = [[ (x = M)* € Pon.
k=

—_

Auflerdem ist auf der einen Seite

n

Gn(p) =) wip(Ax) =0,
=1

auf der anderen Seite allerdings

p n
_ / I (= = M) (@)dz = (pu, p) > 0.
@ k=1

Somit ist G, (p) # I(p), woraus folgt, dass G,, nicht jedes Polynom aus P, exakt integriert.
Somit ist der Exaktheitsgrad genau 2n — 1. Die Optimalitdt von G,, folgt direkt aus Satz
3.2. O
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Der auftretende Fehler bei der Approximation des Integrals I durch die Gaufsche Quadra-
turformel GG, wird nun durch die folgende Abschitzung eingeschrinkt.

Satz 3.5. Fiir f € C*"[a,b] gilt die Fehlerabschitzung

f@n) .
1) -Gy <) HE Dl

(2m)
wobei Hf@”)H[mb] '= MaXye[qp) }f(zn) (:z:)’ die Mazimumsnorm von f®™ auf [a,b] ist.

Beweis. Wir interpolieren die Funktion f mit der Hermite-Interpolation (vgl. Schwarz/Kéckler
[7, Seite 98 f.|) durch ein Polynom p vom Grad 2n — 1, mit den Interpolationspunkten

()\17 f(Al))v try (/\na f(/\n)>’ ()\b f/()‘l))v sty (Ana f/<>‘n))

Nach der Fehlerdarstellung 1.1 aus Kapitel 1 folgt, dass zu jedem z € [a,b] ein £ € [a,]
existiert mit

(20)(¢) (2n)
@)= pto) = L D T = =L it

k=1
Da nun f(Ax) = p(Ag) fiir k = 1, ..., n ist, gilt auch G,,(f) = G, (p) und deshalb folgt mit dem
Exaktheitsgrad der Gaufs-Quadratur von 2n — 1

b
/ (f(2) - pla))w(z)dz

RGNS 1 sy o
_| ) [ et < e

[L(f) = Gu(N)] = I(f) = Gulp)| =

3.4 Alternative Darstellung der optimalen Gewichte

Abschliefsend wird nun, alternativ zu der bisher bekannten Darstellung, eine weitere Schreib-
weise der optimalen Gewichte eingefiihrt.

Satz 3.6. Die optimalen Gewichte wg, k=1,...,n, geniigen der Darstellung
B ffw(;v)dx
= M ,

j=0 (jpi(Ae))?

1, J=0,
;o=
J 1 j=1,..,n—1

YLy’

wobel

gilt und dabei die Zahlen vy;, j =1,...,n — 1, den Koeffizienten der Rekursionsformel fiir die
orthogonalen Polynome aus Satz 2.2 entsprechen.

Beweis. Bereits aus dem Beweis von Satz 2.6 ist bekannt, dass die symmetrische Koeffizien-
tenmatrix J (2.2), die zu den Nullstellen Aq, ..., A, gehorigen Eigenvektoren

o™ = (agpo(Me)y a1p1(Ak)s -y ane1pn1 (i)' s k=1, .,n,

besitzt. Diese sind wegen der Symmetrie von J und den paarweise verschiedenen Eigenwerten
paarweise orthogonal (vgl. Fischer |2, Seite 313].
Wir betrachten nun zunéchst fir j € {0,...,n — 1} den Ausdruck

n b
aipi(Ae) - Y wipi (M) = adpj (M) - / pj(z)w(z)de = afpj(Ae) - (pj,1)
=1 @
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fiir dessen Umformung die Exaktheit von G,, fiir die Polynome pg, ..., pr—1 genutzt wurde.
Wegen der Orthogonalitéit der Polynome pg,...,pp—1 und wegen ag = 1, pg = 1 ist der
Ausdruck gleich f x)dz fiir j = 0 und gleich 0 fiir j # 0. Summiert man den Ausdruck
iiber j auf, erhédlt man deswegen

n—1 n

/ x)dx = ZZa]p] Ak)wipi(Ar) ZwlZa]p] Ak)agp;(Ar)

]Oll

= Zwl(v(’“))TU(l) = wi(v®)Tp®),
=1

Im letzten Schritt verschwinden dabei alle Summanden fiir [ # k, da die Vektoren v, ..., v(™)
wie oben beschrieben paarweise orthogonal sind. Durch Division beider Seiten durch (v*))Ty(*)
ergibt sich die zu zeigende Darstellung.

O]

Die hier gezeigte Darstellung hat einige Vorteile bei der Berechnung der Gewichte, vor allem
wenn die Rekursionsformel der orthogonalen Polynome bekannt ist. Im Gegensatz zu der alten
Schreibweise, miissen nun nicht mehr die Integrale f; Ly(x)w(x)dz fir k = 1,...,n explizit
bestimmt werden.

3.5 Beispiel: Die Gauft-Tschebyscheff-Quadratur

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir nun die bisherigen Ergebnisse nutzen, um die Gaufs-
sche Quadraturformel beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) = ﬁ und den dazugehdrigen
orthogonalen Tschebyscheff-Polynomen auf dem Intervall [—1, 1] zu entwickeln.

Aus den bereits bekannten Nullstellen des n-ten Tschebyscheff-Polynoms ergeben sich direkt

die optimalen Stiitzstellen fiir die n-stufige Quadraturformel:

Ak = COS <M> , k=1,..,n

2n

Wir bestimmen nun die optimalen Gewichte wy, k =1,...,n. Wie bereits aus Abschnitt 2.3.1
bekannt ist, gelten fiir die Tschebyscheff-Polynome die Beziehungen

pOZTUE:l’ pn—2n 1T’n7n>1
sowie fiir die Koeflizienten der Rekursionsformel
1 1
N=5 Tm=1 n>2

2’ 4’

Somit folgt fiir die Koeffizienten o, j =0,...,n — 1 aus der Darstellung (3.3) der Gewichte

1, J=0,
a; = .
TUlV2e2, =1, 1.

Deshalb folgt auch durch Nutzung des Additionstheorems 2 cos? o = cos 2a + 1:
1 1)7T
Za )\k—1+z V2.2 —T () fl—i-ZQCos
(2k -1 -1
—1+Z<COS( i > )—n+2cos< ) )
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Da nun
cos ((n — )2k — 1)%) = cos ((% ) (2K — 1)%) — —cos (1(% - 1)%)

fiir [ € {1,...,n — 1} gilt, heben sich die Summanden fiir j = und j = n — [ gegenseitig auf,

wihrend fiir gerades n der Summand fiir j = § offenbar gleich Null ist. Somit bleibt in der

oberen Gleichung nur noch
Z asp /\k =n.

Deshalb ergeben sich aus Darstellung (3.3) schliefslich die Gewichte

1
~ Jarcsinz]' | = T

L R S
n/l Vv1—2z2

Zusammen mit den Nullstellen des n-ten Tschebyscheff-Polynoms folgt also letztendlich die
n-stufige Gauftsche Quadraturformel

-2 (= () = [
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Zusammenfassung und
Literaturhinweise

Wir haben in dieser Ausarbeitung nun einige Details iiber orthogonale Polynome und in
besonderem Mafse iiber die Tschebyscheff-Polynome erfahren. Die zentralen Erkenntnisse, die
wir iiber ihre Rolle in der Mathematik — speziell fiir die Polynominterpolation und die Gauk-
Quadratur — erfahren haben, sollen im Folgenden nochmal kurz zusammengefasst werden.

e Die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome liefern die optimalen Stiitzstellen fiir die
Polynominterpolation, um den Interpolationsfehler zu minimieren. Fiir die Interpolation
auf dem Intervall [—1, 1] stimmen die Nullstellen direkt mit den optimalen Stiitzstellen
iiberein, fiir die Interpolation auf einem anderen Intervall miissen sie noch transformiert
werden.

e Die Nullstellen von orthogonalen Polynomen stimmen mit den optimalen Stiitzstellen
fiir Quadraturformeln iiberein. Voraussetzung dafiir ist, dass die Polynome orthogonal
beziiglich des Skalarproduktes sind, dass durch das zu approximierende gewichtete In-
tegral induziert wird.

e Die Gaulksche Quadraturformel ist beziiglich ihres Exaktheitsgrades unter den Quadra-
turformeln optimal.

e Die Stiitzstellen und Gewichte der Qaufsschen Quadraturformel lassen sich mit Hilfe der
Koeffizienten aus der Rekursionsformel fiir die orthogonalen Polynome bestimmen.

Zum Abschluss werden nun noch einige Literaturempfehlungen zu thematisch verwandten
oder weiterfithrenden Inhalten gegeben. In Hanke-Bourgeois [5, Seite 286 fI.] wird beispiels-
weise beschrieben, wie sich beliebige Polynome mit den Tschebyscheff-Polynomen als Basis
darstellen lassen. Ebenfalls in diesem Buch [5, Seite 292 ff.] wird noch auf die sogenannten
Kernpolynome eingegangen, die ebenfalls orthogonal beziiglich eines gewichteten Skalarpro-
duktes sind und unter anderem einen alternativen Ansatz zur Bestimmung der Gewichte bei
der Gauk-Quadratur liefern. In Plato [6, Seite 114 ff.] wird ein Uberblick iiber die nume-
rische Integration von Funktionen gegeben, die nicht nur konkret auf die Gaufs-Quadratur
ausgelegt ist. Eine Vielzahl von Fakten und Eigenschaften mehrerer Orthogonalpolynome,
wie beispielsweise ihre Nullstellen, Rekursionsformeln und explizite Darstellungen, werden in
Abramowitz/Stegun [1, Seite 773 ff.] tabellarisch zusammengefasst.
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