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Kapitel 1

Einfiihrung

In dieser Seminararbeit geht es um die Charakterisierung von kompakten Mengen in L?(0,T; B),
wobei B ein Banachraum und 1 < p < oo ist .
Als Quelle diente ein Paper von Jaques Simon : “Compact Sets in the Space LP(0,T; B) “ [JS].

Motivation:
Sei (fn)n ein beschrinkte Folge von Funktionen in LP(0,T; B). Unter welchen Vorraussetzungen
existiert eine stark konvergente Teilfolge, dass heifit wann ist (f, ), relativ kompakt in LP(0,T; B)?

Die Beantwortung dieser Frage ist ein essentieller Punkt der “Kompaktheitsmethode* um die Exi-
stenz von Losungen nichtlinearer Anfangswertprobleme zu beweisen.
(Die f,, sind hierbei dann Niherungslgsungen und man méchte nun zum Grenzwert iibergehen.)

Sowohl J.P. Aubin, als auch J.L. Lions haben sich mit dieser Fragestellung beschéftigt und auch
einige Antworten geliefert. Ein sehr bekanntes Resultat ist sicherlich:

Theorem (Lions-Aubin)

Seien V1,V5,V3 Banachriaume, so dass V; < Vo < V3. Dann gilt fiir alle 1 < p < cound 1 < ¢ < oo:
WP9(0,T; Vi, V) := {v € LP(0,T; V1)|v' € LU0, T; V3)} < LP(0,T; Va)
(Ein Beweis findet sich unter anderem in [Ru] Lemma 3.74, Seite 121.)

Eine entscheidende Frage blieb bisher allerdings bestehen:

Was sind die minimalen Vorraussetzungen fiir Kompaktheit?

In fast allen bekannten Resultaten werden entweder unnétige Einschrinkungen der Parameter (p
> 1, p < 00, ...) oder der Rdume (Reflexivitdt, Seperabilitit, Hilbert-Raum-Struktur,...) voraus-
gesetzt.

Die Idee, um die relative Kompaktheit einer Menge F' C LP(0,T’; B) nachzuweisen wird im Weite-
ren darauf beruhen, die Funktionen von F' gleichméssig durch stetige “Mittelungsfunktionen“ zu
approximieren und anschlieSend das Arzela-Ascoli-Theorem zu verwenden. Daher beweisen wir in
Kapitel 2 zunéichst eine entsprechende vektowertige Variante von Arzela-Ascoli.

In Kapitel 3 schauen wir uns dann das Hauptresultat dieser Arbeit an:



Sei F ¢ L*(0,T; B).
Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T; B) fir 1 < p < oo bzw. in C([0,T]; B) fiir p = 0o
genau dann wenn

to
(1.1) {[ f(t)dt|f € F} relativ kompakt in B fiir alle 0 < t; < to < T ist,
ty

(L.2) [I7nf = fllpoo,7—n;p) — 0 fiir b — 0 gleichméfig in f € F.

Dabei wird (1.1) auch als Raum-Kriterium und (1.2) als Zeit-Kriterium bezeichnet.

Im darauf folgenden Abschnitt beschiiftigen wir uns mit partieller Kompaktheit. Dabei geht es um
die relative Kompaktheit von F' in LP(0,T; B), wenn F in L%(0,T; B) beschriinkt ist fiir ¢ > p. Wie
wir sehen werden, lisst sich dann das Zeit-Kriterium von Theorem 1 auf den Llloc abschwéchen.
In Kapitel 5 suchen wir anschliefend nach Moglichkeiten, dass Zeit-Kriterium zu verifizieren. Diese
Kriterien werden dann spéter niitzlich sein, um aus den Theoremen entsprechende, fiir Anwedungen
interessantere, Korollare zu folgern.

In den nun folgenden Kapiteln bauen wir die Theorie durch hinzunahme weiterer Banachrdume
auf, um am Ende Aussagen iiber die relative (partielle) Kompaktheit einer Menge F' in L?(0,T'; B)
zu treffen, wenn Varianten des Ort- und Zeitkriteriums in Banachrdumen X beziehungsweise Y

gelten, wobei X < B <5 Y. So beweisen wir in Kapitel 8 folgende Variante des Hauptresultats:
Sei 1 < p < oo und

e F beschrinkt in LP(0,T; X),
o [|[Tnf — fllzr(o,r—n;yy — O fiir h — 0 gleichméBig in f € F.

Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T; B) beziehungsweise C([0, T]; B) fiir p = cc.

In Kapitel 10 betrachten wir dann die Situation, dass eine Menge F' Zeit- und Raumkriterium nur
fiir verschiedene Koeffizienten pg, py erfiillt und beweisen Aussagen iiber die relative Kompaktheit
von F' in LP¢ fiir py zwischen py und p;.



Kapitel 2

Das Arzela-Ascoli-Theorem

Sei nun [0,7] C R und B ein Banachraum.

Zuerst noch eine kurze Erinnerung;:

Eine Teilmenge K C E eines topologischen Raumes E heifit kompakt genau dann wenn zu jeder

offenen Uberdeckung von K eine endliche Teilitberdeckung von K existiert.

Eine Menge heifit relativ kompakt genau dann wenn ihr Abschlufl kompakt ist.

(2.1) Ist (E,||||) ein normierter Raum, so ist K relativ kompakt genau dann wenn fiir alle ¢ > 0
eine endliche Teilmenge {e;|i =1, .., I} von K existiert, so dass fiir alle e € K ein e; existiert

mit |le — ¢;|| < e. Diese Eigenschaft wird auch “totale Beschrénktheit* genannt.

(2.2) (2.1) ist erfiillt, falls K der gleichmifBige Limes relativ kompakter Mengen ist, dass heifit fiir
alle € > 0 existiert eine relativ kompakte Menge K., so dass fiir alle e € K ein f € K. existiert

mit [le — f|| <e.

Desweiteren werden wir die folgenden Versionen der Holderschen und Youngschen Ungleichungen

spéater noch benétigen.

Hoéldersche Ungleichung
Ist g € L°0(0,T; B) und ¢ € L*(0,T; B), wobei 1 < s; < 00 , so ist g¢ € L*(0,T; B) und

90|

re0,7:8) < 19llzso0,7:8) |9l 51 (0,75 B)
wobei % = % + i
Spezialfall: ¢ =1
Ist g € L*0(0,T;B), 1 < s9 <00, s0ist g € L*(0,7; B) und
lgllzsc0,7:8) < T/ g] L=0(0,T;B)s

wobei 1 < s < sq.
Youngsche Ungleichung

Ist g € L*(0,T; B) und ¢ € L (0,a), wobei 1 < s; < oo und G(t) := [ g(t + N)p(N)dA,
0
so ist G € L#(0,T-a;B) und
Gl Ls0,7—a;B) < gl Lso(0,7—a;B) 191 251 (0,0)

1 _ 1 1 1 1
W0b61§—5+§—1(—+—>1).
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Spezialfall: ¢ =1
Ist g € L*°(0,T; B) mit 1 < sy < 0o und seine “right mean function“ (“Rechtsmittelungsfunktion*)
definiert fiir @ > 0 durch

dann ist M,g € C([0,T-a];B) und

at/*=/%0|g|| <o (0. 1), falls so < s < 00

[Magllzs0,7-a;B) < {Tl/s—l/so|g|

Loo(0,7), falls 1 <'s < 5.

Ein Beweis fiir diese Version der Youngschen Ungleichung findet sich in [SI3], Appendix und no-
te(1) im Beweis von Lemma 7.

Lemma 1(Variante von Arzela-Ascoli)

Eine Menge F' C C([0,T]; B) ist relativ kompakt genau dann wenn
(2.3) F(t):= {f(t)|f € F} relativ kompakt in B fiir alle 0 < ¢ < T ist,

(2.4) F gleichméBig gleichgradig stetig ist, dass heifit
fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle f € Fund 0 <1 <to < T mit |[ta —t1] < 9§
[f(t2) = f(t1) |5 <e gilt.

Beweis von Lemma 1

“:>((:

Sei F' relativ kompakt in C([0,T]; B). Dann folgt (2.3) aus (2.1), denn nach Vorrausetzung gilt:
Fiir alle € > 0 existiert eine endliche Teilmenge {f;}, so dass

VfeF3fimit|f— fillo <e,
dass heit sup ||f(t) — fi(t)||B < &.
te[0,T]

Damit gilt diese Ungleichung natiirlich auch fiir alle 0 <t < T .

(2.4) gilt, da F gleichmiilig durch eine endliche Menge stetiger Abbildungen approximiert werden
kann.

“e=t

Es gelte (2.3) und (2.4). Dann gilt (2.3) auch in ¢t =0 und ¢ =T , denn aus (2.4) folgt

Ve>0306>0mit |[f0)— f(O)|p<eV feF

und F'(¢) ist relativ kompakt in B.

Also gilt (2.2) und somit ist F'(0) relativ kompakt in B. Die relative Kompaktheit von F(T') beweist
man analog.

Zu N € N sei fy die stiickweise linear Interpolierende, die gleich f ist in % firalle 0 <n < N
und linear dazwischen. Dann ist Fyy := {fn|f € F} isomorph zum Produkt der Mengen F(%L)
0 < n < N, die relativ kompakt in BN*1 ist. Dann ist F relativ kompakt in C([0,T]; B). Falls
N > L ist, gilt nach (2.4) ||f — fn|l < e. Dann ist aber F nach (2.2) relativ kompakt in
C([0,T]; B).

O



Kapitel 3

Charakterisierung kompakter Mengen in L7(0,7; B)

Zu h > 0und f:[0,T] — B definiere 7, f : [=h,T — h] — B durch (7, f)(t) := f(t+ h)
Das Haupresultat dieser Arbeit lautet:

Theorem 1

Sei F C L?(0,T;B).

Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T; B) fir 1 < p < oo bzw. in C([0,T]; B) fiir p = 0o
genau dann wenn

ta
(3.1) {[J f(t)dt|f € F} relativ kompakt in B fiir alle 0 < t; < to < T ist,
t1

(3:2) llnf = fllpoo.7—n,p) — 0 fiir b — 0 gleichméfig in f € F.

Bemerkung 3.1

e Fiir p = oo ist (3.2) gerade die gleichméBige gleichgradige Stetigkeit (2.4) aus Lemma 1.

e (3.2) laBt sich so ausdriicken:
Ve>030>0VfeFVYh<é:|tnf— fllpoornnp <€

Optimalitit

Die Einschrinkung p < oo ist notwendig, denn ist f eine unstetige, beschrinkte Abbildung, so ist
F :={f} kompakt in L>°(0,T; B), aber erfiillt (3.2) offensichtlich nicht.

Beweis von Theorem 1:

“:>((:
Sei F' C LP(0,T; B) relativ kompakt und 1 < p < oco.
Zu (3.1):
Da
to
f— /f(t)dt

t1

stetig von LP(0,T; B) nach B abbildet ist (3.1) erfiillt, denn die Bilder kompakter Mengen sind
unter stetigen Abbildungen wieder kompakt.

u (3.2) bzw. (3.3):
Sei € > 0. Dann existieren nach (2.1) endlich viele Abbildungen f; € L?(0,T;B), j = 1,.., 1., so
dass gilt: .

VfeF3dfi e {f]|.7 = 17"716} mit ”f - fiHLP(O,T—h:,B) < 3



Da C([0,T]; B) dicht liegt in LP(0,T;B) ( fiir p < oo ) kénnen wir 0.B.d.A die f; auch aus
C([0,T]; B) “wéhlen®. Dann gilt aber:
Es existiert ein h; > 0, so dass fiir alle h < h; gilt:

HThfi - fi||LP(07T7h;B) <

Wl ™

Sei nun § := inf f;. Da
f —f=m(f = fi) = (f = fi) + (mfi = i)

gilt fiir alle h < 6, dass

”Thf - f”LP(O,Tfh;B) < Hf - fi||Lp(o7T;B) + ”f - fi||Lp(o7T;B) + HThfi - fi||Lp(o7T,h;B)

<e/3 <e/3 <e/3
< g,

dass heifit es gilt (3.2) beziehungsweise (3.3).
££<:((:
Sei F' € LP(0,T;B) und es gelte (3.1) und (3.2). Wir zeigen die relative Kompaktheit von F,
indem wir (2.2) benutzen, dass heifit wir zeigen, dass F' der gleichmifBige Limes relativ kompakter
Mengen ist. Dazu benutzen wir die “right mean function“ aus Kapitel 2.
Zu f € F und a > 0 definiere

t+a

(MO = [ f(s)ds.

Dann ist M, f € C([0,T — a]; B) und fiir alle 0 < t; <ty <T —a gilt

tota t1+a
040 = el 2|2 [ ses =3 [ s

2t1+a 1 t1+aB
= % /f(s—i—tg—tl)ds— / f(s)ds

t1+; 1 7
= s [ Gunt = pio)ds

t1 B

. T—(ty—t1)

S E ||(Tt2*t1f_f)(s)||Bds

0
1
R [7t2—t: f — fHLl(O,T—(t2—tl));B) :

Nach (3.2) gilt
||7—t27t1f - f”Ll(O,T—(tg—tl));B) — 0 fiir h := t2 - tl — 0.

Da die Konvergenz in (3.2) gleichméBig in f € F ist haben wir damit gezeigt, dass
MyF = {M,f|f € F} gleichmifig gleichgradig stetig in C([0,T — a]; B) ist.



Dann folgt fiir alle 0 < ¢ < T —a aus Vorraussetzung (3.1) mit 1 := ¢, to := t+a, dass (M F)(t) =
t+a

{1 [ f(s)ds|f € F} relativ kompakt in B ist.
t

Damit sind dann beide Vorraussetzungen von Lemma 1 erfiillt und wir wissen nun, dass M,F
relativ kompakt in C([0, T — al; B) ist.

Zu zeigen ist nun noch, dass F' der gleichméfige Limes von M F fiir a — 0 ist.
Es gilt
My,f—f= é/(Thf—f)dh in L?(0,T — a, B),
0
denn aus (3.2) folgt, dass die Abbildung h +— 73, f von [0,a] nach L?(0,T — a; B) stetig ist. Daher
ist die rechte Seite der Gleichung wohldefiniert und es gilt

t+a
Def

(f-0© "o [ pedn - Sast)

_ ao/f(t+h)dh—0/f(t)dh

1
- - / (mf — £)(t)dh.

Dann ist

a) = JIlLr(0,T—a;B) = hJ = JLr(0,T—a;B) "
IMaf = Fllpe )< sup S = Fllo :
0<h<a

Nach (3.3) folgt dann, dass fiir alle Ty < T F der gleichméfige Limes von M, F in L?(0,Ty; B) fiir
a — 0 ist. Also ist F' nach (2.2) relativ kompakt in LP(0,T}; B) fiir alle Ty < T.

Um zu zeigen, dass dies auch bis einschlielich T gilt, betrachten wir f mit geéinderter “Zeitrichtung*:
Zu f € Fsei f(t):= f(T'—1t),t€[0,T].

Dann erfiillt F:= {f|f € F} immer noch die Bedingungen (3.1) und (3.2), denn fiir alle
0<ty <ty < Tist

to to T—to T—t,
[~ [ fr—viZ" [ Dfpr= [ 17t
t1 t1 T—t1 T—to
und auflerdem gilt ( fiir A “klein*)
T—h
[d =z, = [Fem =

"ﬂo
>

IA(T =t =h) = f(T—t)|pdt

[f(o=h) = f(o)ll5 (~1)do

H\m O\

~



h“k}l_el‘n“

T
(~1)? / 1£(0) - (o — )% do
h

T—h
- / 17(0+ k) — fo)II% do
0

= HThf_fHLP(O,Tfh;B)'

Dann ist, nach dem bisher Gezeigtem, F relativ kompakt in LP(0,71; B) fir alle T3 < T'. Das
bedeutet aber, dass F' relativ kompakt in LP(T — Ty, T; B) ist.

Mit Ty:= T'/2 folgt nun die relative Kompaktheit von F' in L?(0,T; B).

Den Fall in C([0,T]; B) fiir p = oo beweist man analog.

Bemerkung 3.2

o Alternativ lisst sich die relative Kompaktheit von F in LP(T — T, T; B) auch zeigen, indem
man die sogenannte “left mean function

statt f(t) := f(T —t) verwendet.

e Esist nicht notwendig anzunehmen, dass F' C LP(0,T'; B). Damit (3.1) und (3.2) Sinn ergeben
reicht es anzunehmen, dass f € L}, (0,T;B) und 7,f — f € LP(0,T — h; B) fiir alle f € F
und A > 0.

Gilt dies, so folgt mit
wf =+ (mf — f) € L'(h, T — s B),

dass f € L*(0,T—2h; B). Analog folgt f € L'(2h, T; B) und damit insgesamt f € L(0,T; B).
Dann gilt (siehe den Beweis von Theorem 1), dass

a

M,f—f= %/Thf—fdhELl(O,T—a;B).
0

Nach (3.2) (und dem Beweis von Theorem 1) ist
hw— mf € C(0,a,LP(0,T — a; B)).
Daher konvergiert {1 [ 7, f— fdh}~0 C LP(0,T—a; B) womit folgt, dass f € LP(0,T—a; B).
0
Analog zeigt man f € LP(a,T; B) und damit folgt insgesamt dann f € LP(0,T; B).

e Mit Hilfe von Lemma 2 aus dem néchsten Kapitel 148t sich mit Theorem 1 eine vektowertige
Erweiterung des Theorems von Riesz-Frechét-Kolmogorov formulieren (siehe Seite 11).



Kapitel 4

Charakterisierung fiir partielle Kompaktheit

Die Aufgabe ist hier die Charakterisierung von Mengen, die in L9(0,7T; B) beschrinkt und in
L?(0,T; B) kompakt sind, wobei p < ¢. Dies wird partielle Kompaktheit genannnt, da die Kom-
paktheit nicht fiir die groBlere Ordnung ¢ gilt, fiir die die Menge beschrénkt ist.

Das Hauptresultat lautet wie folgt:

Theorem 2
Sei 1 < g <oound F C L0, T; B) beschréinkt.
Dann ist F relativ kompakt in LP(0,7’; B) fiir alle p < ¢ genau dann wenn fiir alle 0 < t; < to < T
gilt:
ta
(4.1) {[ f(t)dt|f € F} ist relativ kompakt in B,
t1
(4.2) lI7nf = fllpiey to;p) — O fiir o — 0 gleichméBig in f € F.

Bemerkung 4.1

e Hier wird also bei (4.2) das Zeitkriterium in L}, gefordert, statt in L?(0,T — h; B), wie bei
(3.2) in Theorem 1.

e (4.2) lisst sich so ausdriicken:
VO<t; <ta<T,Ve>036<T —ty,sodassV¥ fe€FVh<d: ||Thf_f||L1(t1,t2;B) <e

Um Theorem 2 zu beweisen, zeigen wir zunéchst die beiden folgenden 2 Lemma.

Lemma 2
F C L?(0,T; B) ist relativ kompakt genau dann wenn

(4.3) F relativ kompakt in LY (0,T; B) ist,

loc
h T
44) [IfOls+ [ IIF@®)' — 0 fiir h — 0 gleichméBig in f € F.
0 T=h

Anmerkung;:

e (4.3) meint:
Fiir alle 0 < 1 < to < T ist F relativ kompakt in LP(t1,ts; B) beziehungsweise
{14, 4, f|f € F} ist relativ kompakt in LP(0,T; B).



Beweis von Lemma 2
“:>((:
Sei F' C LP(0,T; B) relativ kompakt. Dann gilt (4.3) natiirlich sofort.

Sei
f auf [0,T]
0 auBerhalb von [0,T].

7=

Dann ist F := {f|f € F} relativ kompakt in LP(—T,27T; B) und fiir alle h < T gilt

(] / [7(e-+ )~ Fo) [ e = / [7e-+ ) = Fo)
= /||f t+h)— \|Bdt+/||f t+h) — F(t)|", dt
=0 auf [-7,—h)
T—h
+ [ Fern-7 ||Bdt+/ e+ 0 — Tl at
0 T—

,Hf(t )|, auf [T—h,T

0 T—h T
= [Ue+ e [UFe+n-Falda+ [ 7ol
—h 0 T—h

h T—h T
- / £ B, dt + / 1F(t+R) — F(O)|17 di + / £ ()5, dt.
0 0 T—h

Nach (3.2) gilt sowohl S
[ 7nf — f”LP(—T,QTfh;B) — 0 fir h — 0,

als auch
T—h

J 1+ 0) = SO de = [10f = Sl gy — 0 i h =0,
0

Folglich gilt damit dann (4.4).

“@“:

Es gelte (4.3) und (4.4). Setze fy, := 1j_p, r—p) f und Fyp:={f4|f € F}. Dann gilt
VYe>03h:|fn— fHLP(QT;B) < ¢ gleichméBig in f € F,

denn

h T—h
T / I £u() = FCE) I, dt + / I £u(t) = FOIE dt + / () = £, dt
0 h

auf [0,h[ ist sL=0 auf [h,T-h[ ist f.=f auf [T-h,T[ ist f.=0

/||f(t)||% + / |l f(@®)]% — 0 fiir h — 0 gleichméBig in f € F nach (4.4).
T—

10



Dass heifit aber, dass F' der gleichméfige Limes relativ kompakter Mengen Fj, ist und daher nach
(2.2) relativ kompakt in L”(0,T; B) ist.

O

Lemma 3

Sei F' C L9(0,T; B) beschriinkt, wobei 1 < ¢ < co. Dann gilt:

Wenn F relativ kompakt in L}, (0,7T; B) ist, so ist F auch relativ kompakt in L?(0, T; B) fiir alle
p<gq.

Beweis von Lemma 3

Nach der Hélderschen Ungleichung gilt fiir alle A < T und fiir alle f € F, dass

h T
/ 1£(8) |t + / £ () st < 209 £ ooz
0 T—h

Dann folgt mit Lemma 2, dass F relativ kompakt in L(0,7T’; B) ist.
Zu gegebenen 1 < p < ¢ folgt nun aus Lemma 11 in Kapitel 10 ( mit X =Y = B und 0 definiert
durch % = 1%19 + 6 ) die relative Kompakheit von F' in L?(0,T'; B).

O

Nun zum

Beweis von Theorem 2

Nach Theorem 1 sind die Eigenschaften (4.1) und (4.2) dquivalent zur relativen Kompaktheit von
F in L} (0,T;B). Dies ist mit Lemma 3 aber fquivalent zur relativen Kompaktheit von F in

L?(0,T; B) fiir alle p < q.

O

Durch Theorem 1 erhalten wir mit Hilfe von Lemma 2 eine vektorwertige Erweiterung des
Theorem von Riesz-Fréchet-Kologorov

Eine Menge F' C LP(0,T; B) ist relativ kompakt in LP(0,7; B), 1 < p < oo genau dann wenn

ta
o fiir alle 0 < t; <ty <T {[ f(t)dt|f € F} relativ kompakt in B ist,
t1
T—a
o fiirallea>0 [ |f(t+h)— f(t)|%dt — 0 fir h — 0 gleichméBig in f € F und

a T
o [IIF®I%+ [ If (0% dt — 0 fiir a — 0 gleichméBig in f € F.
0 T—a

11



Kapitel 5

Einige Abschitzungen fiir Translationen

Wir suchen nun Moglichkeiten das Zeit-Kriterium (3.2) bzw. (4.2) zu verifizieren. Dazu betrachten
wir im Folgenden Funktionen mit integrierbaren Ableitungen beziehungsweise allgemeiner Distri-
butionen mit integrierbaren Ableitungen. Eine 2. Moglichkeit ist es, Funktionen in Sobolev-Rdumen
zu betrachten. Dazu einige kurze Erinnerungen/Definitionen:

Sei D'(]0, T'[; B) der Raum der Distributionen von ]0,T[ nach B, dass heifit die Menge aller linearen,
stetigen Abbildungen von D(]0,T[) nach B.
D(]0,T7) ist dabei die Menge aller reellwertigen C°°-Funktionen mit kompakten Tréger in 0, T7[.

Die Ableitung 9f /0t einer Distribution f ist definiert durch

(0f/0t)(¢) := —[(9¢/01), ¢ € D(]0,T).

Zu jeder lokal integrierbaren Funktion f 148t sich iiber

T
/f t)dt, ¢ € D(]0,T])
0

eine regulére Distribution definieren.
Daher ldsst sich LP(0,T; B) la8t sich mit einem Unterraum von D’(]0, T'[; B) identifizieren.

Zul<p<oound 1 <m < oo ist

W™P(0,T; B) := {f € L*(0,T; B)|0f/0t,..,0™f/0™t € LP(0,T; B)},

versehen mit der Norm || f||1,, == (|| f[|5 + Y [|0° f/9t||2)!/? ein Banachraum und wird als
i=1

Sobolev-Raum bezeichnet.
Zu0 <o <1lund1<p< oo definiere

T T
WP(0,T;B) := {f € LP(0,T; B) |//| t_8|ap+1Bdtd s < oo}
0 0

Durch || f|lie.r == fo fo ..dtds)"/? wird eine Halbnorm und durch
1 fllwee = (FIZe + £ p)1/” eine Norm auf W7P(0,T; B) definiert.
Diesen Raum nennt man auch “Sobolev-Slobodetsky-Raum*.
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Lemma 4
Sei f € D'(]0,T[; B), so dass 8f /9t € L"(0,T; B) fiir ein 1 < 7 < co. Dann ist f € C([0,T); B)
und fiir alle h > 0 gilt

1 hl/p*l/THafHLTOTB)afaHST<P<OO
— — P ) <
hHThf fHL (0,7T—h;B) = {Tl/p 1/T|| ||L7 (0.7:B) ,falls 1 <p <r

Beweis von Lemma 4

Fiir alle g € L'(0,T; B) gilt g — (%) g(s)ds = 0.

O —e

(Dass g(t) — g f g(s)ds = 0 fiir alle t € [0,T] ist fiir g stetig offensichtlich. Der allgemeine Fall
folgt hieraus, da C([O T1; B) dicht in L'(0,T; B) liegt.) Setze nun g := 2. Dann ist
(&)(f — f s)ds) = 0 , woraus folgt, dass ein b € B existiert mit f — f s)ds = 0.

(Siehe z. B [LS] Theorem 1 Seite 51 : “Jede reelle Distribution, deren Ableltung dquivalent 0 ist,
ist konstant“. Der Beweis ldsst sich direkt auf vektowertige Distributionen iibertragen.)
Dann ist f € C([0,T]; B) und fiir alle 0 <t < T — h gilt

t+h
fe+n) - 10 = [ Ssas

ot
, dass heif3t
of
— hM,
wf—f= n(57 ot )-
Die Abschitzung folgt nun direkt als Spezialfall der Young’schen Ungleichung:
of
70f — fllro,7—n;B) = Hth(E)”LP(QTfh;B)

Young h1+1/P—1/T’||%||LT(07T;B) y falls r S P S o0
o th/p_l/T”%”Lr(QT;B) y falls 1 S P S T.

Ein dhnliches Resutat lédsst sich fiir Sobolev-Réume zeigen:
Lemma 5
Sei f € WoP(0,T;B),0< 0 <1,1<r <oound p, so dass

1
p<oo,falls o > —
I
p<oo,fallsoc=—
r
p < , falls o < —
1—or r

Dann ist f € LP(0,T; B) und es existiert ein ¢ > 0 ( unabhéngig von f ), so dass fiir alle h > 0
gilt:

o —1/r O
che+1/p—=1/ Ha_{HWw‘(O,T;B) yalls r <p < o0
Cth/p_l/T”%HWm(o,T;B) Jfalls 1 <p <.

I7nf = fllero,r—niB) < {

13



Desweiteren gilt noch

Lemma 6

Sei f € L"(0,T;B), so dass ||7af — fllro,r—n;3) < M7 fiir alle h > 0, wobei
1<r<oound 0 <o <1. Auflerdem sei p, so dass

1
p<oo,fallso > —
,

1
, falls o < —.
—or r

p <
Dann ist f € LP(0,T; B) und es existiert ein ¢ (unabhéingig von f), so dass fiir alle A > 0 gilt:

eMhoH/P=1/7 falls r < p < 00

— Fllrrig ey <
I f = Fller@2-n:m) < {chUTl/Pl/T falls 1<p<r.

Beweise fiir Lemma 5 und 6 finden sich in [SI3] unter Bemerkung 8.4 und 8.5.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Lemmata werden im weiteren Verlauf noch sehr niitzlich sein,
um aus den Theoremen mehr anwendungsbezogene Kriterien herzuleiten.
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Kapitel 6

Kompaktheit von Funktionen mit Werten in einem
kompakten Raum X

Wir nehmen nun noch einen weiteren Banachraum X hinzu, so dass
6.1) X < B.

Dann erhalten wir folgende Variante unseres Theorems:

Theorem 3

Sei FF C LP(0,T;B) fiir 1 <p < oo und gelte (6.1). AuBlerdem sei

(6.2) F beschriinkt in L}, (0,T;X),

loc
(63) H’Thf - fHLp(O,T*h;B) — 0 fir h—0 glelchmaﬁlg in f € F.
Dann ist F relativ kompakt in LP(0,T'; B) beziehungsweise C([0,T]; B) fiir p = oo .

Beweis von Theorem 3
Nach (6.2) gilt fiir alle 0 < t; < to < T, dass f € F beschrinkt in L!(t;,t2; X) ist. Daher ist

to .
J f(t)dt beschrénkt in X und ( da X < B) relativ kompakt in B.
ty

Damit sind alle Vorrausetzungen von Theorem 1 erfiillt und die Behauptung folgt sofort.

Bemerkungen 6.1

e Wie man am Beweis sieht, kann (6.2) auch durch das schwichere Kriterium “Fiir alle 0 <
t1 <te < T ist f € F beschrinkt in L!(¢1,t2; X)* ersetzt werden.

e Auch hier ist es nicht notig anzunehmen, dass F' C LP(0,T; B). Es reicht anzunehmen, dass
mf—f€LP0,T—h;B)VfeF h>0 (siche Bemerkung (3.2)).

Fiir differenzierbare Funktionen folgt:

Korollar 1
Sei m € Z, F beschriinkt in W™ (0,T; X) und gelte (6.1).

o Ist %—f = {%U € F} beschrinkt in L1(0,T; B), so ist
F relativ kompakt in LP(0,T; B) fur alle p < oco.

o Ist %—I; beschrénkt in L™(0,T'; B) fiir ein 7 > 1, so ist
F relativ kompakt in C([0,T]; B)

15



Mit Hilfe von Korollar 1 lisst sich dann noch folgende Aussage beweisen.

Korollar 2

Sei F beschrinkt beziiglich der Norm auf L*(0,T; X) und der Halbnorm - llvire.r 0.7 )
Dann gilt:

1
o Ist s < — so ist F' relativ kompakt in LP(0,7T; B) fiir alle p < . !
r

1
o Ist s > o so ist F' relativ kompakt in C([0,T7]; B).

Beweise der beiden Aussagen finden sich in [JS] auf den Seiten 81,82 unter Korollar 1 beziehungs-
weise Korollar 2 im Spezialfall so = 0,rg = 1.
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Kapitel 7

Partielle Kompaktheit fiir Funktionen mit Werten in einem
kompakten Raum X

Ist F' beschriankt in L9(0,T'; B), so ldsst sich mit Hilfe von Theorem 2 die relative Kompaktheit
von F'in LP(0,T; B) fir alle p < g auch mit schwiicheren Vorrausetzungen als in Kapitel 6 zeigen.

Seien wieder X, B Banachriume mit X < B.

Theorem 4
Sei 1 < ¢ < oo und

(7.2) F beschriinkt in L4(0,T; B) N L}

loc

(0,7 X),
(7.3) llmnf = fllzy o,r;3) — 0 fiir h — 0 gleichméBig in f € F.

Dann ist F' relativ kompakt in LP(0,T'; B) fir alle p < q.

Beweis von Theorem 4
F ist beschriinkt in L} (0,7;X), dass heifit fiir alle 0 < t; < ty < T ist F beschrinkt in

loc

ta
LY(t1,t2; X). Das bedeutet aber, dass {[ f(t)dt|f € F} beschrinkt ist in X und somit ( we-
t1

gen X <5 B') relativ kompakt in B ist.
Also sind alle Vorrausetzungen von Theorem 2 erfiillt und die Behauptung folgt sofort.
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Kapitel 8

Kompaktheit fiir Funktionen mit Werten in einem
“Zwischenraum*

Wir nehmen nun noch einen weiteren Banachraum Y hinzu.
(8.1) Seien X, B,Y Banachrdume, so dass X S By,

Theorem 5
Sei 1 < p < oo und

(8.2) F beschrankt in LP(0,T; X),
(8.3) lItnf — fllzr(o,7=nsyy — O fiir h — 0 gleichméBig in f € F.
Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T; B) beziehungsweise C([0, T]; B) fiir p = oc.

Fiir den Beweis von Theorem 5 zeigen wir zuerst 2 Lemma.

Lemma 8 (Ehrlingsches Lemma)
Aus (8.1) folgt:

Vv>03N<0,s0dassVveX gilt: ||v]|g <vv|]x + Nlv|y

Beweis von Lemma 8

Sei V,, := {v € Bl||v|lg < v + n|lv]y}, n € N. Die Mengen V,, sind offen in B, wachsend in n
und (J,,cn Vi O B. Da die Einheitssphére S aus X in B relativ kompakt ist, existiert ein N mit S
D V. Daher gilt fiir alle v € X mit ||v]|x = 1: ||v||s < v||v||x + N|v|y

Fiir beliebiges v € X multipliziere die Gleichung mit einer beliebigen positiven Zahl.

O

Lemma 9
Sei F' beschrankt in LP(0,T; X) und relativ kompakt in LP(0,T;Y) fiir 1 < p < oo und gelte (8.1).
Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T; B).

Beweis von Lemma 9
Nach (2.1) existiert zu € > 0 eine endliche Teilmenge {f;} von F, so dass gilt:

VEeF3fi:llf—filleeory) <é

Mit Hilfe von Lemma 8 folgt nun: V v > 0 3 N mit

I\.f = filleeco,ri8y S vIIf = fillLeo,mix) + N If = fillLeo,y) < ve+ NE,
—_— ————

<&
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wobei ¢ der “Durchmesser” von F in LP(0,T; X) ist. (F ist ja nach Vorrausetzung beschrinkt in
LP(0,T; X).)

Sei nun € > 0. Setze v := = und € := 5%. Dann ist ||f — fi||Le0,1,8) <&,

dass heifit F' ist relativ kompakt in L?(0,T'; B).

Beweis von Theorem 5
Nach Theorem 1 ist F' relativ kompakt in LP(0,T;Y).
Mit Lemma 9 folgt nun sofort die Behauptung.

Mit Hilfe dieses Theorems (und Kapitel 5) ldsst sich dann folgendes Korollar beweisen:
Korollar 4
Es gelte (8.1).

e Sei F' beschriankt in LP(0,7; X) mit 1 < p < oo und %—f beschrénkt in L(0,T;Y).
Dann ist F relativ kompakt in LP(0,T'; B)

e Sei F beschréinkt in L>(0,7; X) und Z& beschrénkt in L7(0,T;Y) fiir ein r > 1.
Dann ist F' relativ kompakt in C([0,T]; B)
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Kapitel 9

Partielle Kompaktheit fiir Funktionen mit Werten in einem
“Zwischenraum*

Analog zu Kapitel 6/7 nehmen wir wieder an, dass F beschriinkt ist in L4(0,T;B) und zeigen die
relative Kompaktheit von F' in LP(0,T; B) fir alle p < ¢ mit schwicheren Vorrausetzungen als in
Kapitel 8.

Sei (wieder) X <> B < Y (X, B,Y BR).

Theorem 6
Sei 1 < ¢ < oo und

(9.2) F beschrinkt in LY(0,T;B) N L}

loc
(93) llmnf = fllzy

loc

(0,T; X),
o,7;yy — 0 fiilr b — 0 gleichméBig in f € F.

Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T; B) fiir alle p < g.

Beweis von Theorem 6
Nach Theorem 1 ist F' relativ kompakt in L},.(0,7;Y). Dann ist nach Lemma 9 F auch relativ
kompakt in L (0,T; B). Mit Lemma 3 von Seite 11 folgt dann direkt die Behauptung.

loc

O

Mit Hilfe von Lemma 4 beziehungsweise 5 lassen sich dann direkt folgende Korollare zeigen.

Korollar 6
Sei 1 < g < 0.
Sei F' beschrénkt in L9(0,7;B) N L},

Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T; B) fiir alle p < g.

(0,75 X) und Z& beschrénkt in L}, .(0,75Y).

loc

Korollar 7
Sei 1 < ¢ < o0, s >0 und F beschrénkt in L9(0,T; B) N L}

L0, T; X) n W0, T;Y).
Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T; B) fiir alle p < g.

loc
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Kapitel 10

“Zwischenriaume* der Klasse 0

Wir betrachten nun eine Menge F, die das Raum- und Zeitkriterium (8.2) und (8.3) erfiillt, aller-
dings mit 2 verschiedenen Koeflizienten pg, p;.

1. Ist po > p1, so liefert Theorem 6 die relative Kompaktheit von F in LP(0,T; B) fiir alle
p < po. Diese Aussage kann nicht nicht verbessert werden.

2. Ist po < p1, so ist F relativ kompakt in LP(0,T;B) nach Theorem 5.
Ziel ist nun, dieses Resultat zu verbessern, wenn wir zusétzlich wissen, dass B ein Raum der
Klasse 6 ist, dass heifit, wenn folgende “interpolatorische Ungleichung® gilt:

(10.1) Es existieren Konstanten 0 < § < 1 und M mit ||v|]z < M|v|% ?(v]|§ Vv e XNY .

Diese Definition stammt von J.L. Lions und J. Peetre [LP] ( In ihren Worten heifit dass B €
Ky(X,Y); siehe Definition 1.1 Seite 27 ).

Im Folgenden nehmen wir an, dass
(102) X< B<YmitX<SY

und es soll zusétzlich nun noch (10.1) gelten.

Theorem 7
Seil<p;, <o0i=0,1und

(10.3) F beschriankt in LP°(0,T; X),
(104) H’Thf — fHL”l (O,T;Y) — 0 fur h — 0 glelchmaﬁlg in f c F.

1 1-60 0
Dann ist F' relativ kompakt in LP?(0,T’; B), wobei — = + —.
Po Po b1

Anmerkung

Da die Ordnung py zwischen py und p; liegt, macht dieses Resultat nur Sinn fiir pg < p1. In diesem
Fall wiichst py mit Zunahmne von € und daher ist bei (10.1) das grofite 6 gesucht, welches die
Ungleichung erfiillt.

Der Beweis von Theorem 7 reduziert sich im Wesentlichen auf den Beweis der 2 folgenden Lemma.

Lemma 10
Es gelte (10.1). Sei K eine in X beschrinkte und in Y relativ kompakte Menge.
Dann ist K relativ kompakt in B.
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Beweis von Lemma 10
Fiir alle € > 0 existiert eine endliche Teilmenge {v;} von K, so dass gilt:

Vo € K3u; mit ||v — vy <e.

Dann ist

(10.1)
lv—vilp < Mlv—wllx %’ = Mc! %,

wobei ¢ der “Durchmesser” von K in X ist.
Das heifit aber nichts anderes, als das K relativ kompakt in B ist.

Lemma 11
Es gelte (10.1). Sei F' beschrénkt in LP°(0,7"; X) und relativ kompakt in LP*(0,T;Y"), wobei
1<p; <o0,i=0,1.

1 1-6 0
Dann ist F' relativ kompakt in LP?(0,T"; B), wobei — = + —.
Peo Po P1

Beweis von Lemma 11

Wir zeigen zunéchst, dass

V felP(0,T; X)NnLP(0,T;Y): fe LP(0,T;B)
und

(10.5) 1 Fllmoo,s8) < MIFIE 02| £ s 0237
gilt, wobei ple =120
Sei also f € L”0 (O,T X
ab < “q—i—b fur%—i—i,

"®|Q,

~—

ﬁ LP1(0,7;Y). Aus der reellen Young’schen Ungleichung

= 1 angewendet auf

_ (MOl e (WOl s

I f1l Zeo 0,7:x) I f1les 0,137
mit
q= Dbo q/: P1
po(1—06) po - 0
folgt
1-6) 0 1 (1-6 6
Ol O i e Y (AP PO
S i e e e HOIL S

Aus (10.1) wissen wir

IF@)ls < MIFEIK IS
Damit folgt

T T
Po _ 1P dt (121) MPe OIPEE=D ) £04y11P00 g4
I Z6 (0, 7:) IF@Olgdt < FOIX IOl
0 0
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Young
< Po (1

-0
Mo (2 g L] e VA G
0

1-0)
I o LA ) / 1 £(0) 52 dt)

1-6 6
= MY o e LI 0 oy

_ 1 _
(a|f|Lfg(0,T;X)|f| %;70(071“;)() + ?”JCHL oTy)Hf| LP1 ()Ty)>
1 1

= M I 0 (G + )
=1
Somit ist
f€LP(0,T;B)
und es gilt

HfHL”S(O T;B) < MHfHLpo oT;X)”fHGLPl(QT;Y)'

Mit Lemma 10 angewendet auf K = F' folgt jetzt die Behauptung von Lemma 11.

O
Nun folgt sofort der
Beweis von Theorem 7
Nach Theorem 1 ist F' relativ kompakt in L?*(0,7;Y).
Die Behauptung folgt dann sofort mit Lemma 11.
O

Bemerkung 10.1

Die Annahmen (10.1) und (10.2) implizieren, dass die Einbettung X <— B kompakt ist:

Die Einheitskugel ist beschriinkt in X und wegen (10.2) dann relativ kompakt in Y. Zusammen
mit (10.1) sind dann die Vorrausetzungen von Lemma 10 fiir K = Einheitskugel in X erfiillt und
die Behauptung folgt sofort.

Fiir Funktionen deren Ableitungen integrabel sind, ist das Zeit-Kriterium (10.4) fiir alle p; < oo
erfiillt (benutze dafiir Lemma 4) und wir erhalten mit Theorem 7 folgende Aussage.

(10.6)
Sei F' beschriankt in LP°(0,7; X) und %—f beschrinkt in L1(0,7;Y)

Dann ist F' relativ kompakt in L?(0,T'; B) fiir alle p < 1p0 7

Diese Aussage verbessert Korollar 4 im Fall r = 1.
Es lasst sich aber noch ein besseres Resultat beweisen:

Korollar 8

Es gelte (10.1), (10.2) und sei 1 < pg < 00, 1 < 71 < o0.

Sei F' beschrankt in LP°(0,7; X) und %—f beschréankt in L™ (0,7;Y).
Dann gilt:
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1-—

1 Hpo 1
wobei — = —— —f(1 — —).
Y2 Po 1

1 1-6
o Ist (1 — —) >
™ Po

1 0
o Ist (1 ——) < , s0 ist F' relativ kompakt in L?(0,T'; B) fiir alle p < p.,
T

, so ist F' relativ kompakt in C([0,T]; B).

e Ist r; =1 gilt Aussage (10.6).

Beweis von Korollar 8
Nach Lemma 4 gilt

lmnf = fllLrio,r—nyy <cath V¥V f € F.
Aus Ungl. (10.5) folgt dann

I70f = flleroo.r—nimy < Ml = fllzootor—nxy IS = FlGr . r—nivy < Meg™°clh?,

wobei % = 1;09 + % und ¢; der Durchmesser von F' in LP0(0,T; X) ist.

Mit Theorem 3 (und Hilfe von Lemma 5) folgt nun die Behauptung.
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