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1 Vorwort

Diese Bachelorarbeit befasst sich mit den Themen der Polynominterpolation und nume-
rischen Integration im Zweidimensionalen. Desweiteren werden Fehlerdarstellungen mit
Hilfe von Peano- und Sard-Kernen behandelt. Die Fehlerdarstellungen beziehen sich da-
bei in erster Linie nicht auf ein spezielles Problem sondern versuchen mehrere Problem-
stellungen zu umfassen. Sie dienen dazu, bei der Anwendung auf ein spezielles Problem,
die Fehlerdarstellung mit weniger Aufwand herzuleiten. Die Peano-Kerne finden fiir Pro-
blemstellungen im Eindimensionalen Verwendung, wohingegen die Sard-Kerne im Zwei-
dimensionalen den Fehler beschreiben. Zur Motivierung und als Anwendung dient bei
den Peano-Kernen die Trapezregel und das Interpolationsrestglied nach Kowalewski. Das
letztere ist eine Anwendung der Peano-Kerne auf das Lagrangesche Interpolationspoly-
nom. Bei den Sard-Kernen sind es die Interpolation und die numerische Integration im
Zweidimensionalen.

Bei der Lagrange Polynominterpolation im Zweidimensionalen kommen jedoch die glei-
chen Probleme zustande wie im Eindimensionalen. Deswegen wird, um ein besseres In-
terpolationspolynom zu finden, in dieser Arbeit auch die stiickweise Interpolation mit
Dreiecken und Vierecken betrachtet. Dabei wird unser Interpolationsgebiet in Dreiecke
bzw. Vierecke unterteilt und anschlieBend darauf ein interpolierendes Polynom gesucht,
welches von den anderen Dreiecken bzw. Vierecken unabhéngig beschrieben werden kann.
Zur Vereinfachung wird noch jedes Dreieck und Viereck auf das Einheitsdreieck bzw. Ein-
heitsquadrat mit einer affin-linearen Transformation abgebildet. Daduch brauchen nur
noch fiir die Einheitsdreiecke bzw. Einheitsquadrate Basispolynome gesucht werden, um
ein Interpolationspolynom zu bestimmen. Bei der Wahl der Interpolationsknoten ist je-
doch das Einheitsquadrat problematischer als das Einheitsdreieck.

Die numerische Integration im Zweidimensionalen basiert wie im eindimensionalen Fall
auch héufig auf der Interpolation, weil wir dann nur das Interpolationspolynom integrie-
ren miissen. Wir iibernehmen dabei die oben angesprochenen drei Mdoglichkeiten fiir ein
Interpolationspolynom, also die Lagrangesche Polynominterpolation sowie die Interpola-
tion mit Dreiecken und Vierecken.

In dieser Arbeit wurde aus Zeitgriinden die Fehlerdarstellung und Fehlerabschatzung fiir
die Polynominterpolation und numerische Integration nicht behandelt. Aulerdem wird
nicht auf die Konvergenz und die Konsistenz eingegangen.



1 Vorwort

Diese Arbeit orientiert sich bei dem Thema der Peano-Kerne besonders an dem Buch
von Plato [8] und bei der Interpolation und numerischen Integration an dem Buch von
Quarteroni [10]. Das Interpolationsrestglied nach Kowalewski sowie Themen aus dem
Zweidimensionalen auf Normalgebieten orientieren sich an dem Buch von Hammerlin [6].



2 Fehlerabschatzungen und der Peano-Kern

In diesem Kapitel wollen wir eine Fehlerdarstellung im Eindimensionalen herleiten, die
nicht nur fiir ein spezielles Problem Verwendung findet, sondern auf mehrere Problemstel-
lungen angewendet werden kann. Dafiir werden wir zu Beginn zwei Notationen einfiihren.

2.1 Grundlegende Notationen

Notation 2.1.
Wir werden im spéteren Verlauf die positiv abgeschnittene Potenz

(x —t)™ firax>t
—t)" = 2.1.1
(e =1)7 {0 firz <t ( )

fiir ,t € R haufig benétigen. Hier sei bemerkt, dass die Funktion (z,y) — (x —1t)7 stetig
und integrierbar ist, denn dies ist Voraussetzung fiir spétere Beweisfithrungen.

Notation 2.2.

Der Raum C™[a, b] mit m € N bezeichne den Raum der m-mal stetigen differenzierbaren
Funktionen auf dem Intervall [a,b] C R. Wenn m = —1 ist, also C™![a, b], wird dieser als
Raum der stiickweise stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b] C R bezeichnet.

2.2 Motivation der Peano-Kerne

Im Folgenden wird die Fehlerdarstellung von Peano motiviert. Dies geschieht mit dem

Beispiel 2.1 (Quadratur: Trapezregel).
Zur naherungsweisen Berechnung des Integrals f_ll f(z)dzx betrachten wir die Trapezregel
auf dem Intervall [—1,1] C R,

Qf) = f(=1) + f(1) (2.2.1)



2 Fehlerabschéitzungen und der Peano-Kern

fiir eine gegebene Funktion f: [—1,1] C R — R, die zweimal stetig differenzierbar sein soll.
Der Fehler der Trapezregel ldasst sich dann schreiben als

1
R() = [ fapds = (F(-1)+ 7(1). (222)
-1
Fiir den Fehler lasst sich ein € € [—1, 1] in Abhéngigkeit von f finden, so dass

Rf=-27"(6) 223)

gilt. Diese Behauptung wird spéter mit Hilfe des Satzes von Peano bewiesen (siche Ab-
schnitt 2.2).

Bei diesem Beispiel wurden beliebige Funktionen betrachtet, die aus dem Raum C?[—1, 1]
stammen. Dies lésst sich nun auch noch allgemeiner fassen, indem wir fiir unsere Problem-
stellung das Funktional (2.3.1), das in dem néichsten Abschnitt definiert wird, verwenden.

2.3 Peano-Kerne

Die Peano-Kerne bieten uns eine Moglichkeit, fiir ganz unterschiedliche Verfahren sowie
Problemstellungen aus der Numerik Fehlerdarstellungen einheitlich herzuleiten. Als Pro-
blemstellung kann zum Beispiel die Interpolation, Intergration oder die Differenziation
gemeint sein. Bei den sonst aus der Numerik iiblichen Fehlerdarstellungen betrachten wir
unseren Fehler meist als Fehlerfunktion. Dies wollen wir nun dahingehend &ndern, dass
wir unsere sonstige Fehlerfunktion durch ein Funktional R : C™'[a,b] — R

n b
RE =S onf(on) + ﬁ/ f(x)dz (2.3.1)
k=0 a
ersetzten. Hierbei seien xy, ..., z, € |a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen und oy, 5 €

R gegebene Gewichte fiir das zu betrachtende Problem auf dem Intervall [a,b] C R.
Auflerdem existiere eine Zahl r € N, so dass das Funktional R fiir alle Polynome vom
Grad kleiner oder gleich r verschwindet. Von nun an sollen alle Funktionale, die wir in
diesem Kapitel betrachten, diese lineare Darstellung besitzen.

Definition 2.1 (Peano-Kern).
Sei R ein Funktional wie in (2.3.1) gegeben. Der Peano-Kern ist durch

Kon(t) = %Rx (2 — 1)) (2.3.2)



2.3 Peano-Kerne

fiir eine natiirliche Zahl m und rationale Zahlen x und ¢ definiert. Hierbei bedeutet R,
dass das Argument von R als Funktion in x aufgefasst wird.

Als Vorbereitung fiir den Beweis des Satzes von Peano wird nun folgendes Lemma ange-
geben.

Lemma 2.1.
Seien ein Funktional R wie in (2.3.1) und eine Funktion f € C™"[a,b] gegeben. Dann
gilt die Identitét

b
Rx(% / S () — 1)) / SR, (2 — £, (2.3.3)

Beweis. Da der Term —, aus dem Funktional wegen der Linearitéit herausgezogen werden
kann, wird die Gleichheit ohne diesen Term gezeigt. Da f nach Definition stetig und
(z,y) — (z — )7 auch stetig ist, sind alle folgenden Integrale wohldefiniert. Es gilt

Hier lassen sich in der zweiten Zeile die Integrale nach dem Satz von Fubini vertauschen,
da beide Intervalle kompakt und die Funktionen stetig sind.
q.e.d.

Nach dieser Vorbereitung kommen wir nun zum
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Satz 2.1 (Satz von Peano).

Seien eine natiirliche Zahl r und ein lineares Funktional R : C™'[a,b] — R wie in (2.3.1)
gegeben, welches fiir alle Polynome p mit Grad kleiner oder gleich r verschwindet.

Dann gilt fiir jedes f € C™"[a,b] mit m € Nund 0 < m <r,

Rf = / ’ FED (YK, () dt. (2.3.5)

Beweis. Wir entwickeln als erstes die Funktion f nach dem Satz von Taylor im linken
Randpunkt a bis zum m-ten Glied. Das Restglied stellen wir in Integralform dar. Fiir
jedes z € [a, b] gilt

m o L6) (g v
flz) = Z / z'( )(x —a)+ %/@ f(m“)(t)(:c — t)™dt. (2.3.6)
Wir setzen :
" f@(a
pm(x) = ; Zf )(x —q) (2.3.7)
und
() = % /I FED) (@ — )™t (2.3.8)

Weil das Funktional R fiir alle Polynome mit dem Grad kleiner gleich r verschwindet und
Pm €in Polynom vom Grad m ist, ist Rp,, = 0.
Das Restglied der Taylorentwicklung ldsst sich wie folgt umformen

% /x FrED(#) (z — t)mdt

= %/a Fr () (@ 1) dt‘*‘ﬁ/f Fr() (z — 1)} dt (2.3.9)
=0 auf [x,b]
1

- L[ reoe - oza

m! J,

Folglich und weil R und das Integral linear sind, gilt

Rf = R(pm + 7nm)
= Rpm + Rrm

) (2.3.10)
- R (% / FOE () ( — t)Tdt) |

10



2.3 Peano-Kerne

Nun gilt weiter nach dem vorherigen Lemma 2.1

R (o [0 —ra) = o [0 - o .

— / ’ FTD K, (t)dt.

Es lasst sich folgendes Korollar aus dem Satz von Peano ziehen.

Korollar 2.1.

Zusiitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 2.1 (Satz von Peano) sei R(z"™!) # 0
erfiillt und auflerdem wechsele der Peano-Kern K, sein Vorzeichen nicht. Dann gilt die
Darstellung

R($r+1)
(r+1)!

mit einer geeigneten Zwischenstelle ¢ € [a, b] abhéingig von dem gegebenen f.

Rf = FUrIE) (2.3.12)

Beweis. Hier wird der Fall m = r betrachtet. f ist nach Definition stetig. Der Peano-
Kern K, ist integrierbar und dndert sein Vorzeichen nicht. Eine einfache Anwendung des
Mittelwertsatzes der Integralrechnung auf

Rf = /b FUTD) K, (t)dt (2.3.13)

liefert dann

Rf = ( /a ’ Kr(t)dt) (e (2.3.14)

mit einem passendem & € [a, b]. Wir wenden diese Identitéit auf das Monom z +— 2™ an

und erhalten so

(2.3.15)

e[ o)
|

( / K (i

(r+ 1)L

11
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Dies liefert mittels einfacher Umstellung

( r+1)
/ K, ( R (2.3.16)

q.e.d.

2.4 Anwendung der Peano-Kerne

Beispiel 2.2 (Fortsetzung der Fehlerabschitzung der Trapezregel).

Wir betrachten wieder das Fehlerfunktional (2.2.2). Es ist bekannt, dass die Trapezregel
exakt ist fiir Polynome vom Grad 1, nicht aber fiir Polynome vom Grad 2. Daher ist bei
der Anwendung vom Satz 2.1 (Satz von Peano) r = 1 zu wihlen. Damit kénnen wir nun
den Peano-Kern fiir m = 1 bestimmen,

Ki(t) = Ra (= 1))

T
1

(37 —t)pdr — (1 —t), — (=1 —1)+

1
a:’—t+d:c+/ (x—t)pde+t—1-0
t

:/ (x—t)dr+t—1 (2.4.1)
t

1
:{iﬁ—m} +t—1

1 1
=-—t—=t*+t3+t-1

5 5 +t7 4+

1
= (-

-1,

Folglich &ndert der Peano-Kern auf [—1, 1] sein Vorzeichen nicht. Desweiteren betrachten
wir den Term R, (z" ) fiir r = 1. Es gilt

- Bxﬂ 11 7 (2.4.2)

12



2.4 Anwendung der Peano-Kerne

Dieser ist ungleich Null, und somit lésst sich das Korollar 2.1 anwenden. Durch Einsetzen
bekommen wir mit einem passendem & € [—1, 1]

3 ”(5) (2.4.3)

2.4.1 Interpolationsrestglied nach Kowalewski

In diesem Abschnitt wollen wir den Satz von Peano auf das Lagrangesche Interpolations-
polynom anwenden, um den Interpolationsfehler darzustellen.

Seien [a,b] C R das Intervall und f € C™"'[a,b] unsere Funktion fiir unser Interpo-
lationsproblem. Wir betrachten dafiir dann n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen
zg,...,ZT, € [a,b] und fiir den Fehler einen beliebigen, aber festen Wert = € [a, b]. Wir
kénnen dann das Fehlerfunktional

n

Rf = f(x) =Y fxx)Lil) (2.4.4)

k=0

mit den Lagrangeschen Basispolynomen Lj angeben. Dieses verschwindet fiir Polynome
vom Grad kleiner oder gleich n, da n+ 1 Stiitzstellen vorliegen. Der Peano-Kern lésst sich
fiir dieses Funktional und m < n dann schreiben als

k=0
= <Z L) | (@ —t)7 =) (wx — )7 Li(x) (2.4.5)
k=0 k=0
=0
=) _(@=07 = (zx = 1)) La(2).
k=0
Desweiteren gilt fiir eine beliebige Stiitzstelle x; mit £k =0,1,...,n

13
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/b x— )7 — (v — )7] FV(2)dt
-/

b b
x — )" () dt — / (2 — )T (1)t

~ [(w= g [ - o g

. . (2.4.6)
_ / (2 — 1) F0D) (1) — / (25 — £ £ (1)t
- [ g
= [ty = =y 0= [ =
Dies in Verbindung mit dem Satz von Peano fiihrt uns zu
m'/ K () fm D () dt
- / FO() S [ — 17— (o — 1)) L) (2.47)
a k=0
+)  Li(x) / I(xk — )" D (1) dt.
k=0 Tk
Betrachten wir nun die Gleichheit
D (@ =) = (s —t)™) Li()
F=0 . (2.4.8)
=(z—t)" =) (zx — )" Li(2).

k=0

Dann ist > ;_,(zx — t)"Li(x) fiir m < n das Interpolationspolynom fiir (z — ¢)™ und
somit sind beide Seiten der Gleichung 2.4.8 null. Damit l&sst sich der letzte Term von
2.4.6 iiberfiihren in

m‘ / K m+1 )d

(2.4.9)
= ﬁ Zﬁk(x) / (= 1) f D (B)dt.
" k=0 Tk

14



2.4 Anwendung der Peano-Kerne

Wir sehen, dass wir den Fehler fiir die Interpolation etwas vereinfacht mit Hilfe des Satzes
von Peano darstellen konnen.

Bemerkung 2.1.
Der Satz von Peano gilt auch fiir allgemeinere Funktionale der Form

S ng

b
Rf=> Y ounfD(wu) + 8 / flx)dx (2.4.10)

=0 k=0

mit f € C™[a, b]. Dafiir muss man sich iiberlegen, warum das Lemma 2.1 auch fiir solche
Funktionale seine Giiltigkeit behélt. Dies sei jedoch nur am Rande bemerkt und wird hier
nicht weiter vertieft.

15
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3 Zweidimensionale Polynominterpolation

Zur numerischen Integration im Eindimensionalen wird héufig die Interpolation verwen-
det, da mittels dieser die Integration sehr einfach ist. Dies ist im Zwei- oder Mehrdimen-
sionalen nicht anders und somit wird nun der numerischen Integration die Interpolation
vorangestellt. Wir werden wegen der Kiirze der Arbeit nur den zweidimensionalen Fall be-
trachten. Jedoch ist fiir die Erweiterung auf beliebige Dimensionen der zweidimensionale
Fall von besonderer Bedeutung, da es sich damit relativ leicht zu mehreren Dimensionen
iibergehen lésst.

Wir bekommen nun anstatt des Interpolationsintervalls [a,b] C R im Eindimensionalen
ein Gebiet Q C R?, auf dem eine gegebene Funktion f : Q — R interpoliert werden soll. In
diesem Abschnitt bezeichne f immer unser zu interpolierendes Polynom und Q C R? un-
ser Interpolationsgebiet. Hier werden zwei Félle von verschiedenen Interpolationsgebieten
betrachtet: Einmal werden wir uns den einfachen Fall anschauen, wo unser Interpolati-
onsgebiet ) ein Normalgebiet in beiden Richtungen ist. Wenn kein Normalgebiet vorliegt
oder wenn die Interpolationsknoten nicht gleichférmig auf einem kartesischem Gitter ver-
teilt sind, ist das Interpolationsproblem meist schwierig zu l6sen. Aus diesem Grund wird
hier die stiickweise Polynominterpolation mittels Dreiecken auf einem Polygon betrachtet.
Wir geben zuerst noch die Definition fiir den Grad eines Interpolationspolynoms an.

3.1 Interpolation auf Normalgebieten

Zunéchst einige Definitionen.

Definition 3.1 (Normalgebiet).

Ein Gebiet 2 heifit Normalgebiet beziiglich der x-Achse, wenn die z-Koordinate feste
Grenzen besitzt, die nicht von den anderen Koordinaten abhéngig sind. Ein Gebiet 2
heifit Normalgebiet, wenn es beziiglich aller Achsen ein Normalgebiet ist.

Definition 3.2.
Der Raum P, ,, bezeichne den Polynomraum mit den rdumlichen Variablen z und y,
wobei der Grad von x hochstens n und der Grad von y hiéchstens m sein soll.

17



3 Zweidimensionale Polynominterpolation

Wir betrachten den Fall, in dem das Interpolationsgebiet Q = [a, b] X [¢, d] mit a, b, ¢, d € R,
also das kartesische Produkt zweier Intervalle ist. Dann kénnen wir das Gebiet durch das
Gitter a = 29 < -+ < x, =bundc =y < -+ < Y = d mit (n + 1)(m + 1)
Gitterpunkten diskretisieren. Damit kénnen wir unsere Interpolationsaufgabe fiir diesen
Abschnitt angeben.

Definition 3.3 (Interpolationsaufgabe).
Zu vorgegebenen Werten f(z;,y;) an den Stiitzstellen wird ein Polynom p € P, ,, gesucht,
so dass die Interpolationsforderungen

p(%,%‘) = f(ai, yj) (3.1.1)

fir alle i € {0,...,n} und alle j € {0,...,m} erfiillt sind.

3.1.1 Existenz

Fiir die zweidimensionale Interpolation auf einem Normalgebiet lisst sich analog zum
Eindimensionalen mit den Lagrangeschen Basispolynomen ein Interpolationspolynom an-
geben. Das Interpolationpolynom lautet

p(z,y) = ‘ > Flany) i) Li(y). (3.1.2)

Hierbei seien die £; € P,, und L; € P, die eindimensionalen Lagrangeschen Basispoly-
nome. Es gilt dabei, dass

Li(zr)Li(y) = 0, (3.1.3)

und somit liefert das Interpolationspolynom fiir einen Punkt (x;,y;) genau den Wert
f(x;,y;). Somit ist dies eine Losung unserer Interpolationsaufgabe 3.3. Hier sei jedoch
bemerkt, dass die Nachteile der eindimensionalen Lagrange-Interpolation auch im Zwei-
dimensionalen vorhanden sind. Auf den Stiitzstellen werden zwar exakte Werte geliefert,
aber auf anderen Punkten konnen sehr starke Abweichungen entstehen.

3.1.2 Eindeutigkeit

Die Eindeutigkeit eines Interpolationspolynoms auf einem Normalgebiet wird mit dem
folgendem Satz angegeben.

18



3.1 Interpolation auf Normalgebieten

Satz 3.1.
Zu einer wie in 3.3 gegebenen Interpolationsaufgabe existiert genau ein Polynom p € P, ,,
welches alle Interpolationsforderungen erfiillt.

Beweis. Da die Existenz eines solchen Polynoms schon nach Abschnitt 3.1.1 geklirt ist,
muss nun noch die Eindeutigkeit bewiesen werden. Diese folgt indirekt aus der Eindeu-
tigkeit eines Interpolationspolynoms in einer Dimension. Sei also nun

p(z,y) = Z Z ai;z'y’ (3.1.4)

i=0 j=0

ein gegebenes Interpolationspolynom. Dann interpoliert das eindimensionale Interpolati-
onspolynom

a(y) =Y (Z O‘z’jﬁe) ¥ =) By (3.1.5)
=0

j=0 \i=0

fur jedes feste x;, mit k € {0,...,n} bezliglich y die Werte f(z,y;),0 < j < m. Die
Koeffizienten fy; sind also eindeutig bestimmt. Nun miissen noch die (m + 1) Gleichungs-
systeme

i=0

fir alle j € {0,...,m} gelost werden. Diese Gleichungssysteme lassen sich in Matrixform
schreiben als

1 o xy aj B

1 9 zh :

. ’ | . (3.1.7)

1 z, ... oy nj Br;j

Die linke Matrix ist eine Vandermonde-Matrix, da die Stiitzstellen xg, ..., z, paarweise

verschieden sind, und hat somit eine Determinante, die ungleich Null ist. Folglich lassen
sich auch diese Gleichungssysteme eindeutig 16sen. Da nun alle Koeffizienten eindeutig
bestimmt sind, ist das Interpolationspolynom durch diese eindeutig.

q.e.d.

19



3 Zweidimensionale Polynominterpolation

3.2 Stiickweise polynomiale Interpolation mittels
Dreiecken

Da eine Interpolationaufgabe im Zwei- oder Mehrdimensionalen Gebiete von komplexer
Struktur beinhalten kann, werden wir nun die stiickweise Polynominterpolation mittels
Dreiecken betrachten. Durch die groflere Flexibilitét ist es leichter, ein Interpolationspo-
lynom zu finden. In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass das Interpolationsgebiet €2 ein
offenes Polygon im R? ist.

Definition 3.4 (Triangulation).

Wenn 2 ein offenes Polygon im R? ist, kann © in K € N nichtiiberlappende abgeschlos-
sene Dreiecke T zerlegt werden. Auflerdem wird angenommen, dass die maximale Léinge
der Dreieckskanten kleiner als eine positive Zahl h € R ist. Eine solche Zerlegung heift
Triangulation 7, wenn jedes Paar nicht disjunkter Dreiecke eine Ecke oder eine Kante
gemeinsam hat.

Fiir eine Triangulation gilt
Ur=a (3.2.1)

Um nun die Interpolationsaufgabe in diesem Abschnitt anzugeben, miissen noch folgende
Definitionen vorangestellt werden.

Definition 3.5.
Durch Pi(€2) wird fiir & > 0 der Raum der algebraischen Polynome vom Grade < k in
den rdumlichen Variablen z,y bezeichnet, also

k
Pr(2) := < plx,y) = Z iy’ 1y €Q, i ER B (3.2.2)

i,j=0
i+j<k

Lemma 3.1.
Fiir die Dimension von P (€2) gilt

dy = dimPy(Q) = . F 1)2(k *2) (3.2.3)

20



3.2 Stiickweise polynomiale Interpolation mittels Dreiecken

Beweis. Wir verwenden fiir den Beweis die vollstdndige Induktion nach k. Wenn k£ = 0
ist, gilt dy = 1, da 1 unser einziges Basiselement ist. Wir nehmen nun an, dass die
Behauptung fiir & erfiillt ist und zeigen sie fiir £ + 1. Fiir ¢ + 5 < k gibt es also eréﬂ
Méglichkeiten der z'y?, so dass sie nicht linear abhingig sind. Also fehlen uns noch die

k 4 2 Kombinationen fiir ¢ + 7 = k + 1. Dies ergibt

(k+1)(k+2) (2k+4) Kk +5k+6 (k+2)(k+3)
+ = =
2 2 2 2
und fithrt uns zur Behauptung. q.e.d.

Definition 3.6.
Fiir £ > 0 bezeichne Pg(£2) den Raum der stiickweisen Polynome vom Grade < k, so dass
fiir jedes p € Pg(Q2) die Einschrankung p|r in Py (7T) fiir jedes T' € 7, liegt, d.h.

Pi() :={pePi() | plrePe(T)firalleT €7, }. (3.2.5)
Wir fassen Z als die Menge der stiickweisen Interpolationsknoten z; = (z;,v;) € 7y
fir + = 1,..., N auf. Die Polynominterpolation wird, wie zu Beginn erwahnt, in diesen

Abschnitt stiickweise erfolgen.

Definition 3.7 (Interpolationsaufgabe).
Es ist ein Polynom p € Pg(£2) gesucht, so dass

p(zi) = f(z) (3.2.6)

fiir jedes z; € Z erfiillt ist.

Von wichtiger Bedeutung ist die affin-lineare Transformation Fp(#) = Brd + by, gegeben

durch
By = (“2 B "”31) by = (9“) : (3.2.7)
Yo—U Ys— U1 Y1
wobei (x1,91)", (z2,2)" und (x3,y3)" Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks T € 7}, sein
sollen. Wenn wir nun ein Interpolationspolynom fiir ein Dreieck mit den Eckpunkten

(0,0), (1,0)" und (0,1) " konstruiert haben, kénnen wir es mit der Transformation Fr(z)
auf die eigentlichen Eckpunkte abbilden. Die Umkehrfunktion £ existiert immer, da die

21



3 Zweidimensionale Polynominterpolation

Matrix Br wegen der paarweise verschiedenen Stiitzstellen invertierbar ist. Wenn wir Fr
als die transponierte Funktion von Fr auffassen, also

Fr=(Fr)", (3.2.8)
konnen wir die Transformation auch auf Zeilenvektoren anwenden, was uns die Notationen
im weiteren Verlauf der Arbeit erleichtert. Die Transformation Fr wird in der Abbildung

3.1 veranschaulicht.

(73,y3)

<

—_

(w2,y2)
(z1,91)

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Transformation Frp.

Der Einfachheit halber brauchen wir also nur noch Dreiecke mit den Eckpunkten (0,0),
(1,0) und (0,1) betrachten. Wir sind interessiert, lokale Basisfunktionen zu finden, die
auf jedem Dreieck vollstdndig ohne zusétzliche Informationen benachbarter Dreiecke be-
schrieben werden konnen.

Eine einfache Basis fiir Pg(§2) besteht aus den Lagrangeschen charakteristischen Polyno-
men [; = [;(x,y) mit den Bedingungen

(i) li(z5) = 6
(i) I; € Pe(Q)

Dabei sei 0;; das Kroneckersymbol. Die [; sind jeweils auf einem Dreieck 7" durch ein li-
neares Gleichungssystem mit dimPy(7") Unbekannten und durch N Bedingungen gegeben.
Diese Gleichungssysteme sind bei einer passenden Wahl der z; eindeutig losbar.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die z; giinstig gew#hlt wurden. Sie sollen das lineare
Gleichungssystem eindeutig losen und es soll fiir jedes Dreieck T genau dimPy(7") Inter-
polationsknoten geben. Knoten, die zu einer linearen Abhéngigkeit im Gleichungssystem
fithren wiirden, giben uns keine ,,neuen Informationen“ iiber unser Dreieck und wéren so-
mit zwecklos. Wenn unser Gleichungsystem nicht eindeutig losbar ist, existiert entweder
kein Polynom, das unseren Bedigungen (3.2.9) geniigt, oder es existieren mehrere Polyno-
me, wodurch unser Interpolationspolynom nicht eindeutig wére. Somit ist eine giinstige
Wahl gerechtfertigt. Eine ungiinstige Wahl der Interpolationsknoten ist in Abbildung 3.2
angegeben.

fiiri,5=1,...,N. (3.2.9)
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3.2 Stiickweise polynomiale Interpolation mittels Dreiecken

Abbildung 3.2: Eine nicht zulédssige Wahl der Interpolationsknoten.

Wenn zum Beispiel k£ = 0 gilt, konnen die Interpolationsknoten als Schwerpunkte der Drei-
ecke gewahlt werden, und im Fall £ = 1 kénnten die Eckpunkte der Dreiecke verwendet
werden. Es sei bemerkt, dass es auch noch andere Moglichkeiten der Wahl der Interpola-
tionsknoten gibt. Zum Beispiel kénnten die Mittelpunkte der Dreieckskanten verwendet
werden, was jedoch zu einer unstetigen stiickweise polynomialen Interpolation iiber €2
fithren kann. In Abbildung 3.3 werden fiir £ = 0,1 und 2 die lokalen Interpolationsknoten
auf dem Einheitsdreieck dargestellt.

Abbildung 3.3: Moglichkeiten der Interpolationsknoten fiir £ = 0,1 und 2 von links nach
rechts.

Auch konnte eine andere Basis fiir Py (£2) verwendet werden, aber wir wollen im Folgenden
die I; als Basis beibehalten.

3.2.1 Existenz

Fiir die Existenz eines solchen stiickweise interpolierenden Polynoms geben wir folgende
Definition fiir ein deratiges Polynom an.

Definition 3.8 (Lagrangesche stiickweise interpolierende Polynom).
Fiir k > 0 ist das Lagrangesche stiickweise interpolierende Polynom II¥ f € P¢(€2) von f
durch

N

i f(w,y) = > fz)li(z,y) (3.2.10)

i=1

definiert.
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3 Zweidimensionale Polynominterpolation

Beachte, dass I1Y f eine stiickweise konstante Funktion ist, wogegen IT} f eine lineare Funk-
tion auf jedem Dreieck darstellt, die in den Ecken stetig und damit auch global stetig ist.
Fiir jedes T' € 7}, bezeichnen wir durch I1%f die Einschriinkung des stiickweise interpo-
lierenden Polynoms von f auf dem Element 7. Nach Definition ist II%f € Pp(T). Wir
bezeichnen mit z7 fiir m = 0,...,dimP(T) — 1 die stiickweisen Interpolationsknoten
auf T und mit [ die Einschriinkung des Lagrangeschen charakteristischen Polynoms auf
T. Die Zuordnung in (3.2.10) mit z; ist zugeordnet [; soll hier beibehalten werden. D.h.
wenn der ,lokale® Interpolationsknoten z. dem ,globalen Knoten z; entspricht, soll [;
eingeschriinkt auf 7' genau (2 entsprechen.

Mit diesen Notationen konnen wir das stiickweise interpolierende Polynom auf einem
einzigen Dreieck T" angeben

dj—1

M f(a,y) = Y FEDIL (@, y). (3.2.11)

m=0

Fahren wir mit dieser Notation fort, haben wir IJ (z) = l; o Fr(z), wobei I; = I;()
fiir j = 0,...,dy — 1 die j-te Lagrangesche Basisfunktion fiir P(7) ist, die auf dem
Referenzelement 7 erzeugt wurde. Es sei bemerkt, dass, wenn k = 0 ist, dy = 1 gilt, d.h.
es existiert nur ein lokaler Interpolationsknoten. Wenn k = 1 ist, gilt d; = 3, es existieren
also drei lokale Interpolationsknoten.

Die Eindeutigkeit des stiickweise interpolierenden Polynoms bei unserer Basiswahl hangt
direkt von dem Gleichungsystem, gegeben durch die Bedingungen (3.2.9), ab.

3.3 Stiickweise polynomiale Interpolation mittels
Vierecken

In dieser Arbeit wollen wir nicht ausser Acht lassen, dass die Dreiecke nicht die einzige
Moglichkeit bieten, das Interpolationsgebiet ) stiickweise zu betrachten. Wir wollen also
in diesem Abschnitt noch die Polynominterpolation mit Vierecken ansprechen.

Als Einstieg betrachen wir die schon hergeleitete Transformation Fr, gegeben in (3.2.8),
fiir Dreiecke. Wenn wir nun nicht von einem Einheitsdreieck ausgehen, sondern ein Qua-
drat der Kantenlénge eins verwenden, konnen wir die Transformation Fy fiir ein gegebenes
Viereck V' auf den Punkt (1, 1) anwenden. Da nun V' unser Viereck bezeichnen soll, gehen
wir von den gegebenen Punkten (z1,v1), (z2,92), (23, y3) und (z4,y4) aus, verwenden aber
dennoch die ersten drei Punkte um die Transformation zu definieren. Dies liefert uns
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3.3 Stiickweise polynomiale Interpolation mittels Vierecken

Fv(1,1) = Fy G) = (522 S ml) G) + ("“)
2= U1 Ys— U Y1 (3.3.1)

[ X3 + T2 — X1 [ T4

B (ys + 1o —y1> - (y4) '
Der vierte Punkt wird also durch die anderen drei konstruiert und entspricht der Er-
gianzung der ersten drei Punkte zu einem Parallelogramm. Wenn wir nun also den vierten
Punkt wie oben wéhlen, konnen wir unsere affin-lineare Transformation aus dem vorhe-
rigen Abschnitt ibernehmen.
Nun wird analog zur Methode mit den Dreiecken verfahren. Wir gehen davon aus, dass
unser Interpolationsgebiet §2 in K € N nichtiiberlappende Paralellogramme zerlegt ist,
wobei die Kantenldngen kleiner oder gleich einer positiven Konstanten h € R sind. Diese
Zerlegung wollen wir in diesem Abschnitt mit V), bezeichnen. Wir benétigen jedoch andere
Polynomraume, um passende Polynome fiir unsere Vierecke zu finden. Somit werden im
Folgenden zwei Polynomraume und Eigenschaften dieser angegeben.

Definition 3.9.
Durch Q(2) wird fiir £ > 0 der Raum der Polynome vom Héchstgrad & in den Variablen
x und y bezeichnet, also

Qk(2) == {p(x,y) = Z aijxiyj,x,y € Q} ) (3.3.2)

i,j=0,i<k,j <k
Die Dimension des Raumes Qy () betrigt (k + 1)2.

Lemma 3.2.
Fiir die Polynomréaume gilt fiir £ > 0

Pr, C Qi C Py (3.3.3)

Lemma 3.3.
Fiir ein Polynom p € Q(Q) lassen sich Polynome p, q € P;, finden, so dass

p(x,y) = p(z) * q(y) (3.3.4)

gilt.
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3 Zweidimensionale Polynominterpolation

Definition 3.10.
Fiir £ > 0 bezeichne Qf(2) den Raum der stiickweisen Polynome vom Grade < k, so dass
fir jedes p € Q%(Q?) die Einschrankung ply in Qk (V) fiir jedes V' € V), liegt, d.h.

Qi) :={pe () | plveV)furalleVey,}. (3.3.5)

Wir suchen analog ein Interpolynom p € Qf, so dass das Polynom an den Stiitzstellen
den Wert der zu interpoliereden Funktion f liefert. Fiir £ > 0 konnen wir das stiickweise
interpolierende Polynom II}* f € Q%(Q) von f durch

I f(z,y) = Z f)li(z,y) (3.3.6)

angeben, wobei diesmal die Lagrangeschen charakteristischen Polynome [; nicht aus P
stammen, sondern aus dem Polynomraum @f, kommen. Die z; seien die Interpolationskno-
ten. Bei der Verwendung von Parallelogrammen, ist es im Vergleich zu den Dreiecken et-
was schwieriger, passende lokale Interpolationsknoten auf dem Einheitsquadrat zu finden.
In Abbildung 3.4 sind zwei zuléssige Moglichkeiten der Interpolationsknoten angegeben.
Links wird der Mittelpunkt des Quadrates und rechts werden die Eckpunkte verwendet.
Jedoch lésst sich fiir die Wahl der Interpolationsknoten wie in Abbildung 3.5, also die

Abbildung 3.4: Mdglichkeiten der Interpolationsknoten beim Einheitsquadrat.

Seitenmittelpunkte, kein Lagrangesches charakteristisches Interpolationspoynom finden.
Wenn man das lineare Gleichungssystem Az = b fiir ein Lagrangesches charakteristisches

Abbildung 3.5: Diese Wahl der lokalen Interpolationsknoten besitzt keine Losung fiir die
Lagrangeschen charakteristischen Polynome.

Polynom aufstellt, ist die Determinante von A singuldr und es lasst sich kein passendes

26



3.3 Stiickweise polynomiale Interpolation mittels Vierecken

x finden, da b nicht im Bild von A liegt. Wenn man ein Basispolynom sucht, so dass
b= (1,0,0,1)" gilt, liegt b im Bild von A und es lassen sich unendlich viele Polynome
finden, die die Bedingungen erfiillen. In diesem Fall wére also das Basispolynom nicht ein-
deutig losbar. Bei den Parallelogrammen muss also noch stéirker darauf geachtet werden,
welche Interpolationsknoten verwendet werden.

Da wir nun die Polynominterpolation besprochen haben, konnen wir diese fiir die im
néchsten Kapitel betrachtete numerische Integration verwenden.
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4 Zweidimensionale numerische Integration

Die mehrdimensionale Integration ist gegeniiber dem Eindimensionalen genau wie bei
der Interpolation deutlich schwieriger. Das Integrationsgebiet kann deutlich komplexere
Strukturen aufweisen und es kénnen nicht nur Punktsingularititen auftreten, sondern
auch Singularititen iiber Mannigfaltigkeiten. Wir wollen uns nun auch wieder nur mit
zwei Raumdimensionen beschéfftigen.

Sei das Intergrationsgebiet €2 ein beschriinktes Gebiet im R? mit einem hinreichend glatten
Rand. In diesem Abschnitt werden wir fiir eine stetige Funktion f iiber {2 das Problem
der Approximation des Integrals

I(f) = /Qf(x,y)dxdy (4.0.1)

betrachten. Diese Approximation soll durch eine gewichtete Summe von Funktionsaus-
wertungen stattfinden

Qf = Zaz’f(xi)- (4.0.2)

Bei der Integration im Eindimensionalen wird @) oft als Quadratur bezeichnet, im Zweidi-
mensionalen wird dies meist Kubatur genannt. Jedoch soll hier Quadratur fiir jede Raum-
dimension stehen. Fiir die Kubatur werden wir die im Kapitel 3 hergeleitete Polyno-
minterpolation verwenden. Genau wie dort werden wir uns zunéchst auf Normalgebiete
einschranken und danach die stiickweise Intergration mit Dreiecken anschauen. Zu Beginn
definieren wir den Grad einer Quadraturformel.

Definition 4.1.

Sei eine Quadraturformel @ fiir ein Integral I iiber {2 gegeben. Dann besitzt () den Grad
k beziiglich des Polynomraumes 3, falls sie exakt ist fiir alle Polynome p € B (€2) und es
mindestens ein Polynom vom Grad k + 1 gibt, so dass die Quadraturformel () nicht exakt
ist.
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4 Zweidimensionale numerische Integration

4.1 Integration auf Normalgebieten

Wir betrachten den Fall, wo das Interpolationsgebiet ein Normalgebiet ist, also 2 =
[a,b] x [c,d] gilt. Das Gebiet diskretisieren wir durch das Gitter a = z9 < -+ < x,, =
bund ¢ = yg < -+ < Y, = d mit (n + 1)(m + 1) Gitterpunkten. Ahnlich wie im
Eindimensionalen gehen wir von einer Interpolation iiber Q aus. Wenn wir nun f durch
das Interpolationspolynom wie bei der Gleichung (3.1.2) ersetzen, bekommen wir

d rb d pb M m
1= [ [ sty = [ ["S°3" fam)@) L widedy + RE (41)

i=0 j=0
wobei Rf dem Fehler entspricht.
Dies fiihrt uns mit einfacher Umstellung zu der Kubaturformel

n m b d
Qf =33 flaww) [ Liwds [ £y

i=0 j=0
d
/ L;(y)dy.

m n b

j=0 Li=0 a
Die Idee dahinter ist, dass zuerst in z-Richtung und danach in y-Richtung jeweils mit
einer Eindimensionalen Newton-Cotes-Quadratur eine Ndherung an das Integral bestimmt
wird. Zur Veranschaulichung betrachte nun

(4.1.2)

Beispiel 4.1.

Seien n = 2, m = 2 und durch h, := b’Ta, hy = % die Stiitzstellen in z- und y-Richtung
jeweils dquidistant gegeben. Benutzt man nun bei der Kubaturformel in beiden Richtungen
die Simspsons-Regel, dann entsteht die Vorschrift

hih

Qf = a;9 2[f (o, y0) + f(x2,90) + f (w0, y2) + f(22,92)

+4(f(wo,y1) + f(x1,90) + f(z2,91) + f(71,92)) + 16 f (21, 91)]
fiir eine gegeben Funktion f. Diese Kubaturformel besitzt den Grad 2 beziiglich Q.

(4.1.3)

4.2 Stiickweise Integration mittels Dreiecken

In diesem Abschnitt wird die stiickweise polynomiale Interpolation mit Dreiecken aus Ab-
schnitt 3.2 verwendet um die Integrationsaufgabe zu 16sen. Wir verwenden somit ebenso

30



4.2 Stiickweise Integration mittels Dreiecken

eine Triangulierung 7, um unser Integrationsgebiet €2, welches ein offenes Polygon im R?
sein soll, stiickweise zu betrachten. Desweiteren iibernehmen wir auch alle anderen No-
tationen aus dem genannten Abschnitt. Um die Integrationsaufgabe in diesem Abschnitt
exakt anzugeben dient die

Definition 4.2 (Integrationsaufgabe).
Das Integral soll ndhrungsweise durch die Summe von integrierten Interpolationspolyno-
men iiber Dreiecken mit einer zugrundeliegenden Triangulation approximiert werden.

Wir verwenden das in der Definition 3.8 angegebene Lagrangesche stiickweise interpolie-
rende Polynom und betrachten das zugehorige Integral. Der Ubergang zum Lokalen l4sst
sich zusammen mit der Additivitdt des Integrals wie folgt herleiten

i = [ TipGepdody = Z/Hf}fxydxdy— Sy

T€eT, TET;,

a1 a1 (4.2.1)
:ZZf / xyd:pdy—ZZaf
TeT), j=0 TET, j=0

Die Punkte Z:]T entsprechen wie im Abschnitt 3.2 den lokalen Interpolationsknoten und
die Koeffizienten a;‘-r € R werden lokale Gewichte genannt.

Wenn wir nun die affin-lineare Transformation F* (siehe 3.2.8) verwenden, die ein Dreieck
T auf das Dreieck 7' mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1) abbildet, kénnen wir die
lokalen Gewichte a;_p wie folgt bestimmen. Es gilt

of = /T 17 (2, y)drdy = /T Iy o Fy' (@, y)drdy

(4.2.2)
= 2|T| / 1;(2, §)didg.
T
Es soll |T| und |T fiir die Fliiche des Dreiecks T bzw. T stehen. Da die Transformation
Frt das Dreieck T auf das Dreieck 7 abbildet und somit die Integrationsfliche |T)| zu
IT| =1 ! wird, muss das Integral beim Ubergang zu 7| mit 2|7| multipliziert werden.
Gllt k = 0, so erhalten wir fiir o = |T|. Dagegen erhalten wir fiir k& = 1 die Gewichte
= |T'|/3 fiir j = 0,1,2. Wenn wir zum Beispiel die gleichen Punkte fiir die Dreiecke
nehmen wie bei der Interpolation (Abschnitt 3.2), erhalten wir die

Zusammengesetzte Mittelpunktformel
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4 Zweidimensionale numerische Integration

= 3 715" (4.23)

TeTy,

und die Zusammengesetzte Trapezformel

IE(f) = Z|T|Zf (4.2.4)

TETh j 1

Es sei dabei a” der Schwerpunkt von jedem Dreieck T € 75, und die a? seien fiir j = 1,2,3
die jeweiligen Eckpunkte. Diese Formeln sind vom Grad 1 beziiglich P¢. Wenn bei der
Formel (4.2.4) anstatt der Eckpunkte die Seitenmittelpunkte verwendet werden, bekom-
men wir einen Grad 2 beziilich P¢.

Es gibt noch weitere Methoden, um das Integral im Zweidimensionalen numerisch zu apro-
ximieren. Es kdnnen zum Beispiel Vierecke anstatt Dreiecke verwendet werden. Auflerdem
ist es moglich, wenn das Integrationsgebiet nur beziiglich einer Achse ein Normalgebiet
ist, eine Reduktionsformel anzuwenden und stiickweise das Integral zu berechnen. Des
Weiteren gibt es einen stochastischen Ansatz, die sogenannte Monte-Carlo-Methode, die
besonders fiir die Integration in hoheren Dimensionen gut geeignet ist.

4.3 Stiickweise Integration mittels Vierecken

In diesem Abschnitt verwenden wir die im Abschnitt 3.3 hergeleitete Polynominterpola-
tion auf Parallelogrammen. Dieser Abschnitt ist das Analogon mit Vierecken zum vorhe-
rigen Abschnitt und daher werden wir die Herleitungen und Argumente abkiirzen. Wir
kénnen unser Interpolationspolynom mit Vierecken wie folgt angeben

di—1 di—1
f=>Y> fG /lv voy)dedy = Y > a) f(Z] (4.3.1)
VeV, j=0 VeV, j=0

Dabei bezeichnen die Variablen, die mit einem V gekenzeichnet sind, jeweils die Ein-
schriankung auf das Viereck V' und dj, bezeichnet die Dimension des Polynoms. Die Punkte
ZJV entsprechen den lokalen Interpolationsknoten und die Koeffizienten oz}/ werden lokale
Gewichte genannt. Weitere Notationen lassen sich aus dem vorherigen Abschnitt und aus
dem Abschnitt 3.2 entnehmen.

Wir verwenden wieder die affin-lineare Transformation Fy,' (siehe 3.2.8) fiir ein gegebenes

Viereck V' und berechnen die lokalen Gewichte wie folgt
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4.3 Stiickweise Integration mittels Vierecken

(4.3.2)

Il
=
/—\
@>

)dmdy

Nun werden kurz drei Moglichkeiten fiir die Wahl der Interpolationsknoten auf dem Ein-
heitsquadrat angegeben, da sich die Verallgemeinerung mit den zuvor hergeleiteten Me-
thoden fast von selbst versteht. Die Mittelpunktregel verwendet als Interpolationskno-
ten nur den Mittelpunkt, also den Punkt (2, ;) und ist als Kubaturformel vom Grad 1
beziiglich Q. Die Rechteckregel verwendet die vier Eckpunkte des Vierecks und ist vom
Grad 1 beziiglich Q. Eine bessere Wahl bieten die Gaufi-Punkte. Dabei Werden die Punkte

(3 - ﬁg, :- 2\;) (3 + 2\1/5, :— 2\1/5), (3 - ﬁg,%—l— 2\[) und (5 + 2\[, s+ \[) verwendet
und diese Kubatur ist vom Grad 3 beziiglich Q. Diese Verschledenen Moghchkeiten der
Interpolationsknoten sind in Abbildung 4.1 schematisch dargestellt.

Abbildung 4.1: Darstellung der verwendeten Interpolationsknoten auf dem Einheitsqua-
drat fiir die Mittelpunktregel, Rechteckregel und die Gauf}-Quadratur von
links nach rechts.
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5 Fehlerdarstellung im Zweidimensionalen

In diesem Abschnitt wollen wir die allgemeine Fehlerdarstellung, die wir schon im Ab-
schnitt 2.3 mit dem Satz 2.1 (Satz von Peano) hergeleitet haben, auf zwei Raumdimen-
sionen erweitern. Dazu werden wir die Sard-Kerne betrachten, die im Wesentlichen eine
Erweiterung der Peano-Kerne sind.

5.1 Sard-Kerne

Wie auch bei den Peano-Kernen, werden wir erst die Sard-Kerne definieren und anschlie-
Bend den Satz von Sard angeben. Jedoch wire der Beweis des Satzes zu umfangreich fiir
diese Arbeit und deswegen wird er nur grob skizziert und auf die Erlauterung von FEn-
gels [4] verwiesen. Wir gehen nun auch wieder von einem gegebenen Fehlerfunktional R
aus, wobei diesmal aber das Fehlerfunktional Funktionen mit zwei Raumdimensionen als
Argumente hat. Wir wollen uns hier nur mit dem Fehler von zweidimensionaler Integration
beschiéftigen, der nun als

Rf=1If—Qf (5.1.1)

definiert ist, wobei I f fiir den exakten Wert des Integrals steht und @ f den Wert der
Kubaturformel entspricht. Jedoch kann der Satz von Sard mit kleinen Umstellungen auch
fiir andere Problemstellungen verwendet werden.

In diesem Abschnitt sei Q C R? ein hinreichend glatt berandetes beschrinktes Gebiet mit
(0,0) € Q und wir nehmen zur Vereinfachung an, dass fiir alle Punke (z,y) € Q > 0
und y > 0 gilt. Fiir den Satz benétigen wir die

Definition 5.1 (Sard-Kerne).
Sei k € N mit k£ > 0 gegeben, dann werden

K (u) o= R™Y[y"(x — u){ ],
Kg(’l}) = Rx,y[xu<y - U)ﬁ-_u]’ (512)
Ky, (u,v) == R"[(x —u)(y —v)4i], k=2v+1
Kowmr(u,0) == RO —a)f (y — ), k=2

fir 4 = 0,1,...v und (x,y) € Q als Sard-Kerne bezeichnet, wobei R™Y, wie bei den
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5 Fehlerdarstellung im Zweidimensionalen

Peano-Kernen, die Anwendung des Fehlerfunktionals beziiglich der Variablen z und y
bedeutet.

Desweiteren benotigen wir zwei Funktionen 7 und o, die im Folgenden definiert werden.

Definition 5.2. B
Fiir einen gegebenen Punkt (z,y) € 2 seien 7(y) > 0 und o(x) > 0 zwei Zahlen, fiir die

T(y) = =,

(7(y), y) € 0,
o(x) >y und
(x,0(x)) € 00

(5.1.3)

gilt. D.h. wir bekommen die maximale Fortsetzung von dem Punkt (z,y) jeweils nur in
der z- oder in der y-Richtung, so dass der Punkt die y- bzw. x-Koordinate behélt, aber
im Rand von ) liegt.

AuBlerdem bendétigen wir noch die Definition von ) *.

Definition 5.3.
Wir definieren

d =), firk=2w+1 (5.1.4)

und
=) firk=2v (5.1.5)

mit

Z’ai =ap+a1+ -+ a1+ —a,. (5.1.6)

Satz 5.1 (Satz von Sard).

Seien , wie zu Beginn dieses Abschnittes, und ein f € C**1(Q2) gegeben. Des Weiteren
seien ¢ und 7, wie in Definition 5.2, und @), eine Kubaturformel vom Grad k£ > 0, gegeben.
Dann kann das Fehlerfunktional Rf = I f — Q) f dargestellt werden als
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5.1 Sard-Kerne

v L T o
R.f = (M) [ Kt Rt 0+ [T RO o000

=
|

[ K, (u,v) frsti1(u,v) dudo, =2v+1
i JJ Ko e (5.1.7)

+ m{ éf KVvV*1<u7/U)fZ/+1,V(u7 U) du dv

+ ff Ky—l,y(uvv)fu,u+l(u7v) du dv}a k= 2v.
Q

Der Beweis dieses Satzes ldsst sich in dem Buch von Engels [4, S. 100 ff] in Abschnitt
3.2 finden. Dabei wird der Satz von Taylor in Integralschreibweise verwendet und des
Weiteren wird eine Induktion iiber k angewendet.
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5 Fehlerdarstellung im Zweidimensionalen
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