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1 Einleitung

Anhand eines Beispiels aus der Strémungslehre soll die Losbarkeit von gemischten Va-
riationsproblemen untersucht werden.

Unter linearen gemischten Problemen verstehen wir lineare Operatorgleichungen mit
Nebenbedingungen. Als Beispiel dient hier die sogenannte Stokes-Gleichung, die den
stationdren Fluss eines inkompressiblen Fluids durch Geschwindigkeit und Druck des
Fluids beschreibt. Mathematisch wird der stationére Fluss durch eine Operatorgleichung
beschrieben. Durch die Inkompressibilitdt erhélt man zusétzlich eine Nebenbedingung,
nédmlich die Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit.

Ziele der Analysis von Variationsproblemen sind es, Aussagen {iber Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung sowie Abschitzungen zur Stabilitdt dieser Losung zu treffen.
Eine wichtige Aussage im Fall von linearen Operatorgleichungen ist das 1954 von Lax
und Milgram formulierte Lemma. Es liefert allerdings fiir das Stokes-Problem nur eine
unbefriedigende Losung. Das Lemma lésst es nur zu, eine Aussage iiber eine Losung fiir
die Geschwindigkeit, allerdings keine iiber eine Losung fiir den Druck zu machen. For-
muliert man das Problem jedoch auf einem grofleren Losungsraum, um eine Losung zu
erhalten, so zeigt sich, dass das Lemma nicht mehr anwendbar ist. Da aber bekannt ist,
dass das Stokes-Problem eine eindeutige Losung fiir Geschwindigkeit und Druck besitzt,
ist es das Ziel, hinreichende und notwendige Bedingungen fiir den allgemeinen Fall zu
formulieren.

Zunéchst betrachten wir eine spezielle Form linearer gemischter Probleme. Hier zeigt
sich, dass die eindeutige Losung des Problems der Sattelpunkt des Lagrange- oder auch
Energie-Funktionals ist, weshalb in diesem Zusammenhang auch von Sattelpunktspro-
blemen gesprochen wird.

Lasst man die speziellen Annahmen bei Sattelpunktprobleme weg, gelangt man zu
den von Babuska 1969 und Brezzi 1974 formulierten inf-sup-Bedingungen. Auch Ladyz-
henskaja entwickelte diese. Daher werden sie auch als LBB-Bedingungen bezeichnet. Um
diese zu beweisen, werden wir zunéchst hinreichende und notwendige Bedingungen fiir
die Losbarkeit allgemeiner linearer Operatorgleichungen zeigen. Daraus werden dann die
inf-sup-Bedingungen von Babuska und Brezzi hergeleitet, welche sich auf eine spezielle
Form linearer gemischter Probleme beziehen. Darunter fillt auch das Stokes-Problem, so
dass wir damit die eindeutige Losbarkeit fiir Geschwindigkeit und Druck zeigen werden.

Als Abschluss mochten wir noch zwei mogliche Verallgemeinerungen des davor dis-
kutierten linearen gemischten Problems vorstellen. Diese Verallgemeinerungen sind vor
allem fiir die numerische Losung von besonderen Interesse.

An dieser Stelle mochten wir uns bei Dr. Etienne Emmrich fiir die grofie Unterstiitzung
bei der Erarbeitung linearer gemischter Probleme und die interessanten und netten Ge-
spriche abseits davon bedanken.

Moritz Biskamp und Simon Waflerroth
Januar 2008



2 Formulierung des gemischten Problems

Es seien im Folgenden stets (V, (-, -)v. [I-[ly/) und (@, (", -)q. [|-llg) reelle Hilbertrdume
und

a:VxV-R und b:VxQ@Q—R
zwei stetige Bilinearformen, das heifit, es existieren «, 3 > 0, so dass

la(u,v)| < alully [Jv]ly,  fir alle u,v €V,
b(v, )| < Bllvlly llgllg  fir allev € Vg € Q.

Es bezeichne im Weiteren (-,-) die duale Paarung. Es wird dabei der Ubersichtlichkeit
halber darauf verzichtet, die R&ume der dualen Paarung explizit anzugeben. Sie ergeben
sich jedoch stets aus dem Kontext. Das im Folgenden zu untersuchende Problem lésst
sich dann wie folgt formulieren:

Problem 2.1: Zu gegebenem (f,g) € V* x Q*1, finde (u,p) €V x Q, so dass
a(u,v) +b(v,p) = (f,v) fir allev eV,
b(u,q) = (g,q) fiir alle ¢ € Q.

Fiir die abstrakte Formulierung des Problems als Operatorgleichung benttigen wir
zunéchst den Raum

LV,W):={A:V — W : A ist stetig und linear}
und die Definition des dualen Operators:

Satz 2.1. Seien V und W Banachriume und A € L(V,W). Dann ezistiert genau ein
linearer Operator A* : W* — V* mit

(A*w*,v) = (w*, Av)  fir alle v € V,w* € W*
A* heifit dualer Operator von A. Weiterhin folgt, A* ist stetig.

Beweis. Siehe etwa Zeidler [12, Seite 200]. O

Da af(-,-) und b(-,-) stetige Bilinearformen sind, lassen sich mit ihnen die folgenden
Operatoren definieren:
Ae L(V, V) mit (Av, w) = a(v,w) fiir alle v,w €V,
Be L(V,QF) mit (Bv,q) = b(v,q) firalle veV, g€ Q.

!Nach Satz 8.2 gilt (V x Q)* = V* x Q*, daher betrachten wir im Folgenden stets V* x Q*



Da @ ein Hilbertraum ist, gilt @ = Q**, womit B* € L£(Q, V™) wohldefiniert ist. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit fiihren wir die Riume

Vo := Ker(B),
V) = Ker(B)J‘ ={veV:(v,v)y =0 firalle vy € Vp}

ein, von denen wir die folgende Eigenschaft im Weiteren benttigen:
Lemma 2.2. Es gilt V =Vyd V.

Beweis. Da Vj als Kern des stetigen Operators B abgeschlossener Unterraum des Hil-
bertraums V ist, folgt die Behauptung direkt. Zur Theorie von Hilbertrdumen siehe etwa
Werner [9] oder Zeidler [11]. O

Der Operator
. . . U ul | A B*||u| [Au+ B*p
SR e e e | R

ist aufgrund der Linearitdt und Stetigkeit der Operatoren A und B auch linear und
stetig, es gilt also A € L(V x Q,V* x Q*).

Nach diesen Vorbereitungen ldsst sich nun Problem 2.1 dquivalent als Operatorglei-
chung formulieren:

Problem 2.2: Zu gegebenem (f,g) € V* x Q*, finde (u,p) € V x Q, so dass
ul [ A B [u| _ [Au+B*p| _[f] . . o
A e R Rt
3 Stokes-Problem

Dieser Abschnitt dient der Motivation fiir die Betrachtung der im vorherigen Abschnitt
eingefithrten gemischten Probleme am Beispiel der Stokes-Gleichungen auf einem geeig-
neten hinreichend glatt berandeten beschrinkten Gebiet Q C R™,n € N:2

—Au+Vp=f 1in Q,
diveu =0 in Q,
u=0 auf 9.

Formuliert man diese Gleichungen mit Hilfe der partiellen Integration variationell um,
so lassen sich zwei stetige Bilinearformen definieren:

a(u,v) := ,,/ —Au-vdzr” = / Vu-Vudz fiir alle u,v €'V, (1)
Q Q

b(v,p) ::,,/Vp-vdx“:/p-divvdaz fiir alle v € V,p € Q, (2)
Q Q

?Physikalisch ist nur n € {2, 3} von Interesse, mathematisch kann man ohne Probleme n € N zulasssen.



wobei aufgrund der homogenen Dirichlet-Randwerte
V= H}(Q)" :={ve L*(Q)": Vv e LZ(Q)”2 und v = 0 auf 09},
wobei die Ableitung im schwachen Sinne zu verstehen ist, und
Q C L*(Q).

Da der Raum C§°(2)" in H{(Q)™ dicht liegt (siche etwa Emmrich [4, Seite 79]), lautet
das Stokes-Problem dann mit diesen Bilinearformen:

Problem 3.1: Zu gegebenem f € V*, finde (u,p) € V x Q, so dass

a(u,v) +b(v,p) = (f,v) fir allev eV,
b(u,q) =0 fiir alle q € Q.

Eine genaue Definition des Raumes @) folgt nach einigen Vorbereitungen weiter unten.
Eine Moglichkeit, eine Aussage iiber die Losung der Stokes-Gleichungen zu bekom-
men, besteht darin, die Nebenbedingung der Divergenzfreiheit der Losung u in den
Losungsraum zu integrieren. Wir definieren dazu

Vi={ve HY(Q)" : dive = 0}
mit der iiblichen Norm

0l E3 ) = IVl L2 () -
Bemerkung: Da V C V, folgt fiir die Dualrdume gerade die Beziehung V* C V*.

In diesem Fall vereinfacht sich die variationelle Formulierung wegen
b(v,q) =0 firallev eV, qeqQ,

gerade in das
Problem 3.2: Fiir gegebens f € V*, finde u € V, so dass
a(u,v) = (f,v) fir alle v € V.
Um dieses Problem zu l6sen, benttigen wir den Begriff der starken Positivitit.

Definition 3.1. Sei (W, |-||y,) ein reeller Banachraum.

a) Eine Abbildung a : W x W — R heif§t stark positiv auf W, falls ein p > 0 existiert,
so dass a(w,w) > p|lwl|3, fir allew e W gilt.

b) Ein Operator A : W — W* heifit stark positiv auf W, falls ein p > 0 existiert, so
dass (Aw,w) > p HwHI%V fir alle w € W gilt.



Bemerkung: Ist V ein Hilbertraum, a : V x V' — R eine stetige Bilinearform und der
Operator A : V. — V* durch die Abbildung af(-,-) definiert, so gilt: A ist genau dann
stark positiv, wenn a(-,-) stark positiv ist.

Lemma 3.2. Ist a(-,-) wie in (1) definiert, dann ist a(-,-) stark positiv auf V.

Beweis. Fir v € V gilt

a(v,v) = / Vv -Voudr = |vﬁ[&(9) .
Q

Mit p =1 folgt die Behauptung. O

Damit erfiillt a(-, -) die Voraussetzungen des folgenden Lemmas, welches die eindeutige
Losbarkeit von Problems 3.2 in V' garantiert.

Lemma 3.3 (Lemma von Lax-Milgram). Sei (W, (-, )w, ||-|ly) ein reeller Hilbertraum
und sei a : W x W — R eine stetige, stark positive Bilinearform. Dann besitzt das
Problem 3.2 fiir jedes f € W* genau eine Lisung u € W.

Beweis. Siehe etwa Emmrich [4, Seite 91]. O

Ziel war es jedoch nicht Problem 3.2, sondern Problem 3.1 zu l6sen. Durch die Hin-
zunahme der Nebenbedingung in den Losungsraum geht die Moglichkeit, eine Aussage
iiber eine Losung p zu treffen, verloren.

Wir lassen daher die Einschrankung an den Losungsraum fiir u fallen und betrachten
nun wieder

V= Hy()"

mit der wie oben definierten Norm. Wir suchen nun einen Lésungsraum fiir p. Zunéchst
ist klar, dass jede Losung p zumindest in L?(Q2) liegen muss. Weiterhin liisst sich bemer-
ken, dass mit p auch p+ const eine Losung des Problems ist. Um eine eindeutige Losung
flir p zu bekommen, benétigen wir daher den Quotientenraum

Q:=LX(Q)/R mit |[v]l|z20)m = ulg[fj] lull L2

Fiir die weitere Betrachtung ist es allerdings sinnvoll, den Raum

13(@) = {pe @) : [ pla)ds =0}

mit der {iblichen L?-Norm zu betrachen. Das folgende Lemma rechtfertigt dies:

Lemma 3.4. Sei Q) ein beschrinktes Gebiet. Dann sind die Riume L*(Q)/R und L3(Q)
isometrisch isomorph.



Beweis. Wir zeigen, dass
T:LiQ) — L*(Q)/R, v Tv:=[v]

ein isometrischer Isomorphismus ist. Klar ist die Linearitédt von 7. Um die Surjektivitat
zu zeigen, sei [v] € L?(Q)/R und v € [v]. Sei A(.) das Lebesguemaf. Mit

1
c.:)\(m/ﬂv(aj)dx<oo

gilt gerade [ (v(z) —c)dz =0, also v —c € L3(Q). Seien nun u,v € L§(Q) und [u] = [v].
Dann existiert ein r € R, so dass u = v + r und es gilt

O:/fzu(x)dx:/gl(v(x)—f—r)dx:O%—/rdx:r-)\(Q),

Q

womit wegen \(€2) > 0, » = 0 folgt, also u = v und damit die Injektivitéit von 7. Weiter
gilt fiir v € L3(Q)

1Tl L2y m = ulél[g] lull 20
= inf 0+ 7l 20
< llzaey + inf lIrllL2q)
= [[vll 2@y »
womit die Stetigkeit von T gezeigt ist. Da T bijektiv ist, existiert 71 : L?(Q)/R —
L3(Q). Mit [v] € L*(2)/R zeigt schlieBlich
_ 2
T D] = Il

= /Qv(yc)2 dx +0

= /Qu(x)2 dl’—{—?i”lelﬂg <2 1"/Q v(x) dr + /QTQ dx)

= in v(z) + )% de
= inf [ (@) +1)%a

reR

_ 2
= inf o+ 772
2
= ||[U]HL2(Q)/R
die Stetigkeit von 7! und Isometrie von T O

L3(9) ist als abgeschlossener Unterraum von L?(Q) selbst ein Hilbertraum, insbe-
sondere also reflexiv. Weiter definieren wir H=1(Q)" = (H}(Q)")". Assoziiert man
daher wie in Abschnitt 2 zu den stetigen Bilinearformen a(-,-) und b(-,-) die Opera-
toren A € L(H}(Q)", H-1(Q)") und B € L(H(Q)™, LE()), so lautet die abstrakte
Formulierung des Stokes-Problemes:



Problem 3.3: Zu gegebenem f € H1(Q)", finde (u,p) € HY(Q)" x LE(Q), so dass
L2 A B* ul f . -1 n 2
N1 I T——

Nun allerdings zeigt sich, dass das Problem 3.3 nicht mehr die Voraussetzungen des
Lemmas 3.3 von Lax-Milgram erfiillt, da der Operator A wegen

<AB], [ZD =0 fir alle g € L3(Q)

indefinit, also insbesondere nicht stark positiv auf Hg ()" x L3(€) ist.
Es wird sich aber zeigen, dass die starke Positivitit keine notwendige Bedingung fiir
die eindeutige Losbarkeit darstellt.

4 Sattelpunktprobleme

Anhand eines Spezialfalles soll zunéchst gezeigt werden, wie sich unter zusétzlichen Vor-
aussetzungen die Losung von Problem 2.2 charakterisieren lésst.

Sei a(-,-) daher in diesem Abschnitt zusitzlich zu den generellen Voraussetzungen
symmetrisch und stark positiv auf V. Betrachtet man dann fiir f € V* und g € Q* das
Lagrange-Funktional

1
2V % Q - Ra (Uacﬂ = E(U,q) = 5 CL(U,U) - <f,’U> +b(v’q) - <97Q>a
so lasst sich das folgende Problem formulieren:

Problem 4.1: Finde einen Sattelpunkt (u,p) € V x Q des Lagrange-Funktionals £, d.h.
finde (u,p) € V x Q, so dass

Lu,q) < l(u,p) < Ll(v,p) firaleveV,qeQ. (3)

4.1 Extremalrechnung in unendlichdimensionalen Vektorraumen

Um in unendlichdimensionalen Vektordumen Extremalrechung betreiben zu kénnen,
benotigen wir den Begriff der Gateaux-Ableitung.

Definition 4.1. Seien X und Y Banachrdiume. A : X — 'Y heifit Gateaux-differenzierbar
im Punkt u € X in Richtung v € X, falls fiir alle v e X
0A A(u + tv) — A(u)

g (1 0) = fim /

existiert, und v — g—‘s(u, v) linear und beschrinkt ist. Man schreibt daher fiir dieGateauz-

Ableitung <g—‘3 (u),v).



Bemerkung: Fiir die zweite Gateaux-Ableitung gilt demnach:

ou? t—0 t

Héufig wird in der Literatur noch die Fréchet-Ableitung eingefiihrt, bei der zusétzlich
gleichméfBige Konvergenz in den jeweiligen Normen gefordert wird.

Die folgenden Séitze zeigen, dass sich die Charakterisierung von Extremalpunkten
durch die Ableitung aus der Differentialrechnung des R™ auf die Gateaux-Ableitung
iibertragt.

Satz 4.2. Sei X ein Banachraum und f : X — R. Besitzt f in xg ein Minimum, das
heifst in einer Umgebung U von g ist f(xg) < f(u) fir alle uw € U, und ist f in xg
Gateauz-differenzierbar, dann gilt:

of

<8$0(x0),h> =0 firallehe X.

Beweis. Da f in xg minimal ist, ist fiir alle g 4 th aus einer Umgebung von zq

f(zo +th) — f(wo) >0
p > 0.

Wenn nun der Grenzwert fiir ¢ > 0 mit t — 0 gebildet wird, folgt:

of
> i .
<8x0 (z0), h> >0 firalleheX

Wahlt man nun h = +n, so ergibt sich

und damit die Behauptung. O

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines Minimums kann man aus dem
folgenden Satz ableiten:

Satz 4.3. Sei X ein reflexiver Banachraum und M C X abgeschlossen und konvex. Sei
f: M — R zweimal Gateauz-differenzierbar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) fist konvez.

ii) Die erste Gateauzableitung ist monoton, das heifit

<g£(u) _ ?)ij@)’u — v> >0 fir alle u,v € M.



iii) Die zweite Gateauzableitung ist positiv, das heifst

O’ f )
W(u)v,v >0 fiir alle u,v € M.

Beweis. Sehr gut zu lesen in Kurdila [7]. O

Bemerkung: Man beachte, dass insbesondere X selbst immer abgeschlossen und kon-
vex ist.

Satz 4.4. Sei X ein reflexiver Banachraum und M C X abgeschlossen und konvexr und
f: M — R zweimal Gateauz-differenzierbar. Sei weiter

0% f .
W(u)v,v >0 fir alle u,v € M

und

of a0 g
<axo(ac0),h> =0 firalleh e X.

Dann hat f in xg ein globales Minimum, das heif§t f(xg) < f(x) fir alle x € M.

Beweis. Sei zu y € M die Funktion

P [0,1] =R, A= (A) = flxo) + A(f(y) — flzo)) — f(xo + Ay — 20)).

Da f nach Satz 4.3 konvex ist, ist ¢ positiv, also gilt ¢»(\) > 0. Durch Einsetzen erhilt
man ¢ (0) = 0.

Weiterhin gilt die Kettenregel (siche etwa Werner [9] oder Wloka [10]) und ¢ ist daher
stetig differenzierbar. Da 1(0) = 0 gilt und v positiv ist, muss ¢'(0) > 0 gelten. Damit

folgt dann
0 < ¥/(0) = £(y) — (o) — <§£<xo>,y - xo>

Da %(azo) = 0 vorausgesetzt wurde, folgt die Behauptung. O

4.2 Losbarkeit von Sattelpunktproblemen

Wir wollen nun zeigen, dass Problem 4.1 und Problem 2.1 (Seite 3) dquivalente Probleme
darstellen:

Satz 4.5. Seia: V xV — R eine stetige, symmetrische und stark positive Bilinearform.
Dann hat das Problem 4.1 genau dann die eindeutige Liosung (u,p) € V X Q, wenn das
Problem 2.1 die eindeutige Lisung (u,p) € V x Q hat.

Beweis. Die erste Ungleichung in (3) ist dquivalent zu

b(u,q —p) < (g,q—p) firalleqe@

10



und

b(u,p—q) = (9. p—¢q) fiiralle g € Q.
Damit folgt

b(u,p—q) =(g,p—q) fiiralleqeQ,
also mit §:=p—¢q

b(u,q) = {(g,q) fiir alle € Q,

womit der erste Teil der Behauptung gezeigt ist. Die zweite Ungleichung ist dquivalent
zZu

(u, p) = inf £(v,p).
veV

Zu zeigen ist also, dass £(-,p) : V' — R in u ein Minimum besitzt. Mit Hilfe der Gateaux-
Ableitung folgt fiir v # 0

(20 = oy L) =

ou t—0 t
:%i_r%%«%a(u—i—tv,u%-tv) — (f,u+tv) + b(u+tv,p)) —
(% alu,w) = (f,u) +b(u,p)) )
= %gi(l] 1 (% (ta(v,u) + ta(u, v) + ta(v,v)) — t (f,v) + tb(v,p))

= a(v,u) — (f,v) + b(v,p)

und mit der starken Positivitéit von a(-,-)

82¢ (B (u+tv, p),v) — (& (u,p),v)
<auz<“vp>“’”> =13 "

= %Ln(l)%(u(u + tv,v) — (f,v) + b(v,p) — (a(u,v) —(f,v) + b(v,p)))
= a(v,v) > 0.

Somit ist ¢ ein strikt konvexes Funktional, dessen Minimum nach Satz 4.4 durch die
Bedingung

<gﬁ(u,p),v> =0 firalleveV (4)

charakterisiert ist, wobei (4) genau dann gilt, wenn
a(u,v) +b(v,p) = (f,v) firalleveV.
Damit ist auch der zweite Teil der Behauptung gezeigt. O

Die Losung von Problem 2.1 lisst sich also in diesem Fall als Sattelpunkt interpretie-
ren.

11



5 BabusSka-Brezzi-Bedingungen

In diesem Abschnitt werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
eindeutige Losbarkeit von linearen Operatorgleichungen bewiesen. Die Babuska-Brezzi-
Bedingungen formulieren diese gerade fiir das spezielle gemischte Problem 2.2 (Seite 4).

5.1 Closed range theorem

Fiir den Beweis dieser notwendigen und hinreichenden Bedingungen, ben6tigt man einen
Teil des Closed range theorems, dann wir dazu in diesem Abschnitt beweisen.

Definition 5.1. Sei U Unterraum des reflexiven Banachraumes V. Dann ist der Anni-
hilator U+* C V* definiert durch:

UL = {v* e V*: (v*,u) =0 fiir alle u € U}.

Bemerkung: Da V ein reflexiver Banachraum ist, gilt fiir einen Unterraum W von V*
nach kanonischer Identifizierung von V** mit V'

W = {v e V*: (v,w*) =0 fiir alle w* € W}
={v eV :(w* v) =0 fir alle w* € W},
also W+* C V.

Satz 5.2. Sei (V,((-,-)v) ein Hilbertraum. Fir einen Unterraum U CV gilt:
UL ist isomorph zu UL,

wobei UL das orthogonale Komplement von U bezeichnet.

Beweis. Wir bezeichnen mit j den Rieszschen Isomorphismus®, das heit
J:V—=V" mit (j),w)=(v,w)y firallev,weV.

Wir zeigen nun:
U+ =j(U").
Dann existiert zu u* € j(U') ein u € U* mit j(u) = u*. Nach der Definition von U+

ist dies genau dann der Fall, wenn (j(u),v) = 0 fiir alle v € U, d.h. (u*,v) = 0 fiir alle
v € U, so dass u* € UT*. Umkehrung wird genauso bewiesen. O

Dies zeigt, warum man den Annihilator als eine Verallgemeinerung des orthogonalen
Komplements auf Banachriume ansehen kann.

Eine wichtige Aussage aus der Funktionalanalysis ist das Closed range theorem (Satz
vom abgeschlossenen Bild). Zunichst sei bemerkt, dass der Kern jedes stetigen linearen
Operators wegen Ker(A) = T~!({0}) abgeschlossen ist. Hingegen muss dies fiir das

3Unter einem Isomorphismus verstehen wir wie iiblich, eine bijektive lineare stetige Abbildung, deren
Inverse ebenfalls stetig ist.
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Bild eines linearen stetigen Operators ldngst nicht gelten. Man betrachte dafiir etwa die
Identitit von C[0, 1] in L]0, 1]. Die Menge der stetigen Funtionen bildet beziiglich der L*-
Norm keinen vollstdndigen Raum, daher kann das Bild der Identitdt nicht abgeschlossen
sein.

Satz 5.3. Seien V und W refleziven Banachriume und A € L(V,W'). Dann gilt:
Tm(A) = (Ker(4%))-*
Fiir den Beweis bendtigen wir die folgende Aussage:
Lemma 5.4. Sei U ein Unterraum des reflexive Banachraumes V. Dann gilt:
U = (Ut

Beweis. Es gilt (U)** = UL*. Daher geniigt es, die Aussage fiir den Fall zu zeigen, dass
U abgeschlossen ist. Nun gilt nach der Definition des Annihilators:

ue (UMY o (u*,u) =0 fir alle u* € U

Also folgt aus der Definition von U+* wegen (u*,u) = 0, gerade v € U und damit
UC (UL*)L*.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, dass w € (U+*)1*, aber w ¢ U. Nach dem Satz
von Hahn-Banach existiert nun ein Funktional u* € V* mit

(u*,u) =0 fiir alle w € U und (u*,w) # 0

Also ist u* auf U gleich Null und damit insbesondere u* € UL*. Damit gilt dann aber

w ¢ (UY*)**, da jedes Element von UL* w annihilieren miisste, im Widerspruch zur
Annahme. O

Beweis von Satz 5.3. Es gilt

(Im(A)Y = {w* € W* : (w*,w) = 0 fiir alle Av=w € Im(A),veV}
={w" e W*: (A*w*,v) =0 fiir alle v € V'}
= Ker(A").

Wendet man nun Lemma 5.4 auf Im(A) an, so folgt die Behauptung. O

Satz 5.3 stellt einen Teil des allgemeineren Closed range theorem dar, das hier der
Vollstandigkeit halber angefiihrt werden soll:

Satz 5.5 (Closed range theorem). Seien V' und W reflexive Banachriume und A €
L(V,W). Dann sind dquivalent:

i) Im(A) ist abgeschlossen,
i) Im(A) = (Ker(A*))*,
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iii) Tm(A*) ist abgeschlossen,
iv) Tm(A*) = (Ker(A))*.
v) Es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

c - dist(v,Ker(A)) < ||Av]|| fir alle v e V.
Beweis. Gut nachzulesen in Zeidler [12, Seite 211], Werner [9, Seite 159] oder auch Wloka
(10, Seite 144]. 0
Mit Satz 5.3 kénnen wir nun die folgende Aussage zeigen:

Lemma 5.6. Seien Vy und V| wie in Abschnitt 2 definiert und bezeichne
Vo ={v" e V*: (v",v) =0 fir allev eV, }.
Dann gilt: Vi ist isomorph zu (Vp)*.

Beweis. Da Vj als Kern des stetigen Operators B ein abgeschlossener Unterraum des
Hilbertraums V ist, gilt zum einen Vy = (VJ_)J_ und zum anderen V{ selbst ist ein
Hilbertraum. Daher ist nach dem Rieszschen Darstellungssatz Vj isomorph zu (Vp)*.
Mit den Bezeichnungen aus Definition 5.1 und Satz 5.3 folgt schlieBlich

V=)= Wv)t=wm= W,

womit die Behauptung gezeigt ist. O

5.2 Allgemeine inf-sup-Bedingungen

Fiir allgemeine lineare Operatorgleichungen gibt der néchste Satz die hinreichenden und
notwendigen Bedingungen fiir die Existenz einer eindeutigen Losung an.

Satz 5.7. Sei (W, (-, )w, ||| )w ein Hilbertraum. Fiir A € LW, W*) sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

i) Es existieren €, ¢* > 0, so dass 4

A
inf sup M > e, (5)
vew wew [|vllw lwlly
inf sup N Av,w)] >
wew vew [|V]lw lwlly

ii) A ist ein Isomorphismus von W auf W*.

4Wir verzichten der Ubersichtlichkeit halber bei diesen und allen folgenden inf-sup-Ausdriicken darauf,
bei der Bildung der Infima und Suprema v # 0 und w # 0 zu fordern, verstehen dies aber jeweils als
erfiillt.
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Beweis. 1. i) = ii): Aus (5) folgt

| Av]|yy» = sup [Av, w)) > ¢ |jvlly, furalleveW, (7)
weW Hw”W
womit die Injektivitdt von A folgt. Zu zeigen bleibt die Surjektivitédt von A. Da W mit
W** identifiziert werden kann, folgt aus der Definition des dualen Operators und (6)

A*
”A*wHW* = sup |< ’LU,’U>|
vew vl

= sup |<.Av”,w>| > |lwlly,  fiir alle w € W,

vew v w

und damit die Injektivitéit von A*, also insbesondere
Ker(A*) = {0}. (8)
Mit Satz 5.3 folgt damit
Tm(A) = (Ker(A")-* = W*.

Bleibt also nur noch zu zeigen, dass Im(.A) abgeschlossen in W* ist. Sei dazu (w};)neny C
Im(A) eine Cauchyfolge und @* € W* mit ||w}); — w*||y» — 0. Dann existiert fiir alle
n €N, w, € W mit Aw, = w}. Mit (7) folgt

1
lwn, — wm |y < R |lwy, —wy, |ly~  fiir alle n,m € N.

Damit ist auch (wy)neny € W oeine Cauchyfolge und konvergiert gegen ein w € W. Mit
der Stetigkeit von A folgt w} = Aw, — Aw, also w* = Aw, womit ¥w* € Im(A). Damit
ist Im(.A) abgeschlossen in W*. Die Stetigkeit von A~! schlieBlich folgt direkt aus (7).
Damit ist die Behauptung vollstéindig gezeigt.

2. i) < ii): Da A ein Isomorphismus ist, ist auch A=! € L(W* , W) ein I[somorphismus
und mit € := ﬁ > 0 folgt

A AA v w
inf sup 7“ vw)| inf sup ‘<_1 - ’ >‘
vEW wew HUHW HwHW vrew+ wew ||A™1v ||W ||wHW

*
it (Ao~} sup L7
ot ATy sup S

AV [ 7 0" |y

inf
v*eW*

—1,% -1
(o A
vFEW* HU*HV[/*

—_— 1 —_—
A=l

&
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also (5). Analog zeigt man (6) mit Hilfe des dualen Operators A* und der Beziehung
(A7) = (A1)
O

Bemerkung: Die Tatsache, dass A ein Isomorphismus ist, bedeutet, dass die Opera-
torgleichung Aw = f € W* fiir jedes f € W* eine eindeutige Losung w € W besitzt.

Bemerkung: Der obige Satz 5.7 gilt ebenso fiir Operatoren A : X — Y fiir reflexive
Banachrdume X und Y. Wir benétigen ihn hier jedoch nur in dem oben angegebenen
Fall.

Bemerkung: Wie der Beweis des Satzes zeigt, garantiert (5) die Injektivitéit von A, (6)
hingegen die Injektivitdt von A* und damit die Surjektivitdt von .A.

5.3 Babuska-Brezzi-Bedingungen

Von dem vorherigen Satz ausgehend geben die Babuska-Brezzi-Bedingungen die fiir die
eindeutige Losbarkeit des speziellen linearen gemischten Problems 2.2 (Seite 4) notwendi-
gen und hinreichenden Bedingungen an. Seien dazu wie in Abschnitt 2 fiir den Operator
B e L(V,Q*) die Rdume

Vo := Ker(B),

V) :=Ker(B)",
Vo ={v"eV*: (v*v)=0firalleveV,}

definiert.

Satz 5.8 (Babuska-Brezzi-Bedingungen). Seien A € L(V,V*) und B € L(V,Q*) und
sei A€ L(V xQ,V* x Q*) definiert durch

A B
‘4_'{—3 0}'

Dann sind dquivalent:

i) Es existieren p,p*,v* >0, so dass

A
inf sup 7‘< v, w)|
veVh weVy ”UHV ||wHV
A
inf sup M > pr, (10)
weVy veVy HUHV ||wHV

|(Bv, q)| .

inf sup > A" (11)

aeQuevy [[vllv llallg

ii) A ist ein Isomorphismus von V x Q auf V* x Q*.
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Bemerkung: Es sei besonders darauf hingewiesen, dass die Existenz von p und p* in
(9) und (10) fir Vo € V und von v* in (11) fur V; C V fir die Bijektivitdt von A4
ausreicht.

Beweis. 1. i) = ii): Es geniigt, die beiden inf-sup-Bedingungen als Voraussetzung fiir
Satz 5.2 mit W :=V x @ zu zeigen:

a) Fiir (u,p) € V x Q gilt mit der iiblichen Operatornorm [|-||, und Satz 8.2
H Al AGLGD] | 1awo) + (8900~ (Busg)
p ] e Telly+ Tl

VxQ q€
Wegen (11) und V = V) @ V| nach Satz 5.6 gilt fiir beliebiges v € V und p € Q

= sup
L [E]GVXQ

‘ |[(Bv, p)|
7 pllg < sup =
@ veV, HUHV
B*
< up [BP.0)
veV HU”V
A B* —{0,u) — (A
sy A 0]+ (Bp) = (0.0) = (Au.)]
veV HUHV
< up AL + (Bp0) = (B0 (o)
veV [olly, vev vl
< sup AL+ (Bp0) = (Bug)| | (Au)
vEV [[vlly + HQHQ vev  vlly
qeQ
U Au,v
= A[ ] +supu. (12)
Plllg veV HUHV
Da A ein stetiger linearer Operator ist, existiert o > 0, so dass
(Au,v) < allully, vl fir alle u,v € V. (13)
Mit (12) folgt dann
U
v g < AL |+l (1)
Plilc

Da nach Lemma 2.2 V = Vi @ V| ist, exisitert fiir alle u € V ein 4 € V|, so dass
u—1u € V. (15)

Damit gilt insbesondere
lully < llu—dally + [laly - (16)
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Aus (9) folgt

. A(u—a),v
uHu—quésupK ( ), )|
veVh |WHV
Alu — B — (0
_ o A= 0).0) + (B.p) — (0.0)
veVp ||UHV
A B* — (B At
[0+ (Bp0) = (Buca)] | |(Ad o)
vev [vlly + llallg vev vy
q€Q

Dabei ist in der letzten Ungleichung entscheidend, dass das Supremum iiber alle ¢
gebildet wird. Mit (13) folgt also

=l < |42 | 4oty am
Pz
Da B : V| — Q* injektiv auf V| ist, existiert v > 0, so dass
v lally <|[|Billg. fiir alle d € V. (18)
Mit (15) und (18) gilt nun
v llally < HBQHQ*
= [[B(@+ (u—a))llq-

= HBUHQ*
B
o l1B0.0)
q€eQ HQHQ
A B* — (B
—sup |(Au, 0) + (B*p, 0) — (Bu, q)|
qeQ HQHQ
< sup |<Au7 U) H‘ |<|B f7|r>”_ <BU>Q>|
v v
g Pl
u
_ A[] 19
L (19)
Fasst man nun (14), (16), (17) und (19) zusammen, so ergibt sich mit
1 1 « 1 1 «a
- = — <1+><+*+ *>
e p w)\v
gerade
u
< (lully + o) < 4%
Plilc
und damit schlieflich
(Al )] AL
inf sup < P > =i Ple > (20)

2 Tally + lellg =
ue u
PEQ v Pllg

[evxa[evxa | [;] :

VxQ VxQ
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b) Fiir (v,q) € V x @ gilt wegen der Identifikation von V** x Q** mit V' x Q

Wie oben folgt aus (11) und (13)

Bu, q)|
con o LB
7" lallg = sup =i

[{Au,v) + (0,v) — (Bu, q) — (Au,v)|

< sup
ueV HU’HV
< qup A0 £ (B00) — (Bug)| | [(Au,v)|
uev [[wlly wev  |lully
< o AW+ (BD0) — (Busg)| | [(Awv)
ueV [ully + llpllg wev  |lully
peEQ
v
= A*[] +oz||vHV.
AR

Analog zu (15) und (16) existiert zu v € V ein v € V|, so dass
v—0veV
und es gilt
[olly < llo = lly + 9]l -

Aus (10) und (13) folgt weiter

y . [{Au, v — D)
ptllv—olly < sup =
ueVp [Jwlly
Au,v — 0) + (B*0,v) — (B
_ o (0= 6) 4 (8°0.0) — (Bug)
uevo [[ully
< sup |<Au,v) + <B p,U> B <Buvq>| + su |<Au,v>|
ueV [ully + llpllg wev  lully
peQ

* % A~
A [ }H +a |0l -
ARIVS

19
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Ul [evxq m Vo ggg [ully + 1Pl

(21)

(24)



Wegen (22) und (18) gilt

v 2l < [1Bo]lg-
= [I1B(® + (v = 9))ll-

= || Bv|| -
B
_ sup [{BY:P
peq Pl
A0 B* — (B0
g [(40.0) + (B'p.v) — (B0.g)|
PEQ ”PHQ
< sup ](Au,v) ﬁ_ ‘<‘B*—€7|’r>”_ <BU7Q>’
Vv U p
e v @

(25)

«[]

Fasst man nun analog wie oben (21), (23), (24) und (25) zusammen, so ergibt sich

L

mit
1 1 leY 1 1 «
- = Y + 1 + - -+ T + -
€ 1% H v Y
gerade
* %« |V
e (ol +lalg) < 4|
ARV
und damit schliellich
(A, 1) 2]
inf sup p = inf L > (26)

[LlevxQ [t]evxQ Zgg [vlly + ||‘I||Q N

[ o

Mit (20) aus Schritt a) und (26) aus Schritt b) sind die Voraussetzungen von Satz 5.7
erfiillt, so dass die Behauptung folgt.

VxQ VxQ

2. i) < ii): Sei also A ein Isomorphismus von V' x @ auf V* x @Q*. Nach Satz 5.2
existiert dann * > 0, so dass

inf sup
[Z]EVXQ [;]EVXQ

)

VxQ
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Damit gilt dann wegen V = V5 @ V| und (Bv,¢) = 0 fiir alle v € Vj,q € Q

B B
gequev, [vlly HQHQ geQuev |[vlly HQHQ

— inf sup |<A’U,0> + <B 070> - <BUaQ>|
qEQ VEV [[v]ly HQHQ
[(Av,0) + (B*p,0) — (B, q)|

3]l e
[(Av,w) + (B*p,u) — (Bv,q)]

o 1
(AR 1)
[4

> inf sup
qEQ[ levxQ

v
p.

> inf sup
fevxa[erxa

VxQ

= inf sup
[L]evxQ[l]evxQ

v
[p] VxQ VxQ

> e*.

Mit v* := &* folgt damit (11). Fiir die Bedingungen (9) und (10) reicht es nach Lemma 5.6
und Satz 5.7 zu zeigen, dass Aly, ein Isomorphismus von Vj auf V' ist. Als Einschrénkung
des Operators A auf Vp ist Ay, linear und stetig. Die Stetigkeit von (Aly;, )~ folgt direkt
aus der Stetigkeit von A1, Zu zeigen bleibt die Bijektivitit von Aly, : Vo — V. Sei dazu
f € V5\{0}. Da A ein Isomorphismus ist, existiert ein eindeutiges Paar (u,p) € V x @,

so dass
A m - [A“_;Jj*p} - [‘(]; } in V* x Q. (27)
Wegen V =V, @ V| lésst sich u eindeutig in
u=uyg+u; mitug € Vp,u; €V,
zerlegen. Damit gilt dann wegen (27)
0= Bu= B(uj +ug) = Buy + Bug = Bu,,

also u; € Vo NV, = {0}. Weiter folgt, da f € V;\{0}, dass B*p € V, dies bedeutet
aber aufgrund der Definition von V

(Bu,p) = (B*p,v) =0 fiiralleveV].

Dies kann aber nur fiir p = 0 erfiillt sein. Fiir f = 0 folgt u = up = 0. Damit existiert
also fiir jedes f € Vj; ein eindeutiges ug € Vp, so dass

Aug = Aup+ B'p=Au+B'p=f inV".

Damit ist Ay, ein Isomorphismus von Vp auf Vj.
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Bemerkung: Der Satz zeigt, dass es ausreicht, dass Ay, : Vo — V' ein Isomorphismus
ist und B die inf-sup-Bedingung erfiillt, damit der Operator A ein Isomorphismus ist.

Der Fall der starken Positivitédt des Operators A € L(V,V*), wie es nach Abschnitt 3
im Stokes-Problem der Fall ist, soll im néchsten Satz formuliert werden.

Satz 5.9. Seien A € L(V,V*) und B € L(V,Q*) und sei A € LIV x Q,V* x QF)
definiert durch .
A= [_AB Eé} |
Ist A stark positiv auf Vy, d.h. existiert fi > 0, so dass
(Av,v) > fi||vl[i  fir alle v € Vg,
und existiert v* > 0, so dass

B
gequev. [vlly HCIHQ

Y

dann ist A ein Isomorphismus von V X Q auf V* x Q*

Beweis. Aus der starken Positivitit von A folgt fiir alle v € Vj

Av, w Av,v -
sup 1AV 0 00
wevo vl [vlly,
und damit (9) aus Satz 5.8. Analog zeigt man (10), womit die Behauptung aus Satz 5.8
folgt. O

5.4 Stabilitatsaussage

Satz 5.8 garantiert unter den entsprechenden Voraussetzungen die eindeutige Losbarkeit
des Problems 2.2 (Seite 4). Der folgende Satz macht eine Aussage iiber sie Stabilitét
dieser Losung gegeniiber Storungen der rechten Seite.

Satz 5.10. Ist (u,p) € V x Q Lisung des Problems 2.2 unter den Voraussetzungen von
Satz 5.8, so gilt mit p,y,v* und o aus dem Beweis von Satz 5.8

@) luly < (2+(1+2) ) (Ily- +lgllo-)

b) Ipllg < (= (1+2) A +a) 1) (Ifl- +ligllg- ).

Beweis. Da (u,p) Losung des Problems 2.2 ist, folgen die Babuska-Brezzi-Bedingungen
aus Satz 5.8. Die Abschétzungen folgen damit aus dem Beweis dieses Satzes mit (16),(17)
und (19) fiir @) und (14) und a) fiir b). O

Bemerkung: Der Satz zeigt, dass eine kleine Storung der Anfangsdaten nur kleine
Storungen der Losung hervorrufen, denn seien (u, p) Losung fiir die rechte Seite (f, g) und
(@, p) Losung fiir die rechte Seite (f, ), dann ist wegen der Linearitéit des Problems (u—
4, p—p) Losung fiir die rechte Seite (f — f g— g) und es gelten die obigen Abschétzungen.
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6 Anwendung der inf-sup-Bedingungen auf das Stokes-Problem

In diesem Abschnitt méchten wir nun das Stokes-Problem vollsténdig 16sen. Dazu werden
wir nachweisen, dass die inf-sup-Bedingungen in diesem Fall erfiillt sind.

Es werden die Bezeichnungen aus Abschnitt 3 benutzt, insbesondere sei wieder V der
Raum der divergenzfreien Funktionen

V:={ve HjQ)": divv =0}

" L3() = {p c L*(Q): /ﬂp(x) dr = O} .

In Abschnitt 3 wurde bereits gezeigt, dass die Form af(-,-) stark positiv auf V ist.
Um die Existenz einer eindeutigen Losung (u,p) € H} ()" x L3() fiir das Stokes-
Problem 3.1 (Seite 5) nachzuweisen, bleibt also nur noch die inf-sup-Bedingung fiir
b(v,q) = ((g,divv))2(q) zu zeigen, womit dann Satz 5.9 die eindeutige Existenz einer
Losung garantiert.

Zu zeigen ist also

inf sup [b(v, 9)| >
qerz@ very@ [Vl lallzz )

i

oder in der schon hdufig verwendeten dquivalenten Formulierung

(g,divo)) p2(q)
sup ————F— "

> 7" |lgll 2y fiir alle g € L3(Q2)
verb@r Vi)

Um dies zu zeigen, benotigen wir zunéchst den folgenden abstrakten Satz. Dafiir wol-
len wir annehmen, dass sich der Rand 02 durch eine undendlich oft differenzierbare
Funktion parametrisieren ldsst. Die Aussage ldsst sich sogar fiir beschrinkte Lipschitz-
Gebiete zeigen, wobei der Beweis, der hier schon nicht vollsténdig gefiithrt wird, dann
noch erheblich aufwendiger wird.

Satz 6.1. Der Operator div : V& — L2(Q) ist ein Isomorphismus. Dabei ist das ortho-
gonale Komplement im Sinne des H& -Skalarproduktes zu verstehen.

Beweis. Folgende Punkte sind fiir div : V+ — L2(Q) zu zeigen:

a) Stetigkeit und Linearitét:

Nach der Definition von div ist klar, dass div € £(V*, L?(R)). Desweiteren gilt fiir
ein w € H} ()", das damit gerade auf dem Rand verschwindet, nach dem Satz von
Green mit n als &ulere Normale:

/divwd:r—/ w-nds =20
Q o2

Daher gilt div € £(V*, LE(Q))
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b) Injektivitét:

Die Injektivitit folgt direkt, da V = Ker(div) und V* hier der Definitionsbereich von
div ist.

c¢) Surjektivitét:
Sei ¢ € L3() beliebig. Gesucht ist ein w € H}(Q)", so dass divw = ¢. Da Q
beschriinkt und der Rand 0 ist, existiert nach dem Lemma 3.3 von Lax-Milgram
und einer Aussage iiber die Regularitit ein y € H?(2), so dass gilt Ay = ¢. Da
divoV = A, folgt mit @ := Vy € H'(Q)", divid = ¢q. Damit wire die Surjektivitit
gezeigt, falls der Definitionsbereich von div H'(2)" wire. Es muss also noch gezeigt
werden, dass w auf dem Rand 02 Null gewahlt werden kann.

Dies ist moglich, da zu diesem @ ein % gew&hlt werden kann, so dass diva = 0 und
oo = w|aq gilt. Dabei geht entscheidend ein, dass [, divw dz = [, q dz = 0 gilt.

Die Existenz eines solchen 4 zu zeigen, ist keineswegs trivial und héngt stark von der
Art des Randes ab. Lasst sich der Rand 92 mit einer unendlich oft differenzierbaren
Funktion parametrisieren, kann man den Beweis in Girault-Raviart [5] nachlesen. Fiir
Lipschitz-stetige Rénder ist ein Beweis (oder zumindest weitere Quellen) in Temam
[8] skizziert. Dort werden auch die Spuroperatoren, die hier bewusst nicht verwendet
wurden, in verstdndlicher Weise eingefiihrt.

Wahlt man nun ein @ wie oben und definiert w := @ — 4, dann gilt, da beide auf
dem Rand gleich sind: w|gg = 0 und damit w € H} ()" und wegen diva = 0 auch
divw = ¢, womit die Surjektivitit von div € L£(V,, L3(Q)) gezeigt ist.

d) Stetigkeit der Inversen div~':

Dies folgt direkt aus dem Satz iiber die offene Abbildung. Dieser besagt, dass jeder
lineare stetige surjektive Operator offen ist, das heiflt offene Menge auf offene abbildet.
Damit ist insbesondere der inverse Operator stetig. Dieser Satz lésst sich mit Beweis
etwa in Werner [9] oder Zeidler [12] nachlesen.

O
Damit kann nun das Stokes-Problem in der folgenden Weise vollsténdig gelost werden.

Satz 6.2. Sei Q ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und f € H~1(Q)". Dann hat das
Stokes-Problem 3.1 (Seite 5) mit homogenen Dirichlet- Randbedingungen genau eine Lisung
in (u,p) € HY(Q)" x L3(Q).

Beweis. Da bekannt ist, dass a(-,-) stark positiv auf V ist, geniigt es nach obigen
Voriiberlegung, die Existenz eines v* > 0 zu zeigen, so dass

(g, divv)) 20
sup ——— "

> 7" |lgll oy fiir alle g € L§(R).
veHL(Q)" |U|H3(Q)
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Nach Satz 6.1 kann zu ¢ € LZ(Q2) ein w € V1L gewihlt werden, so dass ¢ = divw. Da div
ein Isormorphismus ist und daher div™! beschrinkt ist, existiert 4* > 0, so dass

lall 220y = ldivwl| 2 (q) = 7" [w] g o)

Damit gilt nun

(g divo) g _ (@ dive)re _ ldlie

sup

> " lall 12
vert@r Vi) P

wlme) vl

Insbesondere ist also die inf-sup-Bedingung erfiillt und die eindeutige Existenz einer
Losung mit Satz 5.9 gezeigt. Die homogene Dirichlet-Randbedingung ist bereits wegen
u € HE(Q)", also u = 0 auf 99, erfiillt. O

7 Allgemeinere gemischte lineare Probleme

Das Problem lisst sich auf verschiedene Arten erweitern. Diese Erweiterungen sind ins-
besondere bei der numerischen Behandlung gemischter Probleme von grofler Bedeutung.
7.1 Aufspaltung des Operators B

Seien dazu b1, by : V x Q — R zwei verschiedene stetige Bilinearformen. Wir assoziieren
wie in Abschnitt 2 zu b; den Operator B; € L(V,Q*), i = 1,2, und formulieren damit
das

Problem 7.1: Zu gegebenem (f,g) € V* x Q*, finde (u,p) € V x Q, so dass:

A B[ ] vy o
[—32 0][29}_[9] VixaQn

Satz 7.1. Erfillen die Operatoren By und By die inf-sup-Bedingungen

B
inf Sup M > *’
qeqQ UEKGI‘BlJ‘ H ”V HqHQ
. Bsv, q
lnf Sup u > *’

4€Q veker@yt 1Vllv lldllg

und ist A ein Isomorphismus von Ker(Bsg) auf (Ker(B))*, das heifst erfillt A die inf-
sup-Bedingungen

A
mf sup AWl
u€Ker(Bg) vEKer(B1) ||U||v Jully —
A
i s AwOl

veKer(B1) u€Ker(Bo) HU”V HUHV

dann hat das Problem 7.1 genau eine Liosung (u,p) € V X Q.
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Beweis. Nachzulesen in Bernardi et al. [1]. O

Dieser Satz ermoglicht es etwa bei der numerischen Losung des Stokes-Problems, Di-
vergenz und Gradient verschieden zu approximieren.

7.2 Hinzunahme eines weiteren Operators C

Eine weitere Moglichkeit, Problem 2.1 zu verallgemeinern, entsteht durch Betrachtung
einer weiteren stetigen positiven Bilinearform ¢ : Q x Q — R, wobei wie iiblich mit
C:Q — QF der durch (Cp,q) := c(p,q) definierte Operator bezeichnet wird. Damit
betrachten wir nun:

Problem 7.2: Zu gegebenem (f,g) € V* x Q*, finde (u,p) € V x Q, so dass

A B u|l _[f] . s *
[—B C] [p]_M mvixan
Eine erste Aussage zur Existenz und Eindeutigkeit ergibt sich, wenn man sowohl von

A als auch C starke Positivitat auf V' bzw. Q fordert:

Satz 7.2. Seien A € L(V,V*) und C € L(Q,Q*) stark positiv, das heifit es existieren
a,y > 0 mit

(Av,v) > a|v|l}  fiir allev €V,
(Cq,q) = v lally  fiir alle q € Q,

dann hat Problem 7.2 eine eindeutige Losung (u,p) € V x Q.

Beweis. Nach dem Lemma 3.3 von Lax-Milgram geniigt es zu zeigen, dass
A B*
-B C
stark positiv ist. Dies folgt direkt aus der Beziehung
A B [u|l |u
(2% S ) = tanw + e - @ + co

p
= (Au,u) + (Cp,p)
2 2
> allully +v HPHQ

H!

> min(a, ) :
VxQ

26



Satz 7.2 kann man nun jedoch nicht als Verallgemeinerung der Aussagen aus Ab-
schnitt 5 ansehen, da er gerade fiir den Fall C' = 0 nicht giiltig ist. Weiterhin miissen
die Operatoren A und C sehr starke Bedingungen erfiillen, an den Operator B werden
jedoch gar keine Voraussetzungen gestellt.

Um ein allgemeineres Resultat zu erreichen, soll angenommen werden, dass (-, -) sym-
metrisch und a(-,-) positiv ist. Dass ¢(-, -) positiv ist, wurde bereits oben gefordert. Des-
weiteren sollen a(-,-) und b(-,-) den inf-sup-Bedingungen aus 5.8 geniigen, das heifit es
existieren u, p*,v* > 0, so dass

inf sup A0l S
vevp wevp 1]y lwlly
inf sup 14O S
weVy veVy HUHV ”wHV

b

gequev, |1l ||‘I||Q
Wir betrachten jetzt zunéchst fiir jedes € > 0 das regularisierte

Problem 7.3: Zu gegebenem (f,g) € V* x Q*, finde (us,ps) € V X Q, so dass

A+eldy B* }[%}:[f

B —C-eldg J inVix@Q

DPe

oder dquivalent

e((ue, v))v + alug,v) + b(v,pe) = (f,v)  fir allev €V, (28
b(ue, q) — €(pe; a)q — c(pe, @) = (g, q)  fiir alle q € Q. (29

Da die Bilinearformen a(u,v). := a(u,v) + €(u,v)) und é(p, q): := c(p,q) + <(p,q)
aufgrund der starken Positivitédt des Skalarproduktes stark positiv auf V' bzw @ sind,
besitzt dieses Problem nach Satz 7.2 fiir jedes € > 0 eine eindeutige Losung (ue,pe) €
V xQ.

Das Ziel ist es jetzt, die Losungen u. und p. gleichméfig in € zu beschrinken, so dass
der Grenzwert der Losung des regularisierten Problems eine Losung von Problem 7.2
liefert. Zur besseren Lesbarkeit wird im Folgenden auf den Index e verzichtet. Wahlt
man ¢ = p und v = v und subtrahiert nun Gleichung (29) von (28), so erhilt man:

Nt

2 2
e |lulli- +ellplly + alu,u) + c(p,p) = (f,u) = {(g,p)
Um nun » und p abschétzen zu kénnen, zerlegt man

w=1up+u, mit uy€ Ker(B),u, € (Ker(B))?*,
p=po+p. mit pye Ker(B*),p, € (Ker(B*))" .

Die Abschiitzungen, zunichst fiir ¢(p, p) und /¢ ||p||, dann fiir p; ,u; und ug lassen sich
jetzt dhnlich zum Beweis von Satz 5.8 bilden, wobei ausgenutzt wird, dass g € Im(B),
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was jedoch dadurch, dass b(-,-) die inf-sup-Bedingungen erfiillt, fiir jedes g € Q* erfiillt
ist. Gut nachzulesen sind diese Abschétzungen in Brezzi [2, Seite 46].

Nur fiir pg lasst sich aus den gegebenen Voraussetzungen keine Abschétzung ableiten.
Da pg € Ker(B*) und g € Im(B) ist, folgt aus Gleichung (29)

e((po,q))q + ¢(po,q) = —c(p.,q) fiir alle ¢ € Ker(B*). (30)

po als Losung dieser Gleichung muss nun gleichmifig beschrénkt werden. Deshalb wird
zusétzlich gefordert:

Bedingung B: Es gibt ein xq, so dass fiir jedes p; € (Ker(B*))* und fiir jedes ¢ > 0
die Losung py € Ker(B*) der Gleichung (30) beschrénkt ist durch #o [[pollg < [lpllg-

Ist nun also zusétzlich die Bedingung B erfiillt, so ist auch pg gleichméfig beschréinkt.
Nun lésst sich iiber Grenzwertaussagen zeigen, dass genau eine Losung von Problem 7.2
existiert. Dieses Ergebnis soll noch einmal mit allen Voraussetzungen in folgendem Satz
zusammengefasst werden:

Satz 7.3. Seien a(-,-) und c(-,-) positiv und c(-,-) auferdem symmetrisch. Erfiillen a(-,-)
und b(-,-) die inf-sup-Bedingungen aus Satz 5.8 und gilt auflerdem Bedingung B, dann
hat Problem 7.2 fiir jedes (f,g) € V* x Q* eine eindeutige Liosung (u,p) € V x Q.
Weiterhin gilt die Abschdtzung

lully +lplg < K fllv- + llgllg-),

wobei K eine Funktion ist, die auf beschrinkten Mengen beschrdankt ist und nichtlinear
von |lall, llell, 1/, 1/, 1/7*, 1/kq abhiingt.
7.3 Beispiele

Um ein Gefiihl insbesondere fiir Bedingung B zu bekommen, wollen wir noch zwei ein-
fache Beispiele angeben.

Beispiel 1: Sei ¢(p,q) := A(p,q)g mit A > 0. Die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung im Fall A > 0 folgt schon wegen der starken Positivitdt des Skalarproduktes
aus Satz 7.2. Dies sollte nun immer noch erfiillt sein. Weiterhin sollte auch gerade im
Fall A = 0 eine Losung existieren, damit tatsdchlich von einer Verallgemeinerung der
inf-sup-Bedingungen gesprochen werden kann.

Gleichung (30) wird in diesem Fall gerade zu

(e+ N ((po,q)g =0 fir alle ¢ € Ker(B")

Also muss pg = 0 gelten, womit es offensichtlich gleichméfig beschrankt ist. Insbesondere
gilt die Bedinung B und die Lésung existiert fiir alle A > 0 nach Satz 7.3.

Beispiel 2: Sei ¢(+,-) nun stark positiv auf Ker(B*), das heifit es existiert A > 0, so dass

c(q,q) > A ||q\|§2 fiir alle ¢ € Ker(B™)
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Fiir ¢ = po gilt dann in Gleichung (30)

e llpoll?) + ¢(po, po) = —c(pL, po)
Wegen der starken Positivitédt und der Stetigkeit von c(-, ) folgt
A +2)llpollg < le(po, po) + < 1Pl |

= |e(pL, o)
< lelllpLliqllpollg -

also wegen € > 0

llell ||
Ipollg < /\ Pl = = lipcllo-

Mit kg : @ ist damit Bedingung B erfiillt und damit die eindeutige Losbarkeit nach
Satz 7.3.

In diesem Fall miisste ¢(-,-) nicht stark positiv sein, eine inf-sup-Bedingung wie fiir
a(+,-) wiirde geniigen.
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8 Anhang: Eigenschaften von Produktraumen

Die folgenden zwei Sédtze zeigen grundlegende Eigenschaften von Produktrdumen und
deren Dualrdumen auf. Dabei ist |. ||, die {ibliche p-Norm auf dem R™.

Satz 8.1 (Normen auf Produktriaumen). Seien X1, Xo, ..., X,,n € N, normierte Riume.
Dann ist fiir jedes p mit 1 < p < o0

lll == |1l > s lnllx,)I,
eine Norm auf X1 X Xo X -+ X X,.

Satz 8.2 (Dualraum von Produktridumen). Seien X1, Xs,...,X,,n € N, normierte
Riume und sei 1 < p,q < oo, so dass % + % = 1. Ferner seien die Rdume X :=
X1 X Xox -+ x Xy, und X' := X§ x X5 x -+ x X ausgestattet mit den Normen

lallx = || (Jzllx, > ol ) |
) p

’ q

und

Iyl = || (il o lmllxg )

Dann ist T € L(X', X*) definiert durch

(Ty, x) x. x = <y1,951>x1*,x1 + -+ (Yo o) xx X,

n?

ein Isomorphismus.
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