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Einfithrung

Eigentlich sollte ich versuchen, Ihnen zu erzihlen, was das ist: Topologie. Es ist aber
schwierig, in wenigen Worten zu skizzieren, was unter diesem Namen subsumiert in
vielen Biichern steht. Ich will daher zunéchst einige Aspekte nennen, die in dieser Vor-
lesung eine Rolle spielen werden. Als eine Art Einstieg werde ich danach einige spezielle
Dinge ausfiihrlicher diskutieren.

Sprache. Es gibt ziemlich viele Vokabeln der Topologie. Bei einigen von diesen ist es
auch in anderen Gebieten der Mathematik wichtig, dal man sie beherrscht:
Topologischer Raum; stetige Abbildung; Zusammenhang; kompakt; . ..

Grundlagen der Analysis. Ziemlich viele Sdtze der Analysis lassen sich in der Sprache
der Topologie formulieren (und verallgemeinern). Es wire ein Irrtum, zu glauben, daf die
Sétze dadurch unbedingt besser werden. Man versteht sie aber wohl ein kleines bifichen
besser auf diese Art, und vor allem lassen sie sich leichter merken.

Zum Beispiel gibt es folgenden Sachverhalt, den wir spéater noch eingehend diskutieren
werden: Wenn X ein kompakter Raum ist (denken Sie an eine kompakte Teilmenge
eines euklidischen Raumes) und wenn

f: X — (irgendwohin)

eine stetige Abbildung ist, dann ist auch Bild (f) = f(X) kompakt. Man kann dies
auffassen als eine Verallgemeinerung des Maximumprinzips. Denn im Spezialfall einer
reellen Funktion, d.h. einer Abbildung f: X — R, hat die Kompaktheit von Bild (f) C
R als unmittelbare Konsequenz, dafl die Funktion ein Maximum besitzt.

Gestalt—Erkennung. Zunéchst eine Vokabel: Wenn X C R” und Y C R™, dann
wollen wir sagen, dafl X und Y topologisch dquivalent sind, wenn es stetige Abbil-

dungen
f:X—Y und g¢g:Y—X

gibt, die zueinander invers sind, d.h. esist fog=1idy und go f=idyx.

BEISPIELE. 1. Das Quadrat und der Kreis (genauer gesagt, die beiden Kurven in der
Ebene, die durch diese Worte beschrieben sind) sind zueinander topologisch dquivalent.
— Um das einzusehen, stellen wir uns vor, dafl die beiden konzentrisch zueinander ange-
ordnet sind und dafl wir selbst in der Mitte stehen. Wenn wir nun in irgendeine Richtung
schauen, so sehen wir sowohl vom Quadrat als auch vom Kreis genau einen Punkt. Dies
liefert die behauptete ein—eindeutige Zuordnung. Es ist klar (oder?) dafl diese Zuordnung
auch in beiden Richtungen stetig ist.

2. Das offene Intervall (—1,+1) und die Gerade R sind zueinander topologisch dqui-
valent; z.B. vermo6ge der beiden Abbildungen

f:R— (=1,41) g:(-1,41) — R




Diese Beispiele illustrieren, was auch allgemeiner gilt. Ndamlich in der Regel ist eine
Behauptung der Art “X und Y sind topologisch dquivalent” nicht besonders aufre-
gend. Der Grund liegt im Prinzip des menschlichen Erfindungsreichtums. Wenn man
némlich mit solch einer Behauptung konfrontiert wird, dauert es meist nicht sehr lange,
bis man selbst in der Lage ist, sich eine solche Aquivalenz auszudenken (vorausgesetzt
natiirlich, dafl die Behauptung iiberhaupt richtig war). Selbstverstiandlich gibt es auch
hier Ausnahmen, darunter ganz spektakulére.

Ganz anders liegt es mit Behauptungen der Art, dafl zwei vorgegebene Rdume X und
Y mnicht topologisch dquivalent seien. Hier langt es nicht, irgendwelche Abbildungen zu
erfinden, denn die Behauptung ist ja gerade, dafl es Abbildungen mit bestimmten Eigen-
schaften gar nicht gibt. Es geht auch nicht, dafl man etwa die vorhandenen Abbildungen
durchmustert um nachzuschauen, ob vielleicht topologische Aquivalenzen darunter sind
— i.a gibt es einfach viel zu viele Moglichkeiten, die da zu inspizieren wéren. Es
bleibt einem in dieser Situation kaum eine andere Wahl: Wohl oder iibel wird man
sich einen Grund ausdenken miissen, warum eine topologische Aquivalenz gar nicht
existieren kann. Oft ist das sehr schwierig.

BEISPIELE. 1. Die 2-dimensionale Sphére ( = Kugeloberfliche) und der 2-dimensionale
Torus ( = (Auto-)Reifenoberfliche) sind offensichtlich (!!) nicht topologisch #quivalent.
Dies zu beweisen erfordert aber einigen Aufwand.

2. R? und R3 (die euklidischen R&ume der Dimensionen 2 und 3 ) sind offen-
sichtlich (!!) nicht topologisch dquivalent, allgemeiner: R™ und R™ sind nicht topo-
logisch dquivalent, wenn m # n ; dies ist der sogenannte Satz von der topologischen
Invarianz der Dimension.

Letzterer Satz wurde erstmals ca. 1910 bewiesen (oder ca. 1930 — je nachdem wie
genau man es nimmt mit der Stichhaltigkeit der verwendeten Argumente). Vor 1910
jedenfalls war der Satz ein beriihmtes Problem, das als sehr beunruhigend empfunden
wurde.

Erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts wurde das Problem als solches iiberhaupt erkannt.
Das steht im Zusammenhang mit einer bemerkenswerten Entdeckung des Mathema-
tikers Peano; das von diesem entdeckte Phdnomen wird heutzutage iiblicherweise auch
als die Peano—Kurve bezeichnet.

SATZ. Fiir jedes n existiert eine surjektive (!) stetige Abbildung R! — R™ .

Ich mochte zunéchst noch einmal auf diese beiden Aspekte des Satzes von der topolo-
gischen Invarianz der Dimension eingehen. Einmal ist der Satz “offensichtlich richtig”
in dem Sinne, dafl er uns nach dem, was wir iiber die Realitdt wissen (oder zu wissen
glauben) beinahe als eine grundlegende Tatsache unserer Erkenntnis erscheint, zumin-
dest fiir m,n < 3. Zum andern ist der Satz sehr schwer zu beweisen.

Diese beiden Tatsachen stehen nicht im Widerspruch zueinander. Man muf} sich hier
folgendes klarmachen.

Zu einem mathematischen Satz gehort ein mathematischer Sachverhalt; im vorliegen-
den Fall ein mathematisches Modell fiir den Begriff Raum. (Das Modell besteht darin,



dafl postuliert wird, gewisse Aspekte des m-dimensionalen Raumes (im Sinne unserer
Anschauung) seien sehr gut beschreibbar durch den “Raum” der m—Tupel reeller Zahlen).

Sich auf diese Weise ein Modell zu verschaffen, bedeutet eine Art “héheres Raten”. Nun
ist es aber gar nicht ausgemacht, dafl man sogleich richtig geraten hat (oder dafl dies
iiberhaupt moglich ist). Wenn man wissen will, ob das Modell adéquat ist, so mufl man
es studieren. Dazu gehort der Nachweis, dafl das Modell die Sachen auch liefert, die es
gefiilligst zu liefern hat. Im vorliegenden Fall bedeutet dies, dafl wir verpflichtet sind,
die Giiltigkeit des Satzes von der topologischen Invarianz der Dimension innerhalb des
gewdhlten Modells nachzuweisen; mit anderen Worten, den Satz zu beweisen in der IThnen
bekannten Form — und dabei hilft uns die Anschauung mdoglicherweise nur wenig.

Zuriick nun zur Peano—Kurve. Ich fithre die Konstruktion zunéchst durch fiir die folgende
Variante. Dazu bezeichne [0,1] = {z € R | 0 < x < 1} das Einheitsintervall; und
[0,1] x [0,1] das Einheitsquadrat.

SATZ. Es gibt eine surjektive stetige Abbildung [0,1] — [0,1] x [0,1] .

BEWEIS. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

Wir definieren eine Menge C C [0,1], die sogenannte Cantor—Menge (sie ist benannt
nach ihrem Entdecker, dem Mathematiker CANTOR) und iiberzeugen uns sodann von
der Giiltigkeit der folgenden drei Aussagen

(a) es gibt eine surjektive stetige Abbildung C — C x C',
(b) es gibt eine surjektive stetige Abbildung C — [0,1] ,

(¢) jede stetige Abbildung C — [0,1] x [0,1] 148t sich fortsetzen zu einer stetigen
Abbildung, die auf dem ganzen Intervall [0,1] definiert ist.

Sobald wir diese Dinge gezeigt haben, werden wir fertig sein. Denn mit Hilfe von (a)
und (b) konnen wir eine surjektive stetige Abbildung erhalten

foo S oxoe Y 0,1 x0,1].

Wegen (c) konnen wir die Abbildung f zu einer stetigen Abbildung auf ganz [0, 1]
erweitern. Die resultierende stetige Abbildung [0,1] — [0,1] x [0,1] ist nun automa-
tisch surjektiv. Der Grund ist hochst kurios. Namlich die konstruierte Abbildung hat als
Einschrinkung auf C ja gerade die oben f genannte Abbildung, und die war schon
surjektiv.

Nun zur Cantor—-Menge! Man kann sie sich vorstellen, wenn auch vielleicht nicht beson-
ders gut. Sie entsteht aus dem Intervall [0,1] indem man aus diesem das offene mittlere
Drittel wegléfit; aus den entstehenden beiden Intervallen [0,1/3] und [2/3,1] wieder
jeweils das mittlere Drittel; und so fort, ad infinitum.

Die Konstruktion 148t sich pragnant beschreiben mit Hilfe der triadischen Entwicklung
der reellen Zahlen (d.h. dem Analogon der Dezimalbruch-Entwicklung, wo eben die 10
durch die 3 ersetzt ist). Jede Zahl aus [0,1] hat eine Darstellung der Art

oo

%)
xzzg,wHMﬁ,

=1



wo, wie auch sonst, die vorkommende unendliche Summe aufzufassen ist als der Limes
der entsprechenden Partialsummen,

n

. a;

lim —

n—oo 4 3
=1

Wie man es von der Dezimal-Entwicklung kennt, so ist auch die triadische Darstellung
nicht in allen Fillen eindeutig. Wir schauen genauer hin. Seien also

a; b;
2wl v=2 g
=1 =1
zwei Ausdriicke, die moglicherweise dieselbe reelle Zahl darstellen, von denen wir aber
annehmen wollen, daf sie verschieden sind. Bezeichne m die erste Stelle, wo die beiden
sich unterscheiden. Es ist m > 1 und wir haben

a; =b; fir i<m—1, aber a, # by,

und 0.B.d.A. a,, < b,, . Die Differenz y — x konnen wir nun schreiben als

by am = a4 b
(3—m—3—m>—<2 3~ 2 3—>

i=m+1 i=m+1
Wegen
o0 o0 oo
a; b; 2 2 1 1
DRI DI D D B R (R S
1=m-+1 1=m-+1 1=m-+1

ist der Subtrahend < 3%1 , und fiir das Gleichheitszeichen ist es notwendig, daf} alle a;
gleich 2 und alle b; gleich 0 sind. Abgezogen andererseits wird von (b, — @) 3Lm ,
wo der Faktor (b, —a,,) entweder gleich 1 oder gleich 2 ist. Damit y —z = 0

gelten kann, miissen wir also haben

Am41 = Om42 =+ = 2

bit = bmgs =+

und b, = a,, + 1 . Letzteres bedeutet iibrigens, daf} eines von a,, und b,, gleich 1
sein muf} (da ja nur die Werte 0,1,2 in Frage kommen).

Unsere Uberlegung gestattet noch die folgende Schlufifolgerung, die wir weiter unten
verwenden werden: Wenn m die erste Stelle ist, an der die Ausdriicke fiir = und y
sich unterscheiden und wenn (in der obigen Notation) b, = 2, a,, = 0, dann ist

notwendigerweise |y — x| > I



Die Cantor—Menge C' sei jetzt definiert als

C = {:CE[O,l]

oder, was auf dasselbe hinauslduft: C besteht aus all denjenigen reellen Zahlen aus
[0,1] , die eine triadische Entwicklung haben, in der die Ziffer 1 nicht vorkommt.

Es ist zum Beispiel % € C,daja % = >, % . Andererseits zeigt die vorstehende

Diskussion, daf} jeder Punkt der Cantor—Menge eine eindeutige triadische Darstellung

hat, in der die Ziffer 1 nicht vorkommt. Wie wir gesehen haben, gilt auch dies: Wenn

zwei solche Ausdriicke sich an der m—ten Stelle unterscheiden, dann ist ihre Differenz,
1

dem Betrage nach, mindestens 5 .

Wir kommen jetzt zum Beweis der obigen drei Aussagen (a), (b), (c) .

zu (a) Die Abbildung C — C x C', x +— (2/,2”), ist ein mathematisches Modell
vom Reiflverschluf3; sie ist gegeben durch

(CLl,CLQ,CLg,...) — ( (a17a37a57~") ’ (a27a47a67"') )

a/.
wobei x = 23—2 die triadische Entwicklung von x bezeichnet (ohne Einsen, also

auch eindeutig bestimmt).

; b; 1
1. die Abbildung ist stetig — denn seien =) % und y =) 3—2 mit |z—y| < 320 -
Dann unterscheiden sich (a1,...) und (by,...) nicht vor dem Index 2n+1 und somit

(a1,as,...) und (by,bs,...) nicht vor dem Index n + 1 ; folglich ist

2 2 1
3n—|—1 + 3n—|—2 + o = 3_n

2" —y| <

Die zweite Komponente behandelt man dhnlich.

2. die Abbildung ist surjektiv — denn zu 2’,2” € C erhilt man durch “Mischen”
der dazugehorigen Folgen ein Urbild. (Tatséchlich ist die angegebene Abbildung sogar
bijektiv und in beiden Richtungen stetig; wir brauchen das aber nicht.)

zu (b) Die Abbildung C — [0,1] wird so definiert. Zunéchst identifieren wir den
Punkt % mit der dazugehorigen Folge (ai,as,as,...) (hier benutzen wir die

Eindeutigkeit der Darstellung von Punkten der Cantor-Menge). Die erhaltene Folge ist
nun eine 0 — 2— Folge in dem Sinne, dafl jedes der Folgenglieder entweder eine 0 oder
eine 2 ist. Aus der 0 — 2— Folge machen wir eine 0 — 1— Folge auf die einfachst-
mogliche Weise. Wir dividieren néamlich jedes der Folgenglieder durch 2 . Wir erhalten
so die 0 — 1—Folge (a1/2,a2/2,a3/2,...). Aus dieser 0 — 1—Folge schlielich ver-
schaffen wir uns wieder eine reelle Zahl. Namlich wir nehmen die dazugehoérige duadische
Darstellung. Kurz gesagt, die Abbildung ist gegeben durch

i i/2
% — X%




1
1. die Abbildung ist stetig — denn wenn |z — y| < gn 7 5O unterscheiden sich die

dazugehorigen Folgen nicht vor dem Index n + 1 ; folglich

. : 1 1 1
| Bild(z) — Bild(y)| < IES! + i3 + ... = 70

2. die Abbildung ist surjektiv — denn jede reelle Zahl besitzt eine Darstellung im
duadischen System.

zu (c) Um die verlangte Erweiterung der Abbildung zu definieren, gehen wir die Kom-
ponenten des Komplements von C' einzeln durch. Das Komplement von C enthélt:

1 2 i . .
° ( ) , das offene Intervall, das aus den x = ) % besteht mit a; = 1. Die
1

33
Endpunkte 3 bzw. 2 gehoren beide zu C' (wegen 1 = &+ +---) . Wir erweitern

f auf dieses Intervall, indem wir f dort als lineare Funktion definieren,

(o G9) = 1) () (). e

Die Definition ist sinnvoll, weil f auf den Randpunkten schon vorher definiert war (die
Randpunkte gehoren ja zu C', wie eben angemerkt wurde).

° (0 + 3—12 , 0+ 32—2) und (% + 3% , ; + %) , die beiden offenen Intervalle, die
aus denjenigen Zahlen bestehen, wo die zweite Ziffer in der triadischen Entwicklung eine
1 ist, die erste Ziffer aber nicht; wie oben gehoren die Randpunkte wieder zu C', so
dal wir f wieder linear erweitern kénnen. Und schliefflich, allgemein (fiir jedes n ),

° (Zi:l %—k pras Doict %—k W) , die 2™ offenen Intervalle, wo jedes der

a; entweder 0 oder 2 ist. Auch auf diesen Intervallen wird f wieder linear erweitert.

Mit der Konstruktion erhalten wir insgesamt eine Erweiterung von f auf ganz [0,1] ;
etwas mifbrauchlich wollen wir die erweiterte Abbildung ebenfalls mit f bezeichnen.
Wir miissen noch nachweisen, daf3 die konstruierte Abbildung stetig ist. Dazu unter-
suchen wir die lokale Stetigkeit in einem Punkt z . Wir unterscheiden Fille.

1. FAaLL. z ¢ C

Der Fall bedeutet, dafl = in einem der Intervalle liegt, in denen f als lineare Funktion
definiert worden ist; und zwar liegt = im Innern des fraglichen Intervalls. Die Stetigkeit
ist klar in diesem Fall.

2. FAaLL. z € C

Wir benutzen folgende Bemerkung. Wenn f bei z nicht stetig ist, dann gibt es eine
gegen x konvergente Folge, deren Bildfolge nicht (oder zumindest nicht gegen f(x) )
konvergiert. Um zu zeigen, dafl das hier nicht vorkommen kann, betrachten wir eine
Folge (z,,) in [0,1] mit lim z, =z .

Als Hilfsmittel bestimmen wir zunéichst zu der gegebenen Folge (x,) eine andere Folge,
deren samtliche Folgenglieder in C' liegen. Dazu wird jedes x,, & C ersetzt durch einen

6



der beiden Randpunkte z/, des Intervalls, in dem z,, liegt; und zwar wird der Rand-
punkt z/, so bestimmt, dafl fiir den anderen Randpunkt z! gilt |f(x)) — f(z)] >
|f (/) — f(x)| . Die Abbildung f ist auf dem Intervall eine lineare Abbildung, wir
haben also als Konsequenz, dafl |f (z,) — f(z)| < |f(«))— f(z)| (oder?). Es wird
somit geniigen zu zeigen, dafl die Folge (f(z])) gegen f(x) konvergiert. Fiir eine
weitere Fallunterscheidung nehmen wir zunéchst nun an, dal die vorgegebene Folge

noch die folgende Bedingung erfiillt:
(*) In jedem der Intervalle des Komplements von C' liegen nur endlich viele der z,, .

Wenn die Bedingung (*) erfiillt ist, konnen wir sicher sein, dafl mit der Folge (z,,)
auch die Folge (x]) gegen z konvergiert. Denn wenn man aus unseren fraglichen
Intervallen eine Folge bildet, in der jedes Intervall nur endlich oft vorkommt, so geht
die zugehorige Folge der Langen gegen null; also geht auch die Folge der Differenzen
(x!, — ) gegen null.

Nun ist aber (x],) eine Folgein C', sie konvergiert gegen = (wegen unserer Annahme),

und die Funktion f ist auf C stetig. Es folgt, da lim f (x}) = f(z) .

Schliefilich miissen wir noch den Fall betrachten, wo die Bedingung (*) nicht erfiillt ist;
das heiflt, daB es ein Intervall I des Komplements von C gibt, in dem unendlich viele
der Folgenglieder liegen. Es folgt sofort, da x ein (Rand—)Punkt von I sein muf. Da
die Funktion f auf I linear ist, konnen wir die Folgenglieder in [ ignorieren. Die
Teilfolge der restlichen Folgenglieder ist nun entweder endlich (in dem Fall ist nichts
mehr zu beweisen) oder unendlich. In jedem Fall erfiillt sie die Bedingung (*) . Denn
es gibt keine zwei unter den fraglichen Intervallen, die einen Randpunkt gemeinsam
hétten. Wir haben uns somit auf den Spezialfall zuriickgezogen. 0

Was Peano-Kurven allgemein angeht, sei hier nur folgendes angemerkt:

1. Um eine stetige surjektive Abbildung R! — R! x R! zu konstruieren geht man
ganz genauso vor, nur daffl man beginnt mit reellen Zahlen der Form
ay as

o 3™ g 3L i =
a + G—m+1 + + ap + 3 + 32 +

2.Ist f:R! — R! x R! stetige und surjektive Abbildung, so erhiilt man eine stetige
surjektive Abbildung R! — R! x (R1 X Rl) als Komposition der Abbildungen

R' L R x RY 22 RS (R < RY)

Durch Induktion erhélt man hieraus fiir jedes n eine stetige und surjektive Abbildung
R! — R™ .

Ich habe schon betont, dal der Satz von der topologischen Invarianz der Dimension
schwierig zu beweisen ist, aber in einem speziellen Fall ist er doch relativ einfach, und
diesen Fall will ich hier behandeln.

SATZ. Fiir kein n > 1 ist es richtig, da R' und R™ topologisch édquivalent sind.



Der Beweis ist dadurch &uflerst interessant, dafl er eine fiir die Topologie typische
Schluiweise illustriert. Die grundlegende Idee besteht darin, dafl man einem Raum
gewisse “diskrete Strukturen” zuordnen kann mit den folgenden beiden Eigenschaften:

1. Die zugeordnete Struktur ist “topologisch invariant”; das heiffit, wenn X und Y
topologisch dquivalent sind, dann sind auch die zugeordneten Strukturen &quivalent.
(In unserem speziellen Fall wird die zugeordnete Struktur eine diskrete Menge sein, und
dquivalent wird in dem Fall heilen gleiche Anzahl von Elementen).

2. Die zugeordnete Struktur ist “berechenbar”. (In unserem Fall wird die Menge endlich
sein und wir kénnen die Anzahl ihrer Elemente einfach abzédhlen).

Die hier interessierende Struktur ist die Menge der Weg—Zusammenhangs—Klassen; die
Konstruktion geht so: Sei X ein Raum. Zwei Punkte z,y € X heiflen wege-dqui-
valent, wenn es einen Weg in X gibt, der sie verbindet; das ist, nach Definition, eine
stetige Abbildung

w: [0,1] — X
mit w(0) =z und w(l)=vy.
Die Wege-Aquivalenz ist eine Aquivalenz-Relation; die Nachpriifung erfordert keinen
Tiefsinn:

Symmetrie: Ist w: [0,1] — X stetige Abbildung mit w(0) =2 und w(l) =y, so
ist auch w’ :[0,1] — X | die Komposition der stetigen Abbildungen

[0,1] — [0,1] — X
t—1—t+— w(l—t)

wieder stetig, und es gilt w'(0) = w(1l) =y und w'(1) =w(0) ==z .

Transitivitdt: Seien v,w : [0,1] — X Wege mit v(0) =z, v(1
z . Dann gibt es auch einen Weg von = zu =z,

N—
I
g
—
(=)
N—
I
<
g
—~
—_
N—
I

v(2t) wenn 0
u(t) :== )
w(2t —1) wenn

DEFINITION. mX , die Menge der Weg-Zusammenhangs—Klassen, ist die Menge der
Aquivalenzklassen von Punkten von X unter der angegebenen Aquivalenzrelation.

BEISPIELE. 1. mR"™ hat nur ein Element — denn zu z,y € R™ gibt es den Weg
t—x+t(y—x), tel0,1], der die beiden verbindet.

2. mo (]Rl - 0) hat zwei Elemente — zunéchst gibt es hdchstens zwei Elemente. Denn
je zwei positive reelle Zahlen sind wege—dquivalent: ¢ +— = +t(y — ) ist fiir positive
rz und y ein Weg in den positiven reellen Zahlen. Ebenso sind je zwei negative Zahlen
wege—dquivalent. Andererseits gibt es aber auch mindestens zwei Elemente, denn ein
Weg zwischen einer positiven und einer negativen Zahl trifft notwendigerweise die 0 ;
dies sagt der Zwischenwertsatz aus der Analysis.



3. m (R™—0) hat nur ein Element fiir n > 2 — denn seien z,y € R" — 0. Im
Falle, wo die Strecke x+t(y—=x), t € [0,1] , den Punkt 0 nicht trifft, sind x und y
wege-dquivalent in R™—0 vermoge dieser Strecke. Wenn andererseits 0 auf der Strecke
x+t(y—x) liegt, so wihlen wir irgendeinen Punkt a , der nicht auf der Geraden durch
x und y liegt (das geht wegen n > 2 ); = und y sind dann jeweils wege-fquivalent
zu a in R™ —0 (der vorige Fall ist anwendbar) und somit auch untereinander.

SATZ. Fiir n>2 sind R' und R™ nicht topologisch &dquivalent.

Entgegen der Behauptung nehmen wir an, sie wéren es doch. Wir nehmen also an, dafl es
zueinander inverse stetige Abbildungen

f: Rl —R" und ¢g: R® — R!

gibt, und wir wollen diese Annahme zum Widerspruch fiihren. Der Bequemlichkeit hal-
ber wollen wir hier zusétzlich auch noch annehmen, dafl f(0) = 0. Diese zusitzliche
Annahme ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Denn sei etwa f(0) = z . Nun gibt
es zweifellos eine bijektive und in beiden Richtungen stetige Abbildung A : R" — R”
mit h(z) =0 ; z.B. die Abbildung x +— x— 2z . Wir brauchen also nur die Abbildung f
zu ersetzen durch die zusammengesetzte Abbildung ho f und entsprechend die Abbil-
dung ¢ durch goh™!,wo h~! die Umkehrabbildung von h bezeichnet. Wir nehmen
also jetzt an, f(0)=0.

Der Trick ist nun, die beiden folgenden eingeschrankten Abbildungen zu betrachten
f': R'—0 — R"—0 und ¢ : R"—0 — R'—0 .

Da diese Abbildungen ebenfalls zueinander invers sind, liefern sie eine topologische
Aquivalenz zwischen R! —0 und R™ —0.

Das kann aber nicht sein — denn betrachte f/'(+1) und f’(—1): diese sind in R"—0
durch einen Weg verbindbar ( 7y (R™ — 0) hat nach Beispiel 3 nur ein Element ) . Aus
unserer omindsen topologischen Aquivalenz schlieBen wir, dal dann auch +1 und —1
in R!—0 durch einen Weg verbindbar sind. Andererseits wissen wir aber auch, dafl dem
nicht so ist (Beispiel 2). Wir haben einen Widerspruch erhalten. U

BEMERKUNG. Der Punkt bei der obigen SchluBweise ist der: Wenn die stetige Abbildung
w: [0,1] — R™ — 0 einen Weg in R™ —0 von f'(+1) zu f’(—1) gibt, so gibt die
zusammengesetzte Abbildung w’ = ¢’ ow einen Weg in R' — 0 von

+1 = g (f'(+1)) zu 1 = ¢(f(-1))

— was ja nicht sein kann.

Die Konstruktion X —— 7wy X ist ein einfaches Beispiel einer sogenannten topologischen
Invariante. Das Beispiel ist geeignet, um einige formale Aspekte herausstellen, die man
sich gut merken kann, und die — mehr oder weniger — den Begriff der topologischen
Invariante ausmachen:



a. Zu jedem Raum gehért ein “Ding” — im vorliegenden Fall ist dem Raum X die
Menge w9 X zugeordnet.

b. Zu jeder stetigen Abbildung von Raumen gehért eine Abbildung der zugeordneten
Dinge — im vorliegenden Fall ist der Abbildung f : X — Y eine Abbildung (von
Mengen) m f zugeordnet,

mof: mgX — mY .

Wenn [z] die Wege Aquivalenz-Klasse von 2 bezeichnet, so ist diese Abbildung
definiert durch

[z] — [f(2)] ;
wobei wir noch nachzupriifen miissen, dafl letztere Zuordnung wohl-definiert ist,

2] = ] = [f@)] = [fy)] -

Nun bedeutet aber “ [x] = [y]”, es gibt einen Weg von z zu y, d.h. eine stetige
Abbildung
w: [0,]] — X mit w0)=z, wl)=y .

Dann ist die Abbildung w’ = f o w , die Komposition der stetigen Abbildungen

0,1 “ x L v,

ein Weg mit

c. Die Zuordnung f +—— mgf respektiert Komposition von Abbildungen: wenn
f: X—Y, g:Y—Z7
stetige Abbildungen sind, dann ist mp(go f) = mog o mp f . Klar, denn
mo (9o f) [x] = [(gof)(x)] =

Def. von_7r0(g of)

[9(f())] = mog ([f(@)]) =

Def. von mg g Def. von mg f

mog (7o f([z])) = mogomo f([z]) -

d. Die identische Abbildung auf X induziert die identische Abbildung auf my X ,

0 idX = idﬁOX .

Fiir den Sachverhalt, der durch die Eigenschaften a. — d. ausgedriickt ist, sagt man
auch, dafl die Zuordnung

Xr—mX, (f:X—Y)— (nof: moX —mY)
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funktoriell ist, oder auch, daf} sie “ein Funktor” ist.
Die Eigenschaften a. — d. implizieren formal eine weitere, ndmlich
X und Y topologisch dquivalent — myX und myY sind isomorphe Mengen.

Denn seien f: X — Y und ¢g:Y — X stetige Abbildungen mit fog=1idy und
go f=1idx . Dann gilt:

= = d = .dﬂ_
mofomoyg = mo(fog) o o idy o idr,y

und ebenso auch mygomy f = id;, x . Das heiflt, 7o f und myg sind zueinander
inverse Abbildungen zwischen 79 X und mY .

Letzteres mag man ansehen als eine formalisierte Version (und Verallgemeinerung) un-
serer fritheren Uberlegung, daf R' —0 und R™—0 fiir n > 2 nicht topologisch fqui-
valent sind: Die beiden Rdume konnen nicht topologisch dquivalent sein, da 7 (Rl — 0)
und 7y (R™ — 0) nicht isomorphe Mengen sind.

Wir wollen jetzt noch kurz eine topologische Invariante erfinden, mit der wir R? von
R3 unterscheiden kénnen (sofern wir nur bereit sind, gewisse Dinge plausibler Art als
Tatsachen zu akzeptieren). Mit demselben Trick wie vorher ziehen wir uns zunéchst auf
die Behauptung zuriick, daB R? — 0 und R3 — 0 nicht topologisch dquivalent sind.

Wir lassen uns von der Idee leiten, daB die Lécher in R?> — 0 und R?® — 0 von
verschiedenem Typ sein sollten. Um den Unterschied dingfest zu machen, untersuchen
wir, ob etwa eine Schlinge um das Loch herum zusammengezogen werden kann ohne
das Loch zu treffen. Unsere Vermutung ist, daf§ das im zweiten Falle geht, im ersten
aber nicht.

Es bezeichne S!' die 1-dimensionale Sphéire (= Kreislinie)
St = {x€R2 | ||33||:1} )
Wenn X ein Raum ist, dann bezeichne

{Sl ) X} = Menge der stetigen Abbildungen S* — X .
( = “Menge der Schlingen in X”') .

Dies ist eine sehr grofie (und sehr uniibersichtliche) Menge, an der wir nicht so sehr
unmittelbar interessiert sind. Vielmehr interessieren wir uns fiir eine bestimmte Aqui-
valenzrelation auf der Menge der Schlingen, und was wir letztlich betrachten werden, ist
die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich dieser Aquivalenzrelation. Die Aquivalenz-
relation wird als Deformations-Aquivalenz (oder Homotopie) bezeichnet; die Aquivalenz-
klassen heilen Deformationsklassen (oder Homotopieklassen). In der vorliegenden Situ-
ation wird die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen S! — X mit [S L X }
bezeichnet.
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Nun zur Definition der Aquivalenzrelation. Wir wollen sagen, dafl zwei Abbildungen
fo, fi : S' — X deformations—dquivalent sind (oder “homotop” — diese Worte
bedeuten dasselbe), wenn es eine stetige Familie von stetigen Abbildungen gibt,

fi: St — X, te[0,1] ;

also eine Art Interpolation zwischen fy und f; .

Es sei hier angemerkt, dafl natiirlich der Begriff der stetigen Familie von stetigen
Abbildungen einer Prézisierung bedarf. Doch zunéchst gebe ich einige Beispiele an.
Die in diesen Beispielen behaupteten Sachverhalte sind durchweg nicht—trivial (und
sogar einigermaflen aufwendig zu beweisen), sie sind am besten daher aufzufassen als
inoftizielle Mitteilungen.

1. Die Menge [Sl , R3 — O] besteht aus nur einem Element—oder, was auf dasselbe
hinauslduft, jede Schlinge in R3 — 0 kann stetig deformiert werden in jede beliebige
andere, z.B. in die konstante Abbildung S!' — R3® -0, 2+ e; (wo e; einen Punkt
aus R3 — 0 bezeichnen soll; etwa den ersten Basisvektor).

Wie schon angedeutet wurde, ist dies ein nicht-trivialer Satz. Um sich eine Vorstellung
von der Komplexitdt der Dinge zu machen, sollte man sich folgendes klarmachen: Be-
zeichne S? die zweidimensionale Sphére, S* = {z €R? | |lz| =1} . Es gibt eine
stetige Abbildung S' — R3 — 0, deren Bild die ganze S? enthilt — eine solche
Abbildung kann man relativ leicht mit Hilfe der Peano-Kurve konstruieren.

2. Die Menge [S 1 R? — 0} hat abzéhlbar viele Elemente. Diese sind klassifiziert durch
die Windungszahl der jeweiligen Schlinge um den Nullpunkt.

Repréasentanten einiger Elemente und die zugehorige Windungszahl :

(Windungszahl:) —1 0 +1 +2

3. Die Zuordnung X —— [Sl, X } ist funktoriell in dem Sinne, wie wir es im An-
schlu an die Konstruktion von my X bereits diskutiert haben. (Dies — zur Abwechslung
— ist nicht so schwierig.)

Die letzte Sache liefert: Sind X und Y topologisch dquivalent, so sind die Mengen
[S X } und [S L Y} isomorph. Mit 1. und 2. bekommen wir so das annoncierte
Hilfsmittel, um R? — 0 und R3 — 0 unterscheiden zu kénnen. 0
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Noch eine Bemerkung zum genannten Begriff der stetigen Familie von stetigen Abbil-

dungen
fe: St — X, te[0,1]

Statt von einer Familie von Abbildungen zu reden, kann man sich hier zuriickziehen auf
die Betrachtung einer einzigen Abbildung. Das geht auf zwei Weisen:

1. man definiert eine Abbildung F: [0,1] x St — X | (t,8) — fi(s) ;
2. man definiert eine Abbildung ¢ : [0,1] — {Sl, X} , t— fi .

Auf dem mengentheoretischen Niveau ist das mehr oder weniger dasselbe; das eine
ist nur eine Umformulierung des andern. Wenn man nun den Begriff der Stetigkeit
préazisieren will, so gibt es bei der ersten Beschreibung eine naheliegende Losung: man
verlangt einfach, dafl die ganze Abbildung F stetig ist. Bei der zweiten Beschreibung
mochte man analog vorgehen (Stetigkeit von ¢) , es ist aber zunéchst nicht einmal so
ganz klar, was dies heiflen soll.

Bei Gelegenheiten wie dieser stellt es sich als wichtig heraus, dal man iiber eine allge-
meine Sprache verfiigt, die es gestattet, Aussagen iiber “Raume” allgemeinen Typs und
“stetigen Abbildungen” zwischen diesen zu formulieren.
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Topologische Riaume

Ziel der Begriffsbildung ist es, mit wenig Miihe sich einen allgemeinen Rahmen zu ver-
schaffen, in dem es sinnvoll ist, von stetigen Abbildungen zu reden.

Ich will an Bekanntes ankniipfen, ndmlich an die e—d—Definition der stetigen Abbil-
dungen. Zur Formulierung der e—0—Definition braucht man einen Raum, in dem ein
Abstands—Begriff erklirt ist; so etwas nennt man einen metrischen Raum.

DEFINITION. Eine Distanzfunktion auf einer Menge X ist eine Abbildung in die nicht-
negativen reellen Zahlen, d: X x X — Ry | (z,y) — d(x,y) , die den folgenden
Bedingungen geniigt:

— d(r,y) =0 <= z=y

—  d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Die Menge X zusammen mit der Distanzfunktion d heift ein metrischer Raum.
BEISPIELE. 1. Jeder normierte Vektorraum V' ist ein metrischer Raum: wenn | || die
Norm auf V' bezeichnet, so ist die Distanzfunktion gegeben durch d(v,w) = ||lv —w]|] .
2. Jede Untermenge eines metrischen Raumes ist wieder ein metrischer Raum: man
nimmt die eingeschrinkte Funktion als Distanzfunktion.

Sobald man eine Distanzfunktion hat, kann man Begriffe wie Kugeln erklaren. Wie
iiblich gibt es davon zwei Sorten: offene Kugeln und abgeschlossene Kugeln.

Sei X metrischer Raum mit Distanzfunktion d . Sei € eine positive reelle Zahl. Fiir
x € X definiert man die

{offene } - Kugel { U(r,e) ={ye X |d(z,y) <e} }

abgeschlossene B(z,e) ={y € X | d(z,y) < e}

Man kann auch Stetigkeit erkldren.

Sei f: X — Y Abbildung von metrischen Rdumen. Sei = ein Punkt aus X . Wir
sagen, f ist stetig im Punkt x € X , wenn folgendes gilt: fiir jedes & > 0 existiert
ein § >0 mit d(z,y) <0 = d(f(z), f(y)) < e ; oder, was dasselbe ist,

f(U(z,0)) C U(f(x),e) .

Wie iiblich kénnen wir nun sagen, daf§ die Abbildung f stetig (schlechthin) heiflen soll,
wenn sie in allen Punkten von X stetig ist.

Kann man die Definition der Stetigkeit so umformulieren, dal ¢ und  nicht mehr
explizit vorkommen? Wir benotigen eine neue Vokabel.
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DEFINITION. Sei x ein Punkt aus X , wo X ein metrischer Raum ist. Sei U eine
Teilmenge von X . Wir wollen sagen, dal U eine Umgebung von x ist , wenn ein
€ > 0 existiert, so dafl

U(z,e) C U .

SATZ. Sei f: X — Y eine Abbildung von metrischen Rdumen und sei x € X . Es
ist f stetigin x genau dann, wenn zu jeder Umgebung V von f(x) eine Umgebung
U von z existiert mit f(U)CV .

BEWEIS. “=" Sei die Umgebung V von f(z) vorgegeben. Nach Definition von
Umgebung existiert ein ¢ > 0, so dafl U(f(x),e) C V . Wegen der Stetigkeit in =
existiert ein 6 > 0 mit f(U(z,d)) C U(f(z),e) . Wir setzen U := U(zx,d) . Dann ist
U Umgebung von =z und f(U)CV .

“«<7 Sei € >0 vorgegeben. Dann ist U(f(z),e) Umgebung von f(z). Wegen der
Annahme existiert eine Umgebung U von x mit f(U) C U(f(z),e) . Nach Definition
von Umgebung nun existiert ein 6 > 0 mit U(x,d) C U . Es folgt f(U(z,0)) C

U(f(x),e) . d

Konnen wir diese Definition weiter so umformulieren, dafl Punkte nicht mehr explizit
genannt werden? Anders gesagt, konnen wir die globale Stetigkeit definieren ohne vorher
von der lokalen Stetigkeit reden zu miissen? Wir bené6tigen eine neue Vokabel.

DEFINITION. Eine Teilmenge O C X heifit offen, wenn sie zu jedem ihrer Punkte noch
eine ganze Umgebung enthélt.

BEISPIELE. 1. Eine offene Kugel im Sinne der oben gegebenen Definition ist eine offene
Menge. Es ist klar (oder?), dal das aus der Dreiecksungleichung folgt.

2. Sei x € X und sei U Umgebung von =z ; dann enthélt U noch eine offene Umge-
bung, d.h. eine Umgebung, die gleichzeitig eine offene Menge ist. Denn nach Definition
von Umgebung enthélt U z.B. noch eine offene Kugel.

SATZ. Sei f: X — Y Abbildung von metrischen Raumen. Es ist f stetig genau
dann, wenn fiir jede offene Teilmenge O’ des Zielraumes Y gilt, daBB f=1(O’) eine
offene Menge in X ist (“Urbilder offener Mengen sind offen”).

BEWEIS. “="7 Sei O’ offenin Y undsei x € f~1(0’) . Zu zeigen: f~1(0’) enthilt
eine Umgebung von z . Weil O’ offen und f(z) € O' ,ist O" Umgebung von f(x) .
Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f existiert eine Umgebung U von x mit

f(U)cC O ,also UcC f~10).

“«<7” Sei V Umgebung von f(z). Zu zeigen: es gibt Umgebung U von z mit
f(U) c V. Die Umgebung V enthilt eine offene Umgebung V' von z (s. oben).
Wegen der Annahme ist f~'(V’) offen in X , und es gilt = € f~1(V’). Daher ist
f~1(V’) Umgebung von z . Wir setzen U := f~1(V'). O
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Wir nehmen die in dem vorstehenden Satz genannte Charakterisierung der Stetigkeit
zum Anlaf} fiir eine Definition.

DEFINITION. Ein topologischer Raum besteht aus
— einer Menge X ( = “unterliegende Punktmenge”) und
— einem System von Teilmengen von X , die offene Mengen genannt werden;

dabei soll dieses System gewissen naheliegenden Bedingungen formaler Art geniigen, die
wir spéter formulieren werden. Ein solches System wird auch als topologische Struktur
auf X , oder kurz als Topologie auf X bezeichnet.

Eine Abbildung zwischen topologischen Riéumen wird als stetig bezeichnet, wenn sie
die Bedingung erfiillt: Urbilder offener Mengen sind offen.

BEISPIEL. Einem metrischen Raum ist ein topologischer Raum zugeordnet: die unter-
liegende Menge ist dieselbe wie die des metrischen Raumes; die offenen Mengen sind
definiert sind als diejenigen, die wir auch frither schon so bezeichnet haben (d.h., es sind
diejenigen Teilmengen, die mit jedem ihrer Punkte noch eine Kugel um diesen Punkt
enthalten). Etwas kiirzer (und nur ein wenig mifbriauchlich) werden wir auch sagen: ein
metrischer Raum st auch ein topologischer Raum.

Die Bedingungen (= “Axiome”), denen das System der offenen Mengen geniigen mu#f,
kann man am besten vielleicht so sich merken: Offene Mengen stelle man sich vor als
solche Mengen, die zu jedem ihrer Punkte noch eine ganze Umgebung enthalten (wobei
“Umgebung” ein bisher undefinierter Begriff ist!). Die Bedingungen lauten:

O1. Die leere Menge ist offen.

02. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist wieder offen.

(Denn wenn zwei Mengen “Umgebung” eines Punktes sind, so auch ihr Durchschnitt.
Ebenso ist auch der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen wieder offen (das
entsprechende Axiom folgt formal aus 02).)

03. Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist wieder offen.

(Denn jeder Punkt der Vereinigung liegt in einer der Mengen, und diese enthilt eine
ganze “Umgebung”, also enthilt auch die Vereinigung eine “Umgebung”.)

O4. Die ganze Menge X ist offen.

(Wegen O3 ist hierzu dquivalent, daf jeder Punkt in mindestens einer offenen Menge
liegt — oder in unserer inoffiziellen Sprechweise, dafl jeder Punkt mindestens eine
“Umgebung” besitzt.)

Zuriick nun zu den metrischen Raumen! Wir spezialisieren noch ein biichen mehr.

Sei V' ein normierter R—Vektorraum mit Norm || || . Wie wir schon gesehen haben,
kann man V' als metrischen Raum auffassen mit der Distanzfunktion d(z,y) = ||lz—y|| .
Diese induziert eine topologische Struktur auf V' durch die Vorschrift:
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Zusatz zu S. 17 (zur Aquivalenz von Normen)

Sei V' ein R —Vektorraum. Seien ||; und | |2 zwel Normen auf V .

Bezeichne Ug (z,7) die offene Kugel beziiglich der ersten Norm, mit Mittelpunkt x
und Radius r . Etc. (wie im Skript).

Sei C' positive Konstante.

BEHAUPTUNG. Es sind dquivalent:

1. Fir alle v ist |v]s <Clvlp .

2. Fiir jedes r > 0 ist B (0,7) C B (0,Cr) ; allgemeiner: Bqy (z,7) C B (z,Cr) .
3. Fiir jedes r > 0 ist Ug (0,7) C Ug (0,Cr) ; allgemeiner: Uqg (z,r) C Ug (z,Cr) .

BEWwWEIS. “1.= 2.” Die Behauptung von (2) ist: |[z—y)1 <r = |z—y|o <Cr.
Das ist aber klar wegen

lz—yhh <r < Clz—y1 <Cr und |z—yl2<Clz—y]|i.

“l. = 3.7 Die Behauptungist: |z—y|1 <r = |z—yl2 < Cr . Das geht genauso.

“2.= 1.7 Wenn v = 0, dann ist (1) klar; sei also v # 0. Dann ist B (0, |v]1)
definiert, und v € B (0, |v]1) . Folglich ist v € Bg (0,|v|1) C Bg (0,C|v|1) ; also
[vle <Cloly .

“3.= 1.7 Wie im vorigen Fall nehmen wir wieder an, dafl v # 0. Der jetzige Fall ist
ein wenig komplizierter als der vorige, da v ¢ Ugq (0, |v]1) .
Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen mit a,, > 1 und lim a, =1 (z.B. die Folge
anp =1+ 1/n). Dann ist T

v € Ug (0,anlv)r) (weil ja |v]1 < aplv|i)
also nach (3) auch v € Ug (0,Cayplv]1), d.h. |v]s < Caylv|s .

Das gilt nun fiir alle n. Da lim a, =1, folgt |v|s < C|v|; .

n—oo

FOLGERUNG.

Die beiden Normen | |; und | |2 heiflen dquivalent wenn positive Konstanten C' und
C" existieren, so daf fiir alle v € V gilt

|lv|e <Clv|; und |v]y <C'vls .
Nach dem obigen 148t sich dies auch so formulieren, daf fiir alle r gilt
Up (0,7) C Ug (0,Cr) und Ug(0,7) C Ug (0,C'r) ;
und allgemeiner auch:
Up (z,7) C Ug (x,Cr) und Ug(z,r) C Uy (x,C'r)
(fir alle z € V).



Eine Teilmenge O von V ist offene Menge in V genau dann, wenn gilt: fiir jedes
x € O existiert ein € > 0 mit U(z,e) C O . Nun gibt es Félle (die nicht einmal selten
sind) wo derselbe Vektorraum mit mehreren Normen versehen ist.

BEISPIELE. (a)

9 . euklidischer Norm
R mit )
Maximum—-Norm
(b) Der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf [0, 1]
Maximum-Norm | fllcc = max |f(z)]
z€[0,1]
mit L'-Norm 1l = SIS
1/2
L Norm 17l = (S 12"

Im Beispiel (a) sind die Normen édquivalent zueinander, in Beispiel (b) nicht. Was heifit
das fiir die topologische Struktur?

SATZ. Sei V ein R —Vektorraum. Seien | |y und | |2 zwei Normen auf V . Dann
sind gleichbedeutend:

1. Die Normen | |; und | |2 sind dquivalent.
2. Die Normen | |; und | |2 induzieren auf V dieselbe topologische Struktur.

BEwWEIs. “1. = 2.7 Zu zeigen: jede offene Menge beziiglich der ersten topologi-
schen Struktur ist auch offen beziiglich der zweiten, und umgekehrt. Sei O C V , sei
O offen beziiglich der ersten Struktur. Wenn z € O, so existiert (nach Definition)
ein ¢ > 0 mit Ug(x,e) C O. Wegen 1. existiert folglich auch ein ¢ > 0 mit
Ug (z,&') (CUg(z,e)) C O. Da das fiir alle z € O gilt, folgt (nach Definition),
daBl O offen beziiglich der zweiten Struktur ist. — Die Umkehrung geht analog.

“2. = 1.7 Zu zeigen: jede Kugel (um den Nullpunkt) beziiglich der ersten Norm
enthilt eine Kugel beziiglich der zweiten Norm, und umgekehrt. Sei Ugy (0,€) eine
Kugel beziiglich der ersten Norm. Dann ist Ugqy (0,¢) offen beziiglich der ersten topo-
logischen Struktur und wegen 2. deshalb auch offen beziiglich der zweiten Struktur. Also
existiert (nach Definition) ein ¢’ > 0 mit Ug (0,¢’) C Uq (0,¢) . — Die Umkehrung
geht analog. O

FoLGERUNG. Es gibt Fille, wo ein— und dieselbe Menge mit verschiedenen topolo-
gischen Strukturen betrachtet wird, ndmlich etwa, wie wir gerade gesehen haben, der
Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf [0,1] mit den von verschiedenen
Normen induzierten Topologien.

Dieses Phéinomen, dafl ein— und dieselbe Menge mit verschiedenen Topologien versehen
ist, kommt aber sonst in dieser Vorlesung nur selten vor.

In dem Zusammenhang ist noch ein Ihnen aus der Analysis bekannter Sachverhalt von
Interesse: Sei V' ein R—Vektorraum endlicher Dimension. Dann sind alle Normen auf
V' zueinander dquivalent. Mit dem obigen Satz folgt dann: Wie auch immer man sich
auf einem R™ eine Norm verschafft, die induzierte Topologie ist immer dieselbe.

17



Nach diesem Exkurs zu metrischen Rdumen wenden wir uns wieder den topologischen
R&umen allgemein zu.

Als heuristisches Prinzip hatten wir uns vorgestellt, dafl der axiomatische (= “nicht von
vornherein mit einem bestimmten Inhalt versehene”) Begriff der offenen Menge solche
Mengen bezeichnet, die zu jedem ihrer Punkte noch eine ganze “Umgebung” enthal-
ten (der Begriff “Umgebung” war dabei ein undefinierter Term; er ist aber, zumindest
fiir meinen eigenen Geschmack, doch etwas anschaulicher als der Begriff der “offenen
Menge”).

Kann man aus diesem heuristischen Prinzip einen wahren Sachverhalt machen? Um das
zu tun, muf} natiirlich gesagt werden, was denn eine “Umgebung” eigentlich sein soll.
Wir bendétigen eine neue Definition.

DEFINITION. Sei X ein topologischer Raum, sei x € X . Eine Teilmenge U C X
heiflt Umgebung von x , wenn eine offene Menge O in X existiert, mit € O C U .

Selbstversténdlich miissen wir uns hier fragen, ob der neue Sprachgebrauch mit dem
alten kompatibel ist in den Féllen, wo es eine Uberschneidung gibt. Das ist der Fall:

BEMERKUNG. Wenn X ein metrischer Raum ist, dann stimmt der neue Umgebungs-
begriff {iberein mit dem, den wir frither eingefithrt haben. Denn sei x € X ;

—ist U Umgebung von z im alten Sinn, so existiert £ >0 mit U(z,e) C U . Nun
ist U(z,e) offene Menge, also ist U auch Umgebung von z im neuen Sinn.

— ist umgekehrt U Umgebung von z im neuen Sinn, so existiert eine offene Menge
O mit = € O C U . Nach Definition der offenen Mengen in einem metrischen Raum
existiert ¢ > 0, U(x,e’) C O . Damit ist O und somit auch U Umgebung im alten
Sinn. O

Wir kénnen nun wieder einen Satz formulieren. Vom Inhalt her ist er nicht beson-
ders aufregend. Man mag ihn als Beleg dafiir ansehen, dafl uns bei unseren bisherigen
Sprachiibungen keine allzu groben Schnitzer unterlaufen sind.

SATZ. Sei X topologischer Raum. Sei W Teilmenge von X (genauer: W sei
Teilmenge der unterliegenden Menge von X ). Es sind dquivalent:

1. W ist offene Menge in X .
2. Die Menge W enthélt mit jedem ihrer Punkte noch eine ganze Umgebung.

BEwers. “1. = 2.7 Wenn x € W, dann ist W selbst Umgebung von z (nach
Definition von Umgebung).

“2. = 1.7 Wegen der Annahme 2. existiert zu jedem x € W eine offene Menge
O, mit v € Op CW. Esist U,y O CW (weil O, C W fiir alle z) und
W C U,ew Oz (jedes x € W liegt in einem der O, ) , alsoist W = J,cy O als
Vereinigung von offenen Mengen selbst wieder offen (Axiom O3). O
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Bei der Definition des topologischen Raumes haben wir den Begriff der offenen Menge
als den primitiven (oder axiomatischen) Begriff genommen und wir haben den Begriff
der Umgebung spéter daraus abgeleitet. Der vorige Satz macht plausibel, dafi man
auch umgekehrt vorgehen konnte, d.h. man koénnte den Begriff der Umgebung als den
primitiven Begriff nehmen und daraus den Begriff der offenen Menge dann herleiten.
Technisch gesehen lauft das darauf hinaus, daffl man ein geeignetes Axiomensystem fiir
Umgebungen angibt. Ein solches System kann man in Biichern finden; ich mochte hier
nicht weiter darauf eingehen. In der Praxis ist es meistens bequemer, mit offenen Mengen
zu arbeiten; der Unterschied ist aber nicht grof.

Das Hantieren mit offenen Mengen will ich jetzt illustrieren anhand von zwei wichtigen
Begriffsbildungen, ndmlich der Konstruktion von Unterrdumen einerseits und der von
Quotientenrdumen andererseits.

Im ersten Fall geht es um folgende Frage: Gegeben seien ein topologischer Raum X
und eine Untermenge Y in X (das konnte man etwas genauer (pedantischer?) auch so
formulieren, dal Y gegeben sei als Teilmenge der unterliegenden Menge von X ). Man
mochte in dieser Situation Y nun wieder als topologischen Raum auffassen koénnen.
Das geht auch in ziemlich naheliegender Weise. (Man denke an den entsprechenden
Sachverhalt bei metrischen Rédumen.)

Im zweiten Fall geht es um eine ganz analoge Frage, nur dafl man jetzt nicht eine
Untermenge von X betrachtet, sondern eine Quotientenmenge von X ; oder, was
dasselbe ist, die Menge von Aquivalenzklassen beziiglich einer Aquivalenzrelation auf
X (bzw. genauer wieder, der unterliegenden Menge von X ). Eine ganz wichtige
Bemerkung an dieser Stelle ist die, dafl es zwar bei der Frage, nicht aber bei ihrer
Antwort, eine verniinftige Entsprechung bei den metrischen Rdumen gibt. Das ist einer
der Griinde, warum es notwendig ist, topologische Réume iiberhaupt zu betrachten.

BEMERKUNG. Fiir das folgende beachte man, dafl zu einer Untermenge Y von X
immer eine ganz bestimmte Abbildung Y — X gehort. Diese Abbildung ist injektiv
und wird als die kanonische Inklusion bezeichnet.

Analog dazu gehort zu einer Quotientenmenge Z von X immer eine ganz bestimmte
Abbildung X — Z . Diese Abbildung ist surjektiv und wird als die kanonische Pro-
jektion bezeichnet.

DEFINITION UND SATZ. Sei ( X , System der offenen Mengen in X ) ein topologischer
Raum. Sei Y Untermenge von X . Folgende Vorschrift definiert eine topologische
Struktur auf Y , die sogenannte Unterraumtopologie:

Eine Teilmenge O’ in Y heifle offene Menge in Y genau dann, wenn es eine
offene Menge O in X gibt mit ONY =0O’.

Der Raum Y wird auch als ein Unterraum von X bezeichnet. Die Inklusion ¥ — X
ist stetige Abbildung.
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DEFINITION UND SATZ. Sei ( X , System der offenen Mengen in X ) ein topologischer
Raum. Sei Z eine Quotientenmenge von X und bezeichne ¢ : X — Z die kanoni-
sche Projektion. Folgende Vorschrift definiert eine topologische Struktur auf 2, die
sogenannte Quotiententopologie:

Eine Teilmenge O’ in Z heile offene Menge in Z genau dann, wenn ¢~ 1(O’)
offene Menge in X ist.

Der Raum Z wird auch als ein Quotientenraum von X bezeichnet. Die Abbildung
X — Z (die kanonische Projektion) ist stetig.

Es ist jetzt nachzuweisen, dafl die oben definierten Systeme wirklich topologische Struk-
turen auf der Untermenge Y bzw. auf der Quotientenmenge Z liefern; das heifit, es
ist nachzuweisen (in jedem der beiden Fille), dal die Axiome O1 — O4 gelten. Ich will
das hier nur fiir den Fall der Quotiententopologie vorfiihren:

Axiom O1: Die leere Menge ist offen,
aber q_l(@) = ist offen in X , also fOlgt (Def. der Quotiententopologie)
dafl auch ) offen in 7 .

Axiom O2: Der Durchschnitt von zwei offenen Mengen ist offen,
aber 0,0’ offenin Z <= ¢ '(O) und ¢ 1(0’) offenin X =
a1 O)NgHO)=¢ 1 (ONO') offenin X +— ONO’ offenin Z .
Axiom O3: Die Vereinigung von offenen Mengen ist offen,
aber O; , i € I, offene Menge in Z <= ¢ 1(O;) offen in X =
Uicr @ 50:) = ¢ (Ui Os) offenin X <= J,.;O0; offenin Z .
Axiom O4: Die unterliegende Menge selbst ist offen,
aber ¢71(Z) = X offenin X = Z offenin 7.

Es ist auch nachzuweisen, dafl die Abbildung X — Z stetig ist. Das ist aber klar
(oder?). O

Die Konstruktion von Quotientenrdumen gestattet es uns, eine sehr wichtige Idee auch
mathematisch zu erfassen; ndmlich diejenige, neue Rdume aus alten zu bekommen mit
Hilfe einer “Verklebe”-Konstruktion.

So kénnen wir etwa eine Strecke hernehmen und uns vornehmen, davon die Endpunkte
zusammenzufiigen. Ein Versuch, dies zu “mathematisieren” ist der folgende, den wir
jetzt ndher anschauen wollen.

Wir nehmen das Einheitsintervall [0,1] und betrachten hierauf eine geeignete Aqui-
valenzrelation: die Punkte 0 und 1 sind zusammen in einer Aquivalenzklasse, dagegen
enthilt jede andere Aquivalenzklasse nur jeweils einen einzigen Punkt. Der zugehorige
Quotientenraum (im Sinne der oben gegebenen Definition) wird bezeichnet als das In-
tervall mit identifizierten Endpunkten, [0,1] /0~1 .

In der Erwartung, dafl unsere “Mathematisierung” nicht ganz abwegig war, vermuten
wir, da8 der Raum [0,1] /0~1 topologisch dquivalent ist zum Kreis

St ={zeR? | |z|=1} = {z€C||z]=1}.
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Davon wollen wir uns jetzt iiberzeugen. Wir betrachten die Abbildung f: [0,1] — St |
s f(t) = et
Die Abbildung f nun definiert eine Abbildung auf der Quotientenmenge,
g: [0,1] /0~1 — S

(wir haben hier benutzt, da§ f(0) = f(1) ist), und es ist klar (oder?), dal letztere
Abbildung bijektiv ist. Um uns davon zu iiberzeugen, daf§ die beiden Rdume topologisch
dquivalent sind, miissen wir also nur noch zeigen:

(i) die Abbildung g ist stetig, (i) die Umkehrabbildung ¢! ist stetig.

Der Teil (i) ist eine Konsequenz aus der Definition der Quotiententopologie (und,
natiirlich, der Stetigkeit von f ). Man nimmt ihn am besten in allgemeiner Form zur
Kenntnis.

SAaTz. Sei f : X — Y stetige Abbildung. Sei Z Quotientenraum von X (mit
der Quotiententopologie!). Bezeichne q : X — Z die Projektion. Es gelte, daf} die
Abbildung f iiber den Quotientenraum Z faktorisiert (als Abbildung von Mengen);
das heil3t, dafl eine Abbildung ¢ : Z — Y existiert, so daf3

f=goq .

Dann ist g stetige Abbildung.
BEMERKUNG. Es ist klar (oder?), dafl die Abbildung ¢ eindeutig bestimmt ist.

BEWEIS DES SATZES. Sei O C Y offen. Zu zeigen, ¢g—!(O) ist offen in Z . Nach
Definition der Quotiententopologie heifit das, da ¢~* (¢97'(O)) offen in X ist. Aber
g ! (g_l(O)) = f"YO) ,und f~1O) ist offen wegen der Stetigkeit von f . O

Zuriick zu unserer speziellen Abbildung
g: [0,1] JO~1 — S*.

Um die Stetigkeit der Umkehrabbildung ¢~! nachzuweisen, miissen wir zeigen: g
bildet offene Mengen auf offene Mengen ab (fiir den hier behaupteten Sachverhalt sagt
man auch, daf§ g eine offene Abbildung ist). Sei also O C [0,1] /0~1 offene Menge,
und sei z € O . Zu zeigen, g(O) enthilt noch eine Umgebung von g(x) in S!.

Bezeichne ¢: [0,1] — [0,1] /0~1 die Projektion. Wir unterscheiden zwei Félle.

1. Fall. = # q(0) (und deshalb auch x # q(1) ).

Dann enthélt ¢~'(O) ein Intervall (z—e, z+¢) . Folglich enthélt g(O) = f (¢ '(0))
den Kreisbogen '
{e™ | t € (z—¢, z+e) } .
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Dieser Kreisbogen ist eine Umgebung von g(z) in S! (Unterraumtopologie von S?
in C), denn der Kreisbogen enthélt sicherlich den Durchschnitt von S mit einer
hinreichend kleinen (Kreis—)Umgebung von g(x) in C.

2. Fall. = = q(0) = ¢q(1) .

Dann ist ¢~ !(O) offene Teilmenge von [0,1], die 0 und 1 enthilt; folglich existiert
ein € >0 mit [0,e) U (1—¢,1] C ¢7*(0), und g¢(0O) = f(¢7*(O)) enthélt wieder
einen Kreisbogen, némlich {e*™ |t € (—¢, +¢)} . O

BEMERKUNG. Man koénnte versucht sein zu glauben, daf§ der Schritt (ii) in dem vor-
angegangenen Beweis iiberfliissig war; das heif3t, dafl eine stetige bijektive Abbildung
automatisch schon eine topologische Aquivalenz sein miifite (daB in dieser Situation die
Umkehrabbildung automatisch schon stetig sein miifite). Das ist aber nicht der Fall, wie
Gegenbeispiele zeigen: Die Abbildung

[071> SN Sl ) t — 627Tit ,

ist ein Beispiel fiir eine stetige, bijektive Abbildung, deren Umkehrabbildung nicht stetig
ist. U

Das gerade beschriebene Gegenbeispiel hat aber auch einen erfreulichen Aspekt. Es gibt
namlich einen Grund dafiir, warum hier tatséchlich zur Vorsicht zu raten ist (einer der
Réume in dem Beispiel ist nicht “kompakt”).

Wie wir in Kiirze sehen werden, war die Vermutung “eine stetige, bijektive Abbildung
f:X — Y ist schon eine topologische Aquivalenz” (die Umkehrabbildung ist wieder
stetig) doch nicht gar so abwegig: dadurch dafl man gewisse Bedingungen an die topo-
logischen Rdume X und Y stellt, kann man die Aussage retten.

Die Notwendigkeit solcher Bedingungen wird durch das obige Gegenbeispiel belegt. Es
handelt sich insbesondere also auch um eine nicht—triviale Aussage; ein Beweis ist unbe-
dingt erforderlich.

Zur Formulierung der Bedingungen benétigen wir zwei Begriffe, die auch sonst von

grofler Wichtigkeit sind. Es handelt sich um die Begriffe kompakt und Hausdorff-Raum,
die wir jetzt diskutieren wollen.

Doch zunéchst notieren wir der Vollstdndigkeit halber noch eine Vokabel. Man sagt,
daf} eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X abgeschlossen ist, wenn die
komplementare Menge

CA:={zeX|x¢A}
eine offene Menge in X ist.

Es gilt also: Das Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen; und das Komple-
ment einer abgeschlossenen Menge ist offen.

Es gilt auch (warum?), dafl man Stetigkeit durch abgeschlossene Mengen charakteri-
sieren kann: Eine Abbildung von topologischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn sie
die Bedingung erfiillt: Urbilder von abgeschlossenen Mengen sind wieder abgeschlossen.
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Kompakte Rdume und Hausdorff-Riume

Ein topologischer Raum X wird als Hausdorff-Raum bezeichnet, wenn er die folgende
Bedingung erfiillt: Zu je zwei Punkten z,y € X , = # y, gibt es offene Mengen O,
und O, mit

z€0y,ye0y und O, NO, =10 ;

man sagt auch: Punkte lassen sich durch offene Mengen trennen.

Auf den ersten Blick mag die Eigenschaft (oder vielmehr die Tatsache, dafl man sie als
spezielle Figenschaft ausdriicklich fordert) ein wenig kurios erscheinen. Metrische Rdume
haben die Eigenschaft selbstverstindlich (davon werden wir uns sogleich iiberzeugen).
Man mag sich wundern, dafl hier ein Raum-Begriff iiberhaupt Gegenstand der Be-
trachtung ist, wo diese Bedingung nicht automatisch eingebaut ist. Das hat aber ganz
pragmatische Griinde. So ist es bei der Quotientenraum-Konstruktion keineswegs so,
dafl das Resultat automatisch immer ein Hausdorff-Raum wére. Wenn man nun etwa
darauf bestanden hétte, dafl “Raum” automatisch schon “Hausdorff-Raum” bedeuten
solle, so hitte das die fatale Konsequenz, daf3 die Quotientenraum—Konstruktion nicht
einmal allgemein definiert wire! Man hétte dann z.B. auch erhebliche Schwierigkeiten,
die wichtige Tatsache zu diskutieren, daf in einigen besonders interessanten Situationen
die Quotientenraum—Konstruktion tatséchlich immer auf Hausdorff-Raume fiihrt.

Metrische Rdume haben die Hausdorft-Eigenschaft, wie schon angedeutet wurde. Denn
sei M metrischer Raum, seien z,y € M und & = d(z,y) . Wenn z # y , dann ist
e > 0. Wir definieren O, = U(:z:, %) , Oy = U(y, %) . Dann sind O, und O, offene
Mengen (némlich offene Kugeln) und punktfremd.

Auch Unterrdume von Hausdorff-Rdumen sind wieder Hausdorff-Rdume. Denn sei X
Hausdorff-Raum und Y C X Unterraum. Seien z, y € Y . Nach Voraussetzung iiber
X existieren offene Mengen O und O’ in X , die  und y trennen. Dann sind
ONY und O'NY offene Mengen in Y , die  und y trennen.

Bei topologischen Rdumen schlechthin bedeutet die Hausdorff-Eigenschaft andererseits
eine arge Einschrinkung der Allgemeinheit. Auch dies kann man illustrieren an dem
beliebten Spielmaterial der Rdume mit endlich vielen Punkten: Ist X topologischer
Raum mit nur endlich vielen Punkten und gleichzeitig ein Hausdorff-Raum, dann ist
X ein diskreter Raum (d.h., jede Teilmenge von X ist eine offene Menge). Hierzu
geniigt es, zu wissen, daf fiir jedes = € X die Teilmenge {x} offen ist (denn jede
andere Teilmenge ist Vereinigung von solchen Mengen, und eine Vereinigung von offenen
Mengen ist wieder offen). Wegen der Voraussetzung “Hausdorff” nun gibt es zu jedem
y € X eine offene Menge O, mit € Oy , ¥y € Oy . Dann ist

{z} = () Ouy

Y, YFT

ein Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen, und daher selbst offen.
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Ich komme jetzt zum Begriff der Kompaktheit. Sie kennen diesen Begriff aus der Ana-
lysis: Er garantiert, dafl jede Folge mindestens einen Haufungspunkt hat. Die meisten
von Thnen werden wohl noch wissen, dafl es mehrere Méglichkeiten gibt, zu definieren,
wann eine Teilmenge von R™ kompakt sein soll; und dafl alle diese Moglichkeiten auf
denselben Begriff fiithren.

Gegenwirtig hantieren wir aber mit “Réumen” sehr allgemeiner Art, und da ist es nicht
iiberraschend, daf3 diese verschiedenen Begriffe nicht mehr ganz dquivalent sind. Deshalb
brauchen wir hier verschiedene Namen.

Man sagt, ein Raum X ist folgen—kompakt, wenn er die Bolzano—Weierstraf§ Eigen-
schaft hat; d.h., wenn gilt, daf jede Folge in X mindestens einen Haufungspunkt in X
hat. (In manchen Texten wird hier auch die (stérkere) Eigenschaft verlangt, dafl jede
Folge in X tatsédchlich eine konvergente Teilfolge haben soll.)

Der “bessere” Begriff, zu dem ich jetzt komme, postuliert die sogenannte Uberdeckungs—
FEigenschaft. Auch dazu ist die Terminologie in der Literatur nicht ganz einheitlich.
Das kommt daher, dal man sich festlegen muf}, ob kompakt die Hausdorff-Eigenschaft
beinhalten soll oder nicht (d.h., ob “kompakter Raum” gleichbedeutend sein soll mit
“kompakter Hausdorff-Raum”). Wir wollen das so machen, und wir brauchen deshalb
fiir die Uberdeckungseigenschaft selbst einen gesonderten Namen.

Wir benotigen noch einige Vokabeln. Sei X ein topologischer Raum. Eine offene
Uberdeckung von X soll einfach eine indizierte Menge von offenen Mengen bezeichnen,
die insgesamt den Raum iiberdecken,

{Oi},er » O; offen in X, U 0;, = X.

i€l

Eine Teil-Uberdeckung der offenen Uberdeckung {O0i};c; bedeutet ein Teilsystem
dieser offenen Mengen, das immer noch ganz X iiberdeckt; d.h. also, eine Teilmenge

J C 1 mit
Joi=x.

Eine (Teil-)Uberdeckung heiit endlich, wenn die Indexmenge .J eine endliche Menge
ist.

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. X heifit quasi-kompakt, wenn gilt: Jede
offene Uberdeckung von X hat eine endliche Teiliiberdeckung.

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. X heiffit kompakt, wenn gilt: X ist quasi—
kompakt und ein Hausdorff-Raum.

Folgender Sachverhalt ist sicher schon aus der Analysis bekannt. Er soll trotzdem hier
noch einmal behandelt werden. Er ist sehr wichtig.

SATZ. Der Raum [0,1] ist kompakt.
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Bewels. Die Hausdorff-Eigenschaft ist klar, denn [0,1] ist metrischer Raum. Es
bleibt zu zeigen, dafl [0,1] quasi-kompakt ist. Sei also {O;},.; eine vorgegebene
offene Uberdeckung von [0, 1] . Wir wollen zeigen, daf diese Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Dazu betrachten wir Teilintervalle der Art [0,a] C [0,1] . Wir
werden sagen, daf§ der Punkt a gut ist, wenn das Teilintervall [0,a] iiberdeckt wer-
den kann durch endlich viele der offenen Mengen O; . Es bezeichne G die Menge der
guten a . In dieser Sprache ist dann unsere Behauptung gerade die, dafi 1 € G . Um
die Behauptung einzusehen, werden wir die Menge G ein wenig studieren.

Esgilt 0 € G (denn [0,0] liegt in einem der O;) , und wenn b < @ und a € G , dann
ist auch b € G (denn wenn [0,a] schon in endlich vielen der {O;},.; enthalten ist,
dann auch der Teil [0,b] davon). Daher ist G ein Intervall, also entweder G = [0, g)
oder G =0, g] . Unsere Behauptung ist, dal G = [0,1] ist. Wir werden zeigen, daf} die
anderen Félle nicht moglich sind. Diese (zwei) anderen Félle sind:

1. Fall. G =[0,g) (insbesondere g & G). Weil [0,1] = (J,c; O; , existiert ein g
mit g € O;, . Dies ist eine offene Menge, enthélt deshalb eine Umgebung von g und
insbesondere auch ein Intervall [¢',g], ¢ < g. Wegen ¢ < g ist ¢’ € G . Nach
Definition von G existiert also eine endliche Teilmenge J C I mit

[079/] C U Oz .

ieJ

Es folgt [0,9] = [0,¢'] U[g,9] C U;e; Oi U Oy, . Aber J U {ig} ist auch endliche
Menge. Somit erhalten wir einen Widerspruch dazu, daf§ g ¢ G .

2. Fall. G =10,g9] und g < 1. Nach Voraussetzung existiert eine endliche Teilmenge
K C I mit

09l c|Joi=0.

€K
Weil O offen ist, enthélt O mit g auch noch eine Umgebung von g, insbesondere
deshalb auch ein Intervall [g,¢"], g < ¢” <1 . Es folgt

0,9"] = [0,9]U[g.9" c O = | Oi.
€K

Alsoist ¢” € G . Das widerspricht aber der Voraussetzung des 2. Falles (dafl g n&mlich
maximal sein soll unter den guten Punkten). U

SATZ. Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt.
BEWEIS. Man kann den obigen Beweis iibernehmen. Man kann aber auch so schlieflen:
1. Fiir alle a,b mit a <b ist [a,b] topologisch &quivalent zu [0,1] .

2. Wenn X kompakt ist und Y topologisch dquivalent zu X , dann ist Y ebenfalls
kompakt. U
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SAaTz. Sei X topologischer Raum und Y C X ein Unterraum (mit der Unterraum-
topologie). Sei X quasi—-kompakt. Wenn Y abgeschlossen in X ist, dann ist auch
Y quasi—kompalkt.

BewEs. Sei {O!},.; eine offene Uberdeckung von Y . Nach Definition der Unter-
raumtopologie gibt es zu jedem O} eine offene Menge O; in X mit O, NY = O, .
Das Komplement CY ist offen in X (Y ist abgeschlossen in X , und abgeschlossene
Mengen sind ja nach Definition solche, deren Komplement offen ist). Also ist

{CY} U {Oi}ie;

eine offene Uberdeckung von CY UY = X . Da X quasi kompakt ist, gibt es von
jeder offenen Uberdeckung, speziell also auch von dieser, eine endliche Teiliiberdeckung.
Das nun heiflt nichts anderes als daf§ eine endliche Untermenge J C I existiert mit
CY UU;e;0i = X . Weil CYNY = 0, folgt, daB schon {O;NY}, ; eine Uber-
deckung von Y sein muff. {O;}, ., ist also endliche Teiliiberdeckung der vorgegebenen
offenen Uberdeckung {O}},_; . O
KOROLLAR. Sei X kompakter topologischer Raum und Y C X abgeschlossener
Unterraum. Dann ist Y kompakt.

BEWEIS. Unsere Sprache ist so, dafl “kompakt” = “quasi-kompakt” + “Haussdorff” .
Nach dem Satz ist Y quasi-kompakt. Und wir haben frither schon notiert, dafi ein
Unterraum von einem Hausdorff-Raum auch wieder die Hausdorff-Eigenschaft hat. [J

SATZ. Sei X ein Hausdorff-Raum und Y C X Unterraum. Y sei (quasi—)kompakt.
Dann ist 'Y abgeschlossener Unterraum von X .

BEMERKUNG. Dieser Satz ist gewissermaflen die Umkehrung des vorherigen Satzes.
Zusammen liefern diese beiden Sétze folgende Aussage: Sei X ein kompakter Raum.
Sei Y C X . Dann sind dquivalent:

e Y ist abgeschlossene Teilmenge in X .

e Der Unterraum Y (Unterraumtopologie!) ist kompakt.

Wie wir in Kiirze sehen werden, kann man diesen Sachverhalt auffassen als eine abstrakte
Version (und Verallgemeinerung) des Satzes von Heine—Borel, daf eine Teilmenge von
R"™ genau dann kompakt ist, wenn sie beschriankt und abgeschlossen ist.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir den folgenden

HiLrssaTz. In der Situation des obigen Satzes (Y C X (quasi-)kompakt, X Haus-
dorft) gilt: Zu jedem Punkt x € X —Y existieren offene Teilmengen O,y und O’%Y
von X mit €O,y , Y C O;’Y , Oy ﬁO;y =0.

BEWEIS. Sei x € X —Y vorgegeben. Zu jedem Punkt y € Y finden wir offene Men-
gen Oy, und O, in X mit x €0,y ,y€0,,, 0;,,N0;, =0 (dies benutzt

die Hausdorff-Eigenschaft von X ). {O;,y N Y}yGY ist nun eine offene Uberdeckung
von Y , wir konnen deshalb die vorausgesetzte Quasi—Kompaktheit von Y anwenden
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um zu schlieflen, dafl eine endliche Teiliiberdeckung {O;my N Y}ye , existiert; mit an-

deren Worten, wir konnen schlieflen, dafl eine endliche Indexmenge J C Y existiert,

sodaB Y C U,c;0;, - Wir setzen

/ /
OI7Y = ﬂ Oli,y ) JI,Y = U OI,y *

yeJ yeJ

Die Endlichkeit von J ergibt dann, da O,y als Durchschnitt von endlich vielen
offenen Mengen wieder offen ist. Schliefllich ist O;’Y NOgzy =0, denn

0,y N0y = (| JO,,) N ([)0a:) = | (0,0 () Oa.v)

yeJ zeJ yeJ zed
und jede der Mengen O}, , N (),c; 0. ist =0, daschon O, NO,, =0 ist. O

BEWEIS DES SATZES. Zu zeigen ist, dafl das Komplement CY eine offene Menge ist.
Nach dem Hilfssatz ist aber

cY = |J Ouy .
zeCY
was als Vereinigung von offenen Mengen wieder offen ist. O

Der folgende Satz ist ein schones Beispiel fiir einen nicht—trivialen (und wichtigen) Satz
mit einem recht trivialen Beweis (dies illustriert, wie niitzlich eine angemessene Sprache
sein kann!). Der Satz kann aufgefafit werden als abstrakte Version des Maximum-—
Prinzips, dafl ndmlich jede stetige reelle Funktion auf [0,1] ihr Maximum wirklich
annimmt.

SATZ. Sei f: X — Y stetige surjektive Abbildung. Sei X quasi-kompakt. Dann ist
auch Y quasi-kompakt.

BEWEIS. Wir testen dies an einer vorgegebenen offenen Uberdeckung {O;} ier von Y.
Wegen der Stetigkeit von f nunist f~1(O;) offenin X ; das bedeutet, daf das System
{ f1 (Ol)}z I auch eine offene Uberdeckung von X ist. Da X quasi-kompakt ist,

existiert von dieser Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung; das heiBt, es gibt eine
endliche Indexmenge J C I, so daf

xX=Jr o).
ieJ

Weil f surjektiv ist, folgt
Y=fXx)=J0:;

icedJ

die Uberdeckung von Y hat also ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung, wie be-
hauptet. 0

27



Durch Zusammenbauen der vorherigen Satze erhalten wir eine wichtige Aussage, die
vielseitig verwendbar ist. Insbesondere die nachfolgenden Korollare dieses Satzes werden
oft gebraucht.

SATZ. Sei f:X — Y eine stetige Abbildung. Es gelte

— X ist quasi-kompakt

— Y ist Hausdorff

Dann ist f eine abgeschlossene Abbildung, d.h., f hat die folgende Eigenschaft: Ist
A abgeschlossene Menge in X |, dann ist f(A) abgeschlossene Menge in Y .

BEWEIS. A C X abgeschlossen — A quasi-kompakt
(X quasi-kompakt)

= f(A) quasi-kompakt v Hﬁorﬁ) f(A) abgeschlossen. O

KOROLLAR 1. Sei f: X — Y stetige bijektive Abbildung. Sei X quasi—kompakt
und Y Hausdorff. Dann ist f topologische Aquivalenz.

BEWEIS. Es ist zu zeigen, da8 die Umkehrabbildung f~! stetig ist. Aber
f~1 stetig <= fiir offenes O in X ist (f_l)_l (O) offen in Y .
Per Ubergang zum Komplement ist das gleichbedeutend damit, daf
fiir abgeschlossenes A in X ist ( f_l)f1 (A) = f(A) abgeschlossen in Y ;
d.h., dal f abgeschlossene Abbildung ist. Das sagt aber gerade der Satz. U

BEISPIEL. Das Korollar sagt, dafl die stetige Abbildung ¢: [0,1] /0~1 — S! eine
topologische Aquivalenz ist. O

KOROLLAR 2. (Quotientenraum—Kriterium). Sei f: X — Y stetige surjektive Ab-
bildung. Sei X quasi—-kompakt und Y Hausdorff. Dann ist Y Quotientenraum von
X (das heifit, Y trigt die Quotientenraumtopologie).

BEWEIS. Es ist zu zeigen, eine Teilmenge O C Y ist genau dann offen, wenn f~1(O)
offen in X ist; oder, was auf dasselbe hinauslduft (per Ubergang zum Komplement),
eine Teilmenge A C Y ist genau dann abgeschlossen, wenn f~!(A4) abgeschlossen in
X ist. Die Implikation

A abgeschlossen in Y == f~1(A) abgeschlossen in X
ist einfach die Stetigkeit von f . Die Implikation
f~Y(A) abgeschlossenin X = A= f (f_l(A)) abgeschlossen in 'Y
ist durch den Satz gegeben. U

BEISPIEL. Angewandt auf die Abbildung f: [0,1] — S!, t — f(t) = €™ | sagt
das Korollar, dafl S! als Quotientenraum von [0,1] aufgefait werden kann. O
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Neben der Hausdorff-Eigenschaft, die ein kompakter Raum ja (nach Definition) hat,
besitzt er noch eine weitere sogenannte Trennungseigenschaft, die manchmal niitzlich
ist; diese soll jetzt diskutiert werden.

DEFINITION. Ein topologischer Raum heifit normal, wenn er nicht nur die Hausdorff—
Eigenschaft hat, sondern zusétzlich auch noch folgende Eigenschaft: Seien Y,Z C X
abgeschlossen, Y N Z = () . Dann existieren offene Mengen O,0’ C X mit

ZcO,YcO ,0n0 =0;

man sagt hierfiir auch, punktfremde abgeschlossene Mengen lassen sich durch offene
Mengen trennen.

SATZ. Jeder kompakte Raum ist normal.

BEWEIS. Der Beweis beruht auf ganz genau demselben Trick, wie der des Hilfssatzes auf
S. 26, nur daf} dieser Trick jetzt zweimal angewendet werden mufl. Die erste Anwendung
besteht einfach darin, dafl der Hilfssatz zunéchst zitiert wird: Nach diesem Hilfssatz
existieren némlich fiir jedes 2 € Z offene Mengen O,y , Oy mit

ZEOZ,Y,YCO;J/, Oz’yﬂolz,y:@.

{Z ﬁOZy}Ze , nun ist offene Uberdeckung von Z . Wegen der Kompaktheit von
Z gibt es also eine endliche Teiliiberdeckung {ZNO.y}, ., hiervon; mit anderen
Worten, es gibt eine endliche Indexmenge K C Z sodal Z C |J,.x O.,y . Wir setzen

Ozy=1|JO.y ., Ozy=[)]0.y.

zeK zeK

Als Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist O, wieder offen. Schliellich ist
Ozy N O'Z’Y = (, denn

OzyNO%y = (|J O:x)n(() Oby) = U (0evn () Obiy),

zeK z'eK zeK z'eK

und jede der Mengen O,y N[, cx O/z/,y ist =0, daschon O,y N O’Z’Y =0. O

Als Anwendung des vorhergehenden Satzes wollen wir nun auch ein Kriterium dafiir
herleiten, dafl ein Quotientenraum eines Hausdorff-Raumes wieder ein Hausdorff-Raum
ist. Das Kriterium ist formuliert fiir Quotientenrdume von kompakten Raumen. Das ist
einerseits der wichtigste (Spezial-)Fall, andererseits kann man aber auch das Kriterium
bisweilen in anderen Situationen anwenden, indem man in geschickter Weise Unterraume
heranzieht.
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SATZ. Der Raum X sei kompakt (quasi-kompakt und Hausdorff). Z sei Quotien-
tenraum von X , mit Projektion q: X — Z . Dann sind dquivalent:

e 7 ist Hausdorff-Raum
e ¢ ist abgeschlossene Abbildung.

BEWwEIS. Die eine Richtung haben wir schon frither als Satz kennengelernt (S. 28). Wir
zeigen hier die Umkehrung. Wir nehmen also jetzt an, dafl ¢ abgeschlossene Abbildung
ist. Wir werden uns davon iiberzeugen, dal dann Z die Hausdorff-Eigenschaft hat.

Zunéchst notieren wir, daf§ fiir jeden Punkt z € Z die einpunktige Menge {z} abge-
schlossen ist. Der Grund ist der: Fiir jedes = € X ist {x} abgeschlossen (denn wegen
der Hausdorff-Eigenschaft von X ist das Komplement Vereinigung von offenen Men-
gen). {z} nun ist das Bild einer solchen Menge, daher wieder abgeschlossen wegen der
vorausgesetzten Abgeschlossenheit der Abbildung ¢ .

Wir miissen die Abgeschlossenheit der Abbildung ¢ noch in einer andern Weise aus-
nutzen, die ein wenig raffinierter ist. Dazu fithren wir eine Begriffsbildung ein. Wir sagen
ndmlich, dafl eine Untermenge W von X saturiert ist, wenn sie die Bedingung erfiillt

W = ¢ '(qW))

oder was dasselbe ist in Worten: wenn ein Punkt aus X denselben Bildpunkt hat
wie ein Punkt aus W | dann ist er schon in W enthalten. Mit dieser Begriffsbildung
kénnen wir nun eine Behauptung formulieren.

BEHAUPTUNG. Sei A abgeschlossene Menge in X , die saturiert ist. Sei U offene
Menge in X , die A enthélt. Dann existiert in U eine offene Menge V , die auch
noch A enthélt und die saturiert ist.

BEwEIS. Das Komplement CU ist abgeschlossen (weil U als offen vorausgesetzt war).
Also ist auch das Bild ¢(CU) abgeschlossen (weil die Abbildung ¢ als abgeschlossen
vorausgesetzt war). Also ist auch dessen Urbild ¢~!'(q(CU)) abgeschlossen (weil ¢
stetig ist). Dieses Urbild nun ist saturiert (Urbilder haben immer diese Eigenschaft)
und es ist punktfremd zu der Menge A (das Bild ¢(CU) ist punktfremd zu ¢(A),
weil CUNA = () und weil A saturiert ist; also ist ¢7!'(q(CU)) punktfremd zu
¢ 1(q(A)) = A). Das Komplement V = C(q!'(q(CU))) hat dann die gewiinschten
Eigenschaften. O

Wir kénnen nun den Beweis des Satzes zu Ende fithren. Was wir zeigen miissen, ist
dies: Wenn 21,20 € Z , 21 # 29 , dann existieren offene Mengen O1, Oy in Z mit
21601 , 22602, 01ﬂ02=®.

Sei Y1 =q !(z1) und Ys =q~!(22) . Wie eingangs notiert, sind ¥; und Y> Urbilder
abgeschlossener Mengen, daher selbst abgeschlossen. Wir nutzen jetzt die Normalitét
von X aus (ein kompakter Raum ist normal). Es gibt also punktfremde offene Mengen
O] und O} ,die Y; und Y> trennen. Diese offenen Mengen sind méglicherweise nicht
saturiert, wir kénnen sie aber durch kleinere saturierte ersetzen (das sagt die obige
Behauptung). Wir brauchen jetzt nur noch anzumerken, daf das Bild einer saturierten
offenen Menge in X immer eine offene Menge in Z ist. Die beiden Bildmengen sind
die gewiinschten offenen Mengen O; und O . O
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Anschlielend mochte ich noch einen Fall der Quotientenraum—Konstruktion diskutieren,
der besonders wichtig ist. Sei X ein Raum und Y C X eine nicht-leere Teilmenge.
Es bezeichne X/Y den folgenden (Quotienten—)Raum: Die Punkte von X/Y sind

— die Menge Y

— die einpunktigen Mengen {z}, z € X -Y .

Die Abbildung ¢ : X — X/Y ist definiert als diejenige Abbildung, die jedem Punkt
aus X seine Aquivalenzklasse zuordnet. Wenn A C X , so ist also

o (q(4)) = {A’ wemn ANY = ¢

AUY , wenn ANY # 0 .

SATZ. Sei X kompakt und Y C X . Es sind dquivalent:

e Y ist abgeschlossen in X
e X/Y ist Hausdorffl-Raum.

BEwWEIS. Wenn Y abgeschlossen ist, so ist fiir abgeschlossenes A C X die Menge

¢ '(q(A)) =

{A bzw.
AUY

auch abgeschlossen. Nach Definition der Quotiententopologie ist ¢ also abgeschlossene
Abbildung. Der vorige Satz sagt, daf, folglich, der Quotientenraum die Hausdorff-
Eigenschaft hat.

Wenn andererseits der Quotientenraum Hausdorff-Raum ist, so ist (wie wir bei fritherer
Gelegenheit auch schon notiert haben) jede einpunktige Menge darin abgeschlossen.
Speziell gilt das fiir den Punkt “Y 7. Die Menge Y ist das Urbild dieses Punktes, sie
ist somit abgeschlossen. U

Den Raum X/Y kann man seltsamerweise auch in dem Fall definieren, wo der Unter-
raum Y die leere Menge ist (bdse Zungen kénnten das so kommentieren, daf§ Topologen
sich nicht scheuen, selbst leere Mengen noch zu kollabieren!). Wie oben sind auch in
diesem Fall die Punkte von X/Y gegeben durch die Menge Y einerseits und die
einpunktigen Mengen {z}, z € X —Y | andererseits.

X/0 ist aber nicht Quotientenraum von X . Es hat ndmlich einen zusétzlichen Punkt,
eben “( ”; als Raum ist X/ die disjunkte Vereinigung X/ = X U{0} .

Die soeben benutzte Begriffsbildung bedeutet, allgemein gesprochen, dies. Wenn X3
und X, topologische Raume sind, dann bezeichnet X;UX, die disjunkte Vereinigung
der beiden Rdume. Die unterliegende Menge davon ist, nach Definition, die disjunkte
Vereinigung derjenigen von X; und X, ; die topologische Struktur ist so definiert:
Eine Menge A C X, U X, ist offen in X7 U X5 genau dann, wenn ihre Schnitte mit
X7 und X, jeweils offen sind.
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Wir betrachten noch ein Beispiel einer etwas seltsamen Verklebe-Konstruktion. Wir
verkleben namlich zwei Kopien des abgeschlossenen Intervalls [0, 1] entlang dem halb-
offenen Intervall [0,1) ; d.h., wir bilden den Quotientenraum von [0,1] U [0,1] be-
ziiglich der Aquivalenzrelation, die erzeugt ist von der Vorschrift:

(2;1) ~ (252) <= z=2, z<1

(dabei soll (z;1) den x entsprechenden Punkt aus der ersten Kopie von [0,1] be-
zeichnen; und (2’;2) den a’ entsprechenden Punkt aus der zweiten Kopie). Der ent-
standene Raum kann aufgefaflt werden als das Intervall [0,1] mit einem zusétzlichen
Punkt. Er ist aber nicht die disjunkte Vereinigung; er ist nicht einmal ein Hausdorff-
Raum. Das sieht man z.B. durch Anwendung des obigen Satzes auf die Quotientenraum-—
Konstruktion. So hat die abgeschlossene Teilmenge [0,1] U ) von [0,1] U [0,1] ein
Bild, das nicht abgeschlossen ist; denn dessen Urbild ist die nicht—abgeschlossene Menge

g (q([0,1]U0)) = [0,1]U0,1).

In dem Beispiel hat die Quotientenraum—Konstruktion die Eigenschaft, dal die Urbilder
von Punkten zweipunktige oder einpunktige Mengen sind (also kompakt und deshalb
abgeschlossen). Das Beispiel illustriert deshalb auch, dal es z.B. nicht hinreichend fiir
die Hausdorff-Eigenschaft eines Quotientenraumes Z von X ist, wenn man etwa
fordert, dafl die Quotientenabbildung ¢ : X — Z die Bedingung erfiillt: “Urbilder
von Punkten sind abgeschlossen” .
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Produkte

Wenn X; und X Mengen sind, dann ist die Produktmenge X; x X5 definiert als
die Menge der Paare

X1><X2 = {(.I‘l,.’L‘Q) | 331€X1, ZZZQGXQ} .

Wenn X; und X, topologische Rdume sind, dann kann X; x X5 auf naheliegende
Weise wieder als topologischer Raum aufgefa3t werden; die Details dazu werden wir in
Kiirze zur Kenntnis nehmen.

Man braucht Produkte unter anderem, um Funktionen von mehreren Variablen zu be-
trachten.

Mit Hilfe von Produkten kann man auch neue Rdume aus alten konstruieren. Ein Aspekt
dabei ist, dafl diese “neuen” R&ume oft ohnehin schon da sind; sie als Produkte zu
erkennen, kann interessante zuséitzliche Information sein.

BEISPIEL. Der Kreisring K sei gegeben durch

K = {(x,y)éRQ \ 1§\/a:2—|—y2§2} .

Die Punkte von K kann man alternativ beschreiben durch ihre Polarkoordinaten. Die
Angabe der Polarkoordinaten kann aufgefafit werden als Abbildung
1 Ty
K — [laQ]XS ) (x,y)*—> (T7P)7 WO T = $2+y27P:<_7_)§
ror
diese Abbildung ist bijektiv (die Abbildung ist sogar eine topologische Aquivalenz —
was z.B. folgt, sobald wir wissen, dafl die Abbildung stetig ist, K kompakt und der
Zielraum Hausdorff-Raum). O

Um die Produkt—Topologie zu definieren, lassen wir uns leiten von dem speziellen
Fall metrischer Rdume. Sind X; und X5 metrische Rdume mit Abstandsfunktio-
nen dy(—,—) und dy(—,—),so kann X; x Xy aufgefait werden als metrischer Raum
mit der Abstandsfunktion

d((z1,72), (y1,92)) = max (di(z1,91), d2(z2,92)) -

Die Kugeln beziiglich dieser Metrik auf X x Y sind eigentlich eher Késtchen; sie sind
vom Typ
U1(£C1,6) X UQ(.CCQ,E) .

Man kann nun offene Mengen auf folgende Weise charakterisieren. Sei O C X7 x X5 .
Dann sind adquivalent

— O ist offene Teilmenge des metrischen Raumes X; x X
— fiir jedes (z1,72) € X1 x Xo existiert € >0 mit Uj(x1,e) x Uz(x2,e) C O .
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Dies konnen wir auch formulieren, ohne die Metrik explizit zu nennen. Unter Ausnutzung
dessen, daf} jede Umgebung noch eine offene Umgebung enthélt, erhalten wir:

Seien X7, X5 metrische Rdume. Eine Teilmenge O C X; x X5 ist genau dann offen,
wenn fiir jedes (x1,22) € O offene Mengen A C X;, B C X, existieren, so dafl

r1E€EA, 96 B, AxXxB CO.

Wir nehmen das zum Anlaf} fiir die nachfolgende Definition.

DEFINITION. Seien X;, X, topologische Rdume. Die Produkt—Topologie auf X; x Xo
ist gegeben durch die folgende Vorschrift. Eine Menge O C X; x X5 ist offene Menge
in X; x Xy genau dann, wenn gilt: fiir jedes (z1,z2) € O existieren offene Mengen
AcC Xy , B C X5 mit

r1E€EA, 9B, AxB CO.

Die Definition sagt, mit anderen Worten, dafl die offenen Mengen von X; x X5 genau
diejenigen sind, die sich als Vereinigung von Késtchen—-Mengen A x B darstellen lassen
(wo A und B offene Mengen in X; bzw. X, sind).

In dem Zusammenhang ist es angebracht, eine Vokabel zu nennen. Sei Y ein topologi-
scher Raum, sei B ein System von offenen Mengen in Y . Man sagt, B ist eine Basis
der Topologie von Y , wenn sich jede offene Menge in Y darstellen 148t als Vereinigung
von Mengen aus B . In dieser Sprache lauft die Definition der Produkttopologie darauf
hinaus, daf3 die genannten Késtchen—-Mengen eine Basis der Topologie in dem Produkt—
Raum bilden.

Die Definition der Produkttopologie beinhaltet noch eine stillschweigende Behauptung,
wie wir uns jetzt klarmachen; das ist die folgende

BEHAUPTUNG. Das oben definierte System von offenen Mengen ist tatsdchlich eine
topologische Struktur auf X; x Xs ; das heift, es erfiillt die Axiome O1 — O4.

(BEwErs. Ubungsaufgabe. )

Wir konnen jedem Punkt (z1,z2) aus X;x X5 seine erste Koordinate, d.h., den Punkt
x1 € X7 zuordnen. Das gibt eine Abbildung, die erste Projektion, pr; : X1 xXo — X7 .
Diese Abbildung ist stetig. Denn sei A C X; offen. Dann ist pr; '(A) = Ax X, , und
das ist offen in X; x X3 nach Definition der Produkttopologie. Entsprechend haben
wir die zweite Projektion pro : X1 X Xo — X5, (x1,22) — x2 ; diese ist ebenfalls
stetig.

SATZ. Seien X1, Xo und Z topologische Rdume, X; x X sei mit der Produkttopolo-
gie versehen. Sei f:Z — X1 x X9 eine Abbildung. Dann sind édquivalent:

— f ist stetig

— die Abbildungen f, = priof: Z — X1, fo = proof: Z — X5 sind stetig.

34



BEwWEIS. Wenn [ stetig ist, soist f; = priof als Komposition stetiger Abbildungen
wieder stetig; fo ebenso.

Fiir die Gegenrichtung nehmen wir nun an, da} f; und fy stetig sind. Sei O offene
Teilmenge von X x X5 , wir wollen zeigen, dal f~1(O) offenin Z ist. Nach Definition
der offenen Mengen in X; x X5 ist O Vereinigung von Mengen des Typs A x B .
Es folgt, da f~!(O) Vereinigung von Mengen des Typs f~!(A x B) ist. Es geniigt
deshalb zu zeigen, dafl f~!(A x B) offen ist, wenn A offenin X;, B offenin X, .
Nun ist

fFYAXB) = {z€Z| f(z) € Ax B}
= {zeZ| fi(z) € A, fa(2) € B}
= 7 (A) N f27H(B).

Das ist der Durchschnitt von zwei Mengen, die beide offen sind wegen der vorausge-
setzten Stetigkeit von f; und f5 ; der Durchschnitt ist also auch offen. O

BEISPIEL. Die oben betrachtete Abbildung
K — [1L2] x 8", (z,y)— (r,p)
ist stetig; denn die beiden Abbildungen
K—1[2, (x,y)—7r , K-—2S8" (z,y)r—p

sind stetig. O

Man kann Produkte allgemeiner betrachten. Die Anzahl der Faktoren braucht nicht
einmal endlich zu sein.

Dazu sei i — X;, @ € I, eine indizierte Menge von Mengen. Die Produktmenge
[I;c; X: ist definiert als die Menge der “Tupel”,

H Xi = {{zitier | wi € X} .

i€l

Ist zum Beispiel I die Menge {1,...,n}, dann ist das Produkt ], ; X; die Menge
{(Il,...,l‘n) ‘ x; EXZ} = XixXogx---xX, .
Ist I = {1,2,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen, so ist das Produkt [],.; X;

die Menge der Folgen
(:L‘l,(EQ, ) , T € X .
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Es sei nun ¢ — X;, 7 € I, eine indizierte Menge von topologischen Rdumen. Wir
mochten das Produkt [[,.; X; ebenfalls als topologischen Raum auffassen, und zwar
in der Weise, daf} folgendes gilt:

e Jede der Projektionen pr;j: ([, Xi ) — X;, {ai};c; — x; ist stetig.
e Die topologische Struktur von [],., X; soll durch die topologischen Strukturen der

Faktoren X, vollstindig bestimmt sein.

Die erste dieser Aussagen impliziert: Ist A; offene Menge in X, , dann ist pr;~'(A4;)
offene Menge in [[,.; X; ; d.h., die Menge derjenigen Tupel, deren j-te Komponente
in A; liegt,

el

pr; M4 = A x [ X,
i€l i)
ist offen.

Die zweite der Aussagen sagt, dafl es nicht mehr offene Mengen geben soll als diejeni-
gen, deren Existenz durch das gerade Gesagte zusammen mit den Axiomen O1 — O4
erzwungen ist.

Was das bedeutet, kénnen wir ein klein wenig besser formulieren, wenn wir geeignete
Vokabeln benutzen, ndmlich die Begriffe Basis und Subbasis. Die erste der beiden fol-
genden Definitionen kennen wir schon:

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. Ein System B von offenen Mengen in X
heiflt Basis der Topologie, wenn jede offene Menge in X sich darstellen 148t als Ver-
einigung von Mengen aus B .

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. Ein Sytem 8 von offenen Mengen in X
heiflt Subbasis der Topologie, wenn gilt: Die endlichen Durchschnitte von Mengen aus
8, d.h. die Mengen der Art (), Ax, Ax € 8, K endlich, bilden eine Basis der
Topologie.

Es folgt aus diesen beiden Definitionen, daf} sich jede offene Menge in X darstellen 1483t
als Vereinigung endlicher Durchschnitte von Mengen aus 8§ ; d.h., sie 1483t sich darstellen
in der Form

(%) U () Are)  (wobei Ay, €8, Ky endlich fiir alle ¢ ).
el keKy

Umgekehrt kann man folgendes sagen: Sei X’ eine Menge, sei 8§ ein System von
Teilmengen von X’ , das die Bedingung erfiillt

fes, X €8§.
Man definiert ein System A von Teilmengen von X’ wie folgt: Eine Teilmenge A von
X’ soll zu A gehoren, wenn sie sich in der Art (%) darstellen 148t; also als Vereinigung

von endlichen Durchschnitten von Mengen aus S .
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Das System A seinerseits ist dann abgeschlossen gegeniiber der Bildung von Vereini-
gungen und endlichen Durchschnitten. M.a.W.

BEHAUPTUNG. Das System A erfiillt die Axiome O1 — O4 (das System A ist also
eine topologische Struktur auf X’ ).

(BEweis. Ubungsaufgabe. )
Fiir die so konstruierte topologische Struktur ist das urspriingliche System § eine Sub-

basis der Topologie. Die beschriebene Konstruktion leistet das, was oben als wiinschens-
wert vorgestellt wurde; ndmlich eine Topologie anzugeben, die als offene Mengen enthélt

die Mengen aus §

- und was durch diese und die Axiome O1 — O4 erzwungen ist.

Wir kénnen die allgemeine Beschreibung der Produkttopologie nun so prézisieren:

DEFINITION. Eine Subbasis der Topologie von [],.; X; ist gegeben durch die Mengen
vom Typ

Aj X H X, Aj C Xj offen.
i€, ij

Es ist andererseits natiirlich auch moglich, eine Basis der Topologie direkt anzugeben;
das ist nur wenig komplizierter. Wir betrachten Félle.

(a) I=1{1,2}. Seien A; C X;, Ay C X offen. Dann ist

A1><A2 = A1 XXQ N X1><A2.
Die Mengen dieses Typs sind bereits abgeschlossen gegeniiber der Bildung von endlichen
Durchschnitten. Sie bilden daher eine Basis (nicht nur eine Subbasis) der Topologie

auf X; x Xs . Das ist natiirlich genau die Topologie auf X; x X, , die wir schon
kennengelernt haben.

(b) Allgemeiner: Sei I ={1,2...,n} und A; C X; offen; dann ist

A1XA2><"'><An = A1XX2X"'XXn N X1XA2XX3X'-'XXnﬂ
N Xy xXox--xX,,_1 XA,

offen in [];,.; X; . Wie in (a) bilden die Mengen dieses Typs schon eine Basis der
Topologie auf X; x --- x X, .
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(¢) Ganz allgemein: Sei I beliebig. Die Mengen vom Typ

IT 4 x [] X, AwcCXi offen, K CI endlich,
keK i€l ig K
bilden eine Basis der Topologie auf [],.; X; . — Wenn andererseits aber J C I eine

nicht—endliche Menge ist und A; offene Menge in X; , (0 # A; # X; , dann ist die

Menge

icJ iel,i¢J

nicht offene Menge im Produktraum (denn sie enthilt keine(!) nicht-leere Basismenge
der Topologie). Insbesondere folgt auch, dafl ein nicht—endliches Produkt diskreter
Réume (mit jeweils mehr als nur einem Punkt) nicht wieder diskret sein kann. Wir
betrachten einen speziellen Fall als Beispiel.

BEISPIEL. Sei X topologischer Raum und I Indexmenge. Es bezeichne

x' = [ Xi, wobei X; =X fiiralle i.
el

Sei jetzt
X = {0,1} ( = diskreter Raum mit 2 Punkten)

und
I =N ={1,2,...} (= Menge der natiirlichen Zahlen) .

Der sog. Raum der 0—1—Folgen ist nun, nach Definition, der Produktraum
{0,1}"

Dieser Raum ist, wie schon bemerkt, nicht diskret. Kann man mehr dariiber sagen? Ja,
der Raum ist topologisch dquivalent zur Cantor-Menge! (s. Ubungszettel Nr. 6). [

Wir kehren zur Beschreibung der Produkttopologie mit Hilfe von Subbasen zuriick.
Dazu wollen wir einen einfachen Sachverhalt zur Kenntnis nehmen. Um eine Subbasis
der Topologie des Produktraums zu erhalten, braucht man ndmlich nicht, wie oben, alle
der offenen Mengen A; C X, es langt vielmehr, wenn das A; seinerseits nur eine
spezifizierte Subbasis der Topologie von X; durchlduft, wie wir nun als Satz formulieren
wollen. Natiirlich wird die erhaltene Subbasis i.a. eine andere sein als vorher.
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SATZ. Sei {X;}icr eine Familie von topologischen Riaumen. Sei 8; eine Subbasis von
X; . Dann ist eine Subbasis der Topologie von []..,; X; gegeben durch die Mengen vom

Typ

icl

Aj>< H X; A]’ESJ'.

i€l,i#j

BEwEIS. Fiir die Zwecke dieses Beweises bezeichne eine Auffiillung eines Mengen-
systems den folgenden Prozef: man darf beliebige Vereinigungen von endlichen Durch-
schnitten zu dem System hinzufiigen. In dieser Sprache konnen wir die weiter oben
formulierte Behauptung auch so aussprechen, dafl aus einer Subbasis durch Auffiillung
eine topologische Struktur wird. Eine topologische Struktur andererseits 1&t sich nicht
weiter auffiillen: die beliebigen Vereinigungen von endlichen Durchschnitten sind alle
schon da.

Das konnen wir auch so formulieren: Wenn man schon einmal aufgefiillt hat, dann
bewirkt eine weitere Auffiilllung keinen Unterschied mehr; oder: Es macht keinen Unter-
schied, ob man einmal auffiillt oder gleich zweimal hintereinander.

Wenn man aber zweimal hintereinander auffiillen darf, so ist es offensichtlich, dal man
aus dem in dem Satz angegebenen Mengensystem alles verlangte erhélt: Da §; Sub-
basis von X ist, liefern die Mengen des Satzes bei einer ersten Auffiillung schon alle

die Mengen vom Typ
Aj X H Xz

i€l i#j
wo A; offene Teilmenge von X ist (der Index j wird hier als festgehalten betrachtet).
Bei einer zweiten Auffiilllung ( j wird nicht mehr als fest betrachtet) liefern letztere

schlieflich alle offenen Mengen des Produktraumes, da sie ja, nach Definition der Pro-
dukttopologie, eine Subbasis bilden. O

Als Anwendung nehmen wir zur Kenntnis, daf§ ein Produkt von mehr als zwei Rdumen
auch als iteriertes Produkt aufgefait werden kann.

BEMERKUNG. Seien X ,..., X, topologische Riume. Es gibt eine topologische Aqui-
valenz
Xix ...xX, — (Xix...xX, 1) x X, .

BEwEIS. Die Abbildung ordnet dem n-Tupel (z1,...,z,) das Paar zu, das besteht aus
dem (n—1)—Tupel (z1,...,2,—1) und dem Punkt z, . Die Abbildung ist bijektiv.
Die Bijektion respektiert die topologische Struktur. Denn die Mengen vom Typ

Aj X H XZ

1€ {17"'577‘}71‘#].

bilden, nach dem gerade beschriebenen Satz, auch fiir den Zielraum eine Subbasis der
Topologie. O
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Uber Produkte allgemein gibt es den berithmten Satz von Tychonoff, der besagt, daf das
Produkt einer Familie von kompakten Rdumen auch wieder ein kompakter Raum ist.
Wir werden den Satz in dieser Allgemeinheit nicht benétigen. Wir beschrinken uns
deshalb auf den Spezialfall endlicher Produkte, da dieser Spezialfall erheblich ein-
facher zu behandeln ist. Per Induktion kann man den Spezialfall endlich vieler Faktoren
zuriickfithren auf den noch spezielleren Fall von nur zwei Faktoren.

SATZ. Seien X,Y kompakte Ridume. Der Produktraum X XY ist kompakt.

KOROLLAR. Seien X, Xo, ..., X, kompakte Raume. Dann ist X; X Xo x ... x X,
ebenfalls kompakt.

BEWEIS. Per Induktion iiber n konnen wir annehmen, dal X; x...x X,,_1 kompakt
ist. Nach dem Satz ist
(X1 x...xX,1) x X,

dann auch kompakt. X; x Xy x ... x X,, ist zu diesem Produktraum topologisch
dquivalent (s. oben), also ebenfalls kompakt. O

BEWEIS DES SATZES. Wir priifen zunéchst die Hausdorff-Eigenschaft nach: Sind X,Y
Hausdorff-Réume, dann auch der Produktraum X x Y . Das ist aber klar, denn seien
(x,y), (2',y') zwei Punkte aus X xY . Wenn (x,y) # (2/,y’), dann ist entweder
x # 2’ oder y # 1y . Sei etwa x # 2’ . Da X Hausdorff-Raum ist, gibt es offene
Mengen A,, A, in X mit

€A, , 2 €Ay, AgNAy =0.

A; XY und A, xY sind dann offene Mengen in X X Y von der geforderten Art.

Nun zur Uberdeckungseigenschaft: Seien X und Y als quasi-kompakt vorausgesetzt.
Sei {O;}icr offene Uberdeckung von X x Y . Wir wollen zeigen, es gibt eine endliche
Teilmenge J C I mit (J,c;0; = X xY .

Es ist, nach Definition der Produkttopologie, jede offene Menge in dem Produktraum
darstellbar als Vereinigung von offenen Mengen spezieller Art (Kédstchen—Mengen).
Speziell gilt das fiir die Mengen O; . Wir diirfen also annehmen (und wir werden
das sogleich auch tun), dafl jede der Mengen O; auf irgendeine Weise in dieser Form
tatséchlich dargestellt ist,

0; = UA}‘;xB,i, Al offen in X, B offen in Y .
keK;

Wir definieren nun eine neue Indexmenge (die disjunkte Vereinigung der K; )

K = K = (k) | ke K} .
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Dann ist

U 4ixBi = U(U A;;xB,g) = Jo = xxv.

(i,k) € K i€l “keK; iel

Deshalb ist {A}g X B,i}(i b e K ebenfalls eine offene Uberdeckung von X xY . Es wird

nun geniigen, zu zeigen, daf} diese (!) Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat.
Denn jede der Mengen davon ist enthalten in einer der Mengen O; , und wenn man die
Mengen einer Uberdeckung vergréfiert, so erhélt man wieder eine Uberdeckung. Man
braucht also zum Schlufl nur die fraglichen endlich vielen K&stchen durch die passenden
O; zu ersetzen, um die gewiinschte endliche Teiliiberdeckung von {O;};c; zu erhalten.

Wir &ndern jetzt die Notation und fangen noch einmal von vorne an. Sei also I eine
Indexmenge und sei {A; x B;},.; eine Familie von Mengen, mit den Eigenschaften

A; C X offen, B; CY offen, |J,c; AixB; = X xY.

Wir wollen zeigen, daB diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat.

HiLFssATz. Sei x € X . Es existiert eine endliche Teilmenge I, C I mit

U 4ixB; > {a}xY.

1€,

BEWEIS. Zunéichst merken wir an, daf§ der Unterraum {z} xY von X xY topologisch
dquivalent ist zu Y . Denn wegen der Definition von Produkttopologie einerseits und
Unterraumtopologie andererseits 1d8t sich jede offene Mengen in {x} x Y darstellen in
der Form

(o} x V) 1 (Upes (Aex B)) = Uey (2} x ¥) 1 (Ar x By)
(wo A; und By offene Mengen aus X bzw. Y bezeichnen). Es gilt auch

{z} x By falls = € Ay

({z}xY) N (Agx By) = { 0 falls = & Ay .

Die Bijektion {z} xY —Y | (x,y) — y , bildet also offene Mengen auf offene Mengen

ab; sie ist daher eine topologische Aquivalenz.

Nun war Y als quasi-kompakt vorausgesetzt. Es folgt, dal {z} x Y quasi-kompakt
ist. Die offene Uberdeckung

{(Aix Bi) n ({z}NY) },o;

hat also eine endliche Teiliiberdeckung, d.h., es gibt die behauptete endliche Teilmenge
I, C T mit J;e; Ai x Bi D {z} xY . Der Hilfssatz ist damit bewiesen. O
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Sei weiterhin z € X ein fester Punkt. Sei I, die durch den Hilfssatz gegebene Un-
termenge der Indexmenge. Wir kénnen annehmen, daf§ = € A; fiir alle i € I, (denn
die A; x B; mit = ¢ A; tragen zur Uberdeckung von {z} x Y ja gar nichts bei; wir
konnten sie notfalls einfach weglassen). Es ist dann

v € Ay = () A,
i€l

und A, ist als endlicher Durchschnitt von offenen Mengen wieder offen in X .

Andererseits ist Y C |J,.; B;i. Dennaus {z} xY C .., A; x B; folgt ja

iel, 1€,

{z} xY C {z} x UBi~

1€l

Da weiterhin A, in jedem der A; , i € I, , enthalten ist, folgt somit, dafy der gesamte
“Streifen” A, x Y von endlich vielen der Mengen A; x B; schon iiberdeckt wird: es
ist
A, xY C |J AixB;.
i€l,

Wir brauchen nun nur noch die Quasi—-Kompaktheit von X auszunutzen: Die offene
Uberdeckung {A;},.x von X hat eine endliche Teiliiberdeckung {A;}, .z - Damit
ist nun

{Ai X Bi}ielx , €K

endliche Uberdeckung von X x Y . Es ist dies eine Teiliiberdeckung der vorgegebenen
Uberdeckung {A; x B;} ;cr bis allenfalls auf die Tatsache, dafl méglicherweise einige
Mengen davon nun mehrfach gezéhlt worden sind (bedingt durch die andere Indizierung).
Solche Mehrfachnennungen koénnen wir gegebenenfalls einfach weglassen, wir erhalten
dann eine Teiliiberdeckung. Der Satz ist bewiesen. O

Als Anwendung des Satzes (oder des Korollars) wollen wir die kompakten Teilmengen
des R™ behandeln (Satz von Heine-Borel).

Bezeichne ein Quader das Produkt von endlich vielen abgeschlossenen Intervallen,

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn] .

BEHAUPTUNG. Dieser Raum ist topologisch dquivalent zu dem entsprechenden Unter-
raum des R™ |
{(331, ...,(Bn> e R" | a; < x; sz} .
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Zusatz zu S. 40-42

( eine etwas andere Formulierung des Beweises von: )

SATZ. Sind X, Y quasi-kompakt, dann auch ihr Produkt X xY .

BEWEIS. Sei {O;}ie; offene Uberdeckung von X xY . Wir wollen zeigen, es gibt eine
endliche Teilmenge J C I mit J;c;0; = X XY .

Wir verschaffen uns eine neue Uberdeckung {O.}.exxy dadurch, da§ wir zu je-
dem Punkt z € X x Y eine der Mengen O; auswéhlen, die z wirklich enthélt
(so eine Menge gibt es!) und diese Menge dann mit O, bezeichnen. Es wird nun
geniigen zu zeigen, da8 diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat. Denn es
konnte letztlich allenfalls passieren, dafl unter den schlieSlich erhaltenen endlich vielen
O, irgendwelche der O; vielleicht mehrfach vorkommen; solche Mehrfachnennungen
konnen wir gegebenenfalls natiirlich einfach weglassen.

Zu jedem Punkt 2z € X x Y verschaffen wir uns nun offene Mengen A, C X und
B, CY , sodaf
A, xB, C O, und =z € A,xB,

(das geht, da ja die Késtchen-Mengen eine Basis der Produkttopologie bilden). Es
wird nun geniigen zu zeigen, daB die Uberdeckung {A,xB.}.cxxy eine endliche
Teiliiberdeckung hat. Denn wenn |J,.; A.xB. schon ganz X xY ist, dann natiirlich
auch (J,.;0., daja A.xB, C O, fiir alle z.






BeEweis. Die offensichtliche Abbildung (némlich das i—te Intervall wird mit seinem
Bild im i—ten Faktor von R™ identifiziert) ist bijektiv. Wir iiberlegen uns, dafl die
Abbildung eine topologische Aquivalenz ist.

1. Beweis. Der Quader als Produktraum, bzw. der Quader als Unterraum von R”
haben dieselbe topologische Struktur. Denn in beiden Féllen ist eine Basis der Topologie
gegeben durch Kastchen—Mengen, wo der i— te Faktor des Késtchens ein relativ—offenes
Intervall im ¢— ten Faktor des Quaders ist.

2. Beweis. Die Abbildung vom Quader in den R"™ ist stetig nach dem Kriterium dafiir,
wann eine Abbildung in einen Produktraum stetig ist; denn jede der Komponenten—
Abbildungen ist stetig: die i—te Komponentenabbildung ist die Komposition der Pro-
jektion des Quaders auf seinen i— ten Intervall-Faktor mit der Inklusion dieses Faktors
in die i—te Koordinate von R™ . Die resultierende stetige bijektive Abbildung vom
Quader auf seinen Bildraum in R™ ist eine topologische Aquivalenz nach dem funda-
mentalen Kriterium, das wir hergeleitet haben; denn der Zielraum ist Hausdorff-Raum
(als Unterraum des R™ ), und der Quellenraum ist kompakt (als endliches Produkt von
kompakten Rdumen, ndmlich von Intervallen). U

Von jetzt an werden wir gelegentlich einen Quader auch stillschweigend identifizieren
mit dem entsprechenden Unterraum eines R” .

SATZ. (Satz von Heine-Borel). Eine Teilmenge des R" ist genau dann kompakt, wenn
sie beschriankt und abgeschlossen ist.

BEwEIS. Wenn X C R” beschrinkt ist, dann existiert ein Quader in R™ , der
X enthidlt. Wenn X in R"™ abgeschlossen ist, dann ist X auch abgeschlossen in
diesem Quader. Wir haben erhalten, dal X abgeschlossene Teilmenge eines kompak-
ten Raumes (des Quaders) ist. Wie wir wissen, impliziert dies, da X selbst kompakt
ist.

Sei umgekehrt X als kompakt vorausgesetzt. Da R™ Hausdorff-Raum ist, folgt, wie
wir wissen, dafl X abgeschlossen in R"™ ist. Um weiter die Beschrinktheit von X
einzusehen, argumentieren wir explizit mit einer Uberdeckung. Namlich wir iiberdecken
R™ durch Einheitsquader (Wiirfel der Kantenldnge 1, deren Eckpunkte ganz—zahlige
Koordinaten haben). Wire dies eine offene Uberdeckung, so kénnten wir die induzierte
Uberdeckung von X betrachten; aus der (Quasi-)Kompaktheit von X wiirde dann
folgen, dafl X schon in (der Vereinigung von) endlich vielen der Einheitsquader enthal-
ten sein muf, also beschrinkt ist. Nun bilden die Einheitsquader natiirlich keine offene
Uberdeckung, da ja ein Quader nicht offene (sondern abgeschlossene) Teilmenge von R”
ist. Wir miissen das Argument also modifizieren. Eine ganz kleine Modifikation ist aus-
reichend: wir ersetzen jeden der Quader durch eine ein wenig gréflere offene Menge, die
ihn enthélt (z.B. einen offenen Quader der Kantenldnge 2 ). Aus der Kompaktheit von
X folgt tatsdchlich nun, da} X in der Vereinigung von endlich vielen der modifizierten
Quader enthalten ist; also beschrankt ist. U
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Beispiele von Produkten.

BEISPIEL (a) S! x S'. Die Abbildung f: [0,27] — R? | f(t) = (cost, sint),
induziert eine topologische Aquivalenz

g: [0,27]/0~2r =5 Bild(f) = S* = {(z,y) eR* | 2?2 +¢y* =1}
(das folgt z.B. aus dem Satz: “X — Y surjektiv, X kompakt, Y Hausdorff” im-
pliziert “Y trégt die Quotiententopologie”). Es folgt hieraus, per Produktbildung,
da S! x S' topologisch dquivalent ist zu
([0,27] /0~27) x ([0,27] /0~27) .
Andererseits gibt es auch eine surjektive Abbildung (Produkt der Projektionen)

[0,27] x [0,27] — ([0,27]/0~27) x ([0,27]/0~27) .

Anwendung desselben Satzes wie oben liefert nun: ([0,27] /0~27) x ([0,27]/0~27)
(und damit auch S' x S') ist topologisch dquivalent zu dem Quotientenraum

([0,27] x [0,27]) / (s,0)~(s,2m) , (0,t)~(27,t) ;

mit anderen Worten: S!' x S! ist topologisch #iquivalent zu dem Raum, den man aus
dem Quadrat erhélt durch “Verkleben” von je zwei gegeniiberliegenden Seiten.

Fiir eine weitere Beschreibung von S! x S! definieren wir eine Abbildung
h: [0,27] x [0,27] — R3 | (s,t) — ( (coss)(2+cost), (sins)(2+cost), sint )
diese Abbildung hat die Eigenschaft:

(s,t) = (¢/,t') oder
h(s,t) = h(s',t') <= s =0, s =21 (oder umgekehrt), ¢ beliebig oder
t=0, t' =21 (oder umgekehrt), s beliebig .

Mit Hilfe des oben zitierten Satzes erhalten wir: der Raum
([0,27] x [0,27]) / (s,0)~(s,2m) , (0,t)~(2m, 1) ;
ist topologisch &dquivalent zu dem Raum Bild (h) . Anschaulich gesprochen, erhélt man

diesen Raum Bild (h) , indem man den Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (2,0,0)
um die z —Achse rotiert (“S! x S! ist ein Torus”).
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BEISpIEL (b) “Abgeschlossener Kreisring”. Sei 0 < a < b. Die Abbildung
{(z,y) €R? |a< a2 +y2<b} — S x [a,0]
(z,y) — ((%,%),r=\/az2+y2)

ist eine topologische Aquivalenz (denn sie ist eine stetige bijektive Abbildung mit kom-
paktem Definitionsbereich und Hausdorff-Raum als Wertebereich).

BEISPIEL (¢) “Offener Kreisring”. Sei wieder 0 < a < b . Die Abbildung

{(z,y) eR® |a</22+y2<b} — S x (a,b)

definiert wie oben ist auch eine topologische Aquivalenz; denn sie ist bijektiv und sie ist
die Einschrinkung einer topologischen Aquivalenz (ndmlich der vorigen).

BEISPIEL (d) “Punktierte Ebene”. Die Abbildung
R*—0 — S'x(0,00) , (z,y) — ((£,%),7r)

ist ebenfalls eine topologische Aquivalenz. Denn einmal ist die Abbildung bijektiv, zum
andern ist die Stetigkeit der Abbildung bzw. ihrer Umkehrabbildung eine lokale Eigen-
schaft; sie folgt daher aus der Stetigkeit im vorigen Beispiel. Im Detail:

Sei (z,y) # (0,0). Wihle a,b so da 0 < a < r < b. Dann ist S! x (a,b) of-
fene Umgebung von Bild (z,y) . Nach dem vorigen Beispiel ist die Umkehrabbildung
stetig in dieser Umgebung von Bild (x,y) , deshalb insbesondere auch stetig im Punkt
Bild (x,y) . Ahnlich erhilt man die Stetigkeit der Abbildung selbst.

BEISPIEL (e) S! xR . Weil R topologisch dquivalent ist zu (0,00) , folgt auch

S'xR =~ S'x(0,00) ~ R*—0.

Allgemeine Versionen dieser topologischen Aquivalenzen.

Fir z = (z1,...,7,) € R" bezeichne |z| = vz12+ -+ 2,2 die euklidische Norm.
Die n—dimensionale Sphdare S™ ist definiert durch

" = {zeR™ | |z =1}

(b’") Sei 0< a. Die Abbildung
{zeR" [a<|lz| <b} — 8" x [a,0] , x+— (557 )

Bl
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ist stetig und bijektiv. Sie hat kompakten Definitionsbereich und Hausdorffschen Ziel-
bereich, sie ist also eine topologische Aquivalenz.

(¢’) Sei 0< a. Die Abbildung
{zeR” |a<|z|<b} — S"!x (a,b)

ist definiert wie die vorige. Sie ist bijektiv und ist als Einschrinkung einer topologischen
Aquivalenz ebenfalls wieder eine topologische Aquivalenz.

(d") Sei 0<a<b<oo. Die Abbildung
{zeR" |a<|z|<b} — S"!x (a,b)

ist bijektiv, und sie stimmt “lokal” mit der vorigen Abbildung iiberein; damit ist auch
sie eine topologische Aquivalenz.

(') Mit R =~ (0,00) folgt schlieBlich noch:

SR ~ S"lx (0,00) ~ R" -0
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Verklebe—Konstruktionen

Die disjunkte Vereinigung topologischer Rdume wurde frither schon angesprochen. Wir
nehmen sie hier in allgemeiner Form zur Kenntnis.

Wenn ¢ —— X; , @ € I, eine indizierte Familie von Mengen ist, dann bezeichnet die
disjunkte Vereinigung die Menge der Paare

Wier X; = {(i,x) |iel,zeX;} .

Fiir jedes j € I enthilt diese Menge eine Kopie der Menge X ; némlich die Unter-
menge

{UG2) | veX;t,

die ja zu X; kanonisch (= in ganz bestimmter, ausgezeichneter Weise ) isomorph ist.

DEFINITION. Wenn die X; topologische Rdume sind, dann sei die disjunkte Vereini-
gung auf die folgende Weise mit einer topologischen Struktur versehen: eine Teilmenge
A C H;er X; ist offen dann und nur dann, wenn fiir jedes j € I die Menge

AN X;
offen in X; ist (dabei haben wir X identifiziert mit {(j,z) |z € X, }).

Aus der Definition folgt auch: Fiir jedes j ist die Untermenge { (j,z) | x € X; } von
I;c; X; eine offene Untermenge, und sie ist (als Unterraum) kanonisch isomorph zu
X, ; die Abbildung x — (j,z) definiert eine topologische Aquivalenz von X; zu
diesem Unterraum,

X, — {(i2) | zeX;} .

Solange das nicht zu Mifiverstdndnissen fiihrt, konnen (und wollen wir gelegentlich auch)
so tun, als sei X; dasselbe wie der angesprochene Unterraum.

Ein nicht sonderlich interessantes Beispiel fiir die Konstruktion ist das, wo jeder der
Raume X; nur aus einem einzigen Punkt besteht. In diesem Falle ist II;c; X; dasselbe
(oder, wenn man es ganz genau nehmen will, “dasselbe bis auf kanonische Isomorphie”)
wie die Menge I mit der diskreten Topologie.

Einer der interessantesten Félle fiir die Konstruktion ist der auch frither schon ange-
sprochene Fall, wo die Indexmenge gerade zwei Elemente hat, etwa I = {1,2} . Wir
wollen fiir diesen Fall eine andere Notation einfiihren; némlich statt ITl;cq; 2y X; wer-

den wir auch schreiben X; U X, (oder sogar einfach nur X; U X5 ; was allerdings zu
Mifversténdnissen fithren kann, wenn man nicht aufpaflt).

SATZ. X sei topologischer Raum. Es sind dquivalent:
e X st nicht zusammenhidngend
e X st topologisch dquivalent zu einer (nicht—trivialen) disjunkten Vereinigung.
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BEWEIS. Wir schauen nach, was die Definitionen bedeuten. Die Aussage “X ist nicht
zusammenhéngend” heiflt, daf3 es nicht—leere offene Mengen A;, Ao C X gibt, mit
A1UA; = X, AiNAy = (. Es folgt, dal die Abbildung

A10A2—>A1UA2:X, (i,$)'—>£l),

bijektiv ist, stetig, und auch offgzp (weil ja A; und As offenin X sind). Die Abbil-
dung ist also eine topologische Aquivalenz.

Sei umgekehrt X = Il;c;X; undsei j € I.Dannsind X; und Ijecr ;2; X; offen in
X , und disjunkt. U

BEMERKUNG. Wenn X ein topologischer Raum ist, und x € X ein Punkt darin, so
kann man einen Raum X, definieren, die sogenannte Zusammenhangskomponente von
x in X . Nach Definition ist dies der grofite zusammenhéngende Unterraum von X |
der x enthilt (es ist iibrigens gar nicht selbstverstéindlich, dafl ein solcher Unterraum
iiberhaupt existiert, der Beweis fiir die Existenz ist auch nicht trivial). Man muf sich
nun hiiten vor der Annahme, dafl etwa jeder topologische Raum so etwas wére, wie
die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten; GEGENBEISPIEL: der
Raum Q der rationalen Zahlen (mit Unterraumtopologie als Unterraum von R) ist
total unzusammenhédngend in dem Sinn, dafl je zwei Punkte in verschiedenen Zusam-
menhangskomponenten liegen (denn zwischen je zwei rationalen Zahlen z; und x5
liegt ja immer noch eine irrationale Zahl xz3) . Die Zusammenhangskomponenten sind
also schlicht einpunktige Mengen in dem Fall. Andererseits ist die Unterraumtopolo-
gie auf den rationalen Zahlen selbstverstandlich nicht die diskrete Topologie; anders
ausgedriickt: es gibt sicherlich auch Funktionen auf Q , die nicht stetig sind!

Ein noch einfacheres Beispiel dieses Typs ist die Menge {O} U {% |n € N} , versehen
mit der Unterraumtopologie als Unterraum des Intervalls. 0

Wir wollen untersuchen, wann eine disjunkte Vereinigung kompakterRdume wieder kom-
pakt ist. Sei also {X;};cs , eine Familie kompakter Riaume. Aus der Definition der
Topologie von II;c; X; und aus der Hausdorff—Eigenschaft der X; erhélt man sofort,
dafl II;c; X; auch ein Hausdorff-Raum ist.

Nun zur Uberdeckungs-Eigenschaft: Wenn I nicht endlich ist, und wenn X; # () fiir
alle i, dann ist Il;e; X; sicherlich nicht quasi-kompakt. Denn z.B. {X;},.; ist eine

offene Uberdeckung, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wir haben aber:

SATz. Sei {X;}icr eine Familie von Rdumen. Die Indexmenge I sei endlich, und fiir
jedes i €1 sei X; ein kompakter Raum. Dann ist die disjunkte Vereinigung Il;c;X;
ebenfalls kompakt.

BEWEIS. Sei {Ag}, o, eine vorgegebene offene Uberdeckung von II;c;X; . Wir wollen
zeigen, daB diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

48



Da X; offen in II;c;X; (Definition der disjunkten Vereinigung), ist

{Xi N Akticr vex

ebenfalls offene Uberdeckung. Wegen der Kompaktheit von X; existiert eine endliche
Teilmenge K; C K mit
X, C U X:NAL.
kEK

Es folgt, dal {X; N A }ier ker, endliche Uberdeckung von II;c;X; ist. Durch Erset-
zen der {X; N Ax} durch die entsprechenden {A;} erhélt man hieraus die gesuchte
endliche Teiliiberdeckung von {Ag}, cx - O

Interessanter als der doch sehr spezielle Fall einer Vereinigung ohne Durchschnitt ist
der allgemeinere Fall einer Vereinigung mit Durchschnitt,

X = X1UXe, XiNnXs = X,
wo eben, moglicherweise, Xo # 0 .
BEISPIEL. Die 2-Sphére ist die Vereinigung ihrer nérdlichen und siidlichen Halbkugeln;
der Durchschnitt der beiden ist die gemeinsame Randkurve, der Aquator. Bis auf topo-

logische Aquivalenz kann man das auch so formulieren, daf die 2-Sphére die Vereinigung
von zwei Kreisscheiben ist, deren Durchschnitt wiederum eine 1-Sphére ist. U

Beispiele wie dieses suggerieren die folgende Frage.

FRAGE. Ist die topologische Struktur von X vollstdndig bestimmt durch
e X;, X5 und
o die Weise, wie Xo = X1 N Xy in X; und X, enthalten ist?

Anders gefragt: Wie sinnvoll ist es, in einer solchen Situation zu sagen, “ X entsteht
aus X1 und X, durch Verkleben entlang Xy 7 7

Zunichst miissen wir diskutieren, was hier mit Verklebung gemeint sein soll. Dazu seien
X1, X, Xo irgendwelche topologischen Rdume und

x, & x, 2 ox,

irgendwelche stetigen Abbildungen. Wir definieren einen neuen Raum (einen Quotien-
tenraum der disjunkten Vereinigung),

X1 Ux, Xo = X1UXo/f(0)~fo(a):zeXo -

Wir moéchten diese Konstruktion interpretieren konnen als “ Verkleben von X7 und X
entlang X, ”. Das sollte die Konsequenz haben, dal der Raum X; Ux, X2 die Rdume
X1, Xo, X2 als Unterrdume enthélt. Wir betrachten Bedingungen, die das sicherstellen.
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Fiir die Identifikation von X; mit einem Unterraum gibt es einen Kandidaten, ndmlich
die zusammengesetzte Abbildung

X1 o XlL.JXQ e X1UX0X2

(d.h., die Inklusion von X; in die disjunkte Vereinigung, gefolgt von der Quotienten-
raumprojektion). Dies ist offenbar auch die einzig verniinftige Moglichkeit, X; mit
X1 Ux, X2 in Beziehung zu bringen.

Wir wollen Bedingungen iiber die “Verklebe-Abbildungen” f; und f; formulieren,
die garantieren, dafl diese Abbildung X; — X; Ux, X2 und die analoge Abbildung
Xy — X Ux, Xy die Eigenschaften haben, die sie haben sollen.

e die Abbildung fo: Xy — X5 sei injektiv.

Die Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung, fi(z) ~ fo(x) fiir z € Xo ,
sagt dann vielleicht noch alles mégliche, aber sicher sind keine zwei verschiedenen Punkte
aus X; jetzt dquivalent, also ist die Abbildung X; — X; Ux, X2 injektiv.

e die Abbildung f;: Xo — X7 sei injektiv.
Wie gerade eben impliziert dies, dal Xo — X; Uy, X2 injektiv ist.

e Die bijektive Abbildung fs : Xo — Bild(f2) (Unterraum von X5) sei eine topo-
logische Aquivalenz.

BEHAUPTUNG. Die bijektive Abbildung
X1 — Bild(X;) (Unterraum von X; Ux, X2)
ist dann auch eine topologische Aquivalenz.

BEWEIS. Zu zeigen ist, dal die Abbildung offen ist: wenn A offene Teilmenge von X3
ist, dann gibt es eine offene Teilmenge B in X; Ux, X2 mit

B N Bild(X;) = Bild(A) .

Nun ist f;'(A) offen in X, (Stetigkeit von f1), deshalb ist fo (f; '(4)) offen in
Bild (f3) (wegen der iiber fy gemachten Voraussetzung); das heifit also, es gibt eine
offene Teilmenge B’ C Xo mit B’ N Bild(f2) = f (f; '(A)) . Damit erhalten wir

B N Bild(X;) = Bild(A),

wobei B := B'UA (aufgefafit als Vereinigung von Mengen in X; Ux, X3) . Dafl die
Menge B nun offen in X; Ux, X» ist, wie gewiinscht, folgt sofort aus der Definition

der Quotiententopologie, denn das Urbild von B in X; U X, ist die Menge A U B’ ,
und diese ist offen in X; U X5, da B’ offen in X, ist, und A offen in X; . ]

e Die bijektive Abbildung f; : Xo — Bild(f1) sei eine topologische Aquivalenz.
Ahnlich wie gerade eben impliziert dies, daf auch die Abbildung
Xy — Bild(X3) (Unterraum von X; Ux, X2)

eine topologische Aquivalenz ist.
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Zusatz zu S. 50

Zur Verklebe-Konstruktion
X1 Uxy Xo = X1UXo/f (@) ~fo(a); veXo

ist dort angemerkt:

e die Abbildung f5: Xy — X5 sei injektiv.

Die Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung, fi(z) ~ fao(z) fiir =z € Xo,
sagt dann vielleicht noch alles mégliche, aber sicher sind keine zwei verschiedenen Punkte
aus X; jetzt dquivalent, also ist die Abbildung X; — X; Ux, X2 injektiv.

Hier ist eine etwas detailliertere Begriindung dafiir.

Die von “ fi(z) ~ fo(x) fiir z € Xo 7 erzeugte Aquivalenzrelation auf der disjunkten
Vereinigung 148t sich fiir die Punkte aus X7 so beschreiben:

x,y € Xy sind dquivalent genau dann, wenn es eine Kette von Punkten gibt,
T =T1, T2, 3, T4, L5, .. , x4k2—|—1 =Y

mit

r1 = fi(z2), fo(z2) = 23 = fa(xs), fi(ws) = 25

In der vorliegenden Situation ( fo injektiv ) schlieen wir, dafl in einer solchen Kette
notwendigerweise die beiden Punkte

To, x4 € X
zueinander gleich sind, da sie ja dasselbe Bild z3 € X5 haben. Also mufl auch
r1 = I

sein. — Usw.






Uber den Raum X, notieren wir noch folgendes. Die beiden zusammengesetzten Ab-
bildungen in dem Diagramm

X, —— X,

| |

Xo — X1 Ux, Xo

sind identisch und induzieren eine bijektive Abbildung X, — Bild (Xj) ; auch diese
Abbildung ist eine topologische Aquivalenz (denn weil X, Unterraum von X; und
X1 Unterraum von X3 Ux, Xs , folgt, daB auch X, Unterraum von X;Ux, Xo ist).
Schliefflich ist noch

Bild (Xy) = Bild (X;) N Bild (X3)

(als Unterrdume von X; Ux, X2 ). Unter den angegebenen Bedingungen fithrt unsere

Konstruktion mithin tatséchlich auf das, was wir von dem Verklebeprozefl erwarten.

Wir kommen zu unserer Frage von vorhin zuriick, die wir jetzt etwas anders formulieren
wollen. Sei X topologischer Raum. Seien X; und X, Unterrdume von X , so
dal X7 U Xy = X . Wir setzen Xy = X; N X5 . Die beiden Inklusions—Abbildungen
j1: X1 — X und jo: X9 — X induzieren dann eine surjektive stetige Abbildung

g:XlOX2—>X.

Wir bilden den “zusammengeklebten” Raum X; Ux, X2 , wobei die Abbildungen
x; I x, £ ox,

durch die Inklusionen gegeben seien. Fiir = € Xy gilt dann g(f1(x)) = g(f2(z)) , die
Abbildung ¢ faktorisiert deshalb iiber eine stetige Abbildung

fiXiUx, Xo — X,
und diese Abbildung ist bijektiv. Unsere obige Frage 148t sich jetzt so prézisieren:
FRAGE: Wann ist die Abbildung f eine topologische Aquivalenz ?

Das ist sicherlich nicht der Fall ohne zusétzliche Bedingungen, wie man an folgendem
Sachverhalt sehen kann. Sei X zusammenhéingender Raum, sei X; Unterraum von
X, 0# X, # X, sei Xy das Komplement von X; in X . Wenn wieder Xy den
Durchschnitt von X; und Xs bezeichnet, so ist im gegenwirtigen Fall Xo = (), also
X1 Ux, X2 = X U X, . Die Abbildung X; Ux, Xo — X kann also in diesem Fall
keine topologische Aquivalenz sein, da X als zusammenhingend vorausgesetzt war und
deshalb nicht disjunkte Vereinigung in nicht-trivialer Weise sein kann.

SATZ. Hinreichend dafiir, daB f topologische Aquivalenz ist, ist, daB X; und Xo
beide abgeschlossen in X sind. — Ebenfalls hinreichend ist, dafl sie beide offen sind.
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BEWEIS. Eine stetige bijektive Abbildung ist genau dann eine topologische Aquivalenz,
wenn sie zusétzlich noch die Eigenschaft hat, eine offene Abbildung zu sein (oder, was
in diesem Fall dasselbe bedeutet, eine abgeschlossene Abbildung). Wir behandeln den
einen der beiden Fille. Das Argument im andern Fall ist wortlich dasselbe — abgesehen
davon, natiirlich, dal in dem Argument das Wort “abgeschlossen” zu ersetzen ist durch
das Wort “offen”.

Wir setzen also jetzt voraus, dal X; und X, abgeschlossene Unterrdume in X sind.
Wir werden zeigen, dal dann f eine abgeschlossene Abbildung ist; d.h., daf} folgendes
gilt:

Sei AC X, f71(A) abgeschlossen in X;Ux, X2 . Dann ist A abgeschlossen in X .

Dazu sei A1 = ANX; und Ay = ANXy, also A = A; U Ay . DaBl f71(A)
abgeschlossen in X7 Ux, X2 ist, heilit (nach Definition der Quotiententopologie), da8
¢ '(f~Y(A)) abgeschlossen in X; U X, ist, wobei ¢: X; U Xy — X;Ux, Xy die
Quotientenraumprojektion bezeichnet. Nun ist

qil (fil(A)) = A1 U A2 .

Wir schlieBen, da8 A; U Ay abgeschlossen in X; U X5 ist. Nach Definition der Topolo-
gie der disjunkten Vereinigung heifit dies, daf§ erstens A; abgeschlossen in X; ist
und zweitens auch As abgeschlossen in X5 . Nach Voraussetzung nun waren X;
und X, abgeschlossene Unterrdume von X . Es folgt, daff auch A; und As in
X abgeschlossen sind (denn ein abgeschlossener Unterraum in einem abgeschlossenen
Unterraum ist auch in dem Gesamtraum abgeschlossen). Also ist auch die Vereinigungs-
menge A = A; U As abgeschlossen in X . Der Beweis ist fertig. O

BEMERKUNG. Die Notation X; Ux, X2 ist sehr bequem und sie ist auch ganz {iblich.
Man sollte aber nicht vergessen, dafl sie auch ein wenig ungenau ist, da die Verklebe-
abbildungen

X X, 2 x,
ja ausdriicklich nicht spezifiziert werden.

So kann man etwa sehr viele Rdume angeben, die sich in der Form D"Up» D™ darstellen
lassen, wo D™ den n— dimensionalen Ball bezeichnet, D" = {x e R" | [jz|| <1} .
Zum Beispiel D' Up: D! kann bedeuten:

e cine Strecke (die zu verklebenden 1— Bille werden in ihrer ganzen Lénge identi-
fiziert)

e cine “Ypsilon”-artige Figur (von den zu verklebenden Intervallen werden nur die
unteren Hilften identifiziert).

Oder D? Up2 D? kann bedeuten:

e cine Scheibe (die zu verklebenden 2— Bille werden insgesamt identifiziert)

e cine “Jojo”’—artige Figur (die beiden zu verklebenden Scheiben werden nur entlang
einer kleineren konzentrischen Scheibe identifiziert).
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Fiir ein weiteres Beispiel erinnern wir uns daran, da8 die $? in der Form D? Ug:1 D?
dargestellt werden kann; dabei werden die beiden Verklebe—-Abbildungen

p2 JL gl 2 p2

benutzt, die jeweils die S! mit der Randkurve der einen oder der anderen Scheibe
identifizieren. Wir nehmen jetzt dieselben Ridume, aber andere Verklebe-Abbildungen;
niamlich f; sei wie zuvor, aber f, moge die S' mit einem konzentrischen Kreis in
D? identifizieren. Der durch diese Verklebung entstehende Raum ist nicht wieder die
2— Sphére; er ist vielmehr so etwas wie die Oberfliche des Saturn mit aufgesetztem

Ring. 0

Wir wollen noch kurz diskutieren, was geschieht, wenn man beim Verklebe—Prozef3 die
beteiligten Rdume durch topologisch dquivalente Rdume ersetzt. Wir erwarten, daf§ dann
auch das Resultat des Verklebeprozesses wieder dasselbe sein wird — jedenfalls bis auf
topologische Aquivalenz. Sei also

x, & x, £ox,

ein Diagramm derart, wie wir es beim Verkleben benutzt haben. Wir wollen X7, X, X5
durch topologisch #quivalente Raume X7, X[, X/ ersetzen; wir mochten schlieffen,
daB X;Ux, X2 topologisch dquivalent ist zu X|U x5 X ), . Dabei miissen wir aufpassen,
was die Verklebeabbildungen

x; Loxr Boxr

angeht: die obigen Beispiele zeigen, dafl sonst wohl nur wenig Chance dafiir bestiinde,
dafl X Ux, Xa topologisch dquivalent zu Xj Ux; X5 sein wird.

Am besten wird es wohl sein, wenn wir uns die f; auf geeignete Weise aus den anderen
Daten verschaffen.

Seien also zusiitzlich zu den Verklebeabbildungen f; und f» noch topologische Aqui-
valenzen h; : X; — X/ fixiert. Wir konnen diese Daten zusammenfassen in einem
Diagramm

X, fi X, f2 X,

I e
/ / /
X Xy X5
Dieses Diagramm wiederum kénnen wir ergénzen zu einem kommutativen Diagramm

e

i f3

x; hox L xy
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indem wir einfach definieren

f{ P = hloflohal, fé = hQOfQOf()_l

(wobei wir benutzen, das hg topologische Aquivalenz ist; daB also die stetige Umkehrab-
bildung hg ! existiert). Die Kommutativitit des Diagramms besagt hier natiirlich nichts
anderes als die Gleichheit der Abbildungen:

hiofi = fioho: Xo — X, hoofa = fyohg: Xo — X3 .
Wir kénnen eine ganz bestimmte “kanonische” Abbildung definieren
h: X1UX0X2—>X1UX6X5 5

namlich
hi(z) wenn x € X,

h(x) = ¢ ho(z) wenn z€ X; .
ho(x) wenn x € Xo

Diese Abbildung ist wohldefiniert (wegen der Kommutativitit des obigen Diagramms).
Sie ist stetig, weil die zusammengesetzte Abbildung

X1 UXy, — XjUx, Xo — X[ Uy X
stetig ist (Stetigkeit von h; und hs) und wegen der Definition von X; Uy, X5 als
Quotientenraum von X; U X5 .

Wir wollen zeigen, dal h eine topologische Aquivalenz ist, also eine Umkehrabbildung
hat. Dies erfordert keine neuen Argumente: weil hy, hg, he topologische Aquivalenzen
sind, kénnen wir das obige Diagramm “riickwérts” lesen, d.h. wir haben ein Diagramm

i f3

X, xp P x)
lh;l lhgl Jh;l

Dieses Diagramm nun kommutiert ebenfalls (das folgt aus der Kommutativitidt des
obigen Diagramms), und wie vorher erhalten wir deshalb eine ganz bestimmte Abbildung

h,ll X{ UX(’)Xé — Xl UXOXQ;

die wiederum stetig ist. Wir brauchen nun nur noch die nicht sehr iiberraschende Tat-
sache nachzupriifen, da} A’ zu h invers ist; z.B., wenn = € X; , dann ist

W (h(z)) = B (h(2)) = by (hn(2))
und wenn z € X dann ist

h(K (z)) = h(h7'(z)) = hi (h1'(2)) = 2.

xz,

Die konstruierte Abbildung h ist also eine topologische Aquivalenz von X;Ux, X2 zu
X { @) X/ Xé .
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Deformationsklassen von Schlingen

Im Rahmen der Einfithrung hatten wir seinerzeit skizzenhaft zur Kenntnis genommen,
dal man in einigen interessanten Féllen topologische Radume dadurch als verschieden
erkennen kann (genauer: als nicht topologisch dquivalent), dafl man “Schlingen” in
diesen Rdumen betrachtet, oder vielmehr Deformationsklassen von solchen (vgl. Seiten
11-12). Nachdem wir die hierfiir benétigten Hilfsmittel uns nunmehr verschafft haben,
wollen wir diese Dinge jetzt ndher anschauen.

DEFINITION. Bezeichne S!' den Kreis. Eine Schlinge in einem topologischen Raum
X ist eine stetige Abbildung f: S! — X .

Wie angedeutet (vgl. S. 12), sollen zwei Schlingen f; und f; als “deformations—
dquivalent” (oder “homotop”) bezeichnet werden, wenn eine “Deformation” von der
einen Schlinge in die andere existiert. Das prézisieren wir jetzt wie folgt:

DEFINITION. Seien fy, fi Schlingen in X . Eine Deformation von fy zu f; ist eine
stetige Abbildung

F:S8'x[0,1] — X,
mit

F\Sle:fo, F’Sl><1:f1.

DEFINITION. Seien f und f’ Schlingen in X . f und f’ heiflen homotop, wenn
eine Deformation von f zu f’ existiert.

SATz. Homotopie von Schlingen ist eine Aquivalenz—Relation.

BEwEIS. Die Behauptung ist, dal die Relation homotop schon die Eigenschaften
hat, die eine Aquivalenzrelation ausmachen: Reflexivitdt, Symmetrie, Transitivitat. Der
Beweis dafiir 1auft auf die Angabe geeigneter Homotopien hinaus.

— Reflexivitit. Ist f: S' — X eine Schlinge, dann ist die konstante Deformation,
d.h. die Abbildung

S'x[0,1] 5 st Lo XL (at) 2 e fla)

eine Deformation von f zu sich selbst.

— Symmetrie. Seien fy, fi Schlingen derart, dafl eine Deformation von fo zu f;
existiert; sei F: S'x [0,1] — X eine solche Deformation. Durch das “Umflippen” von
F erhilt man dann auch eine Deformation F’ von f; zu fp . Im Detail: F' ist die
zusammengesetzte Abbildung

idsl XT F

Stx[0,1] Stx[0,1] — X
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wobei der “Flip” gegeben ist durch

T: [0,1] — [0,1] , 7(¢t) = 1—¢.

— Transitivitidt. Sei F' eine Deformation von fy zu f; ,und G eine Deformation von
fi zu fs . Man erhélt eine Deformation H von fy zu fo durch Zusammensetzen
von F und G . Im Detail: fiir s € S!' und ¢ €[0,1] definiert man

F(s, 2t) fiir

0<t<i
G(s, 2t—1) fir 2+ <t<1’

st =

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. Es bezeichnet 8(X) die Menge der Homo-
topieklassen von Schlingen in X , d.h. die Menge der Schlingen in X modulo der
soeben eingefiihrten Aquivalenz—Relation “homotop”.

BEISPIEL. 8(R™) hat nur ein Element. — Denn sind fo, f1:S! — R™ zwei Schlingen,
dann ist

EF(s,t) = (1=t)fo(s) + 1 f1(s)

eine Deformation von fy, zu f; ; je zwei Schlingen sind also homotop.

Wie schon erwéhnt, ist unser Ziel, zumindest in einigen Féllen Rdume dadurch als
verschieden (als nicht topologisch &dquivalent) zu erkennen, dafl wir die Mengen §(...)
wirklich ausrechnen (und feststellen, dafl sie verschieden sind). Das beruht auf dem
folgenden Sachverhalt.

SATZ: Wenn X und X' topologisch dquivalente Ridume sind, dann sind 8(X) und
S8(X') dquivalente Mengen.

Dies ist ein Aspekt der sogenannten Funktorialitdt der Zuordnung X +— §(X) . Was
das bedeutet, ist schon in der Einfiihrung (S. 8 — 11) anhand der Konstruktion X —
m0X (Menge der Weg—Zusammenhangs—Komponenten von X ) beschrieben worden.
Der wesentliche Punkt ist der, dal eine Konstruktion nicht nur fiir Objekte vorliegt
(hier: jedem Raum ist eine Menge zugeordnet), sondern gleichzeitig auch fiir Abbildun-
gen zwischen diesen (hier: jeder Abbildung von Rdumen (stetige Abbildung!) ist auch
eine Abbildung von Mengen zugeordnet); und daf} schliellich diese Zuordnung noch
die verniinftigen Eigenschaften hat, die man erwarten kann. Wir gehen die Dinge noch
einmal durch.

— Eine Abbildung ¢: X — Y induziert eine Abbildung ¢.: 8(X) — 8(Y) . Diese
ist definiert durch

p«([f]) = lpo f].

Mit anderen Worten, ¢, ist in der offensichtlichen Weise fiir Reprisentanten definiert,
(f: 8= X)+— (pof: S* —Y) . Und damit dies die gewiinschte Abbildung auf den
Homotopieklassen gibt, priift man nach, da die Zuordnung die Aquivalenz-Relation
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“homotop” respektiert. Das ist aber klar, denn ist F': S1x[0,1] — X eine Deformation
von fo zu f;,dannist poF: S'x[0,1] — Y eine Deformation von o fy zu o f; .

— Die Zuordnung ¢ — . ist mit der Komposition von Abbildungen vertréglich. Das
heifit, wenn ¢ und ¢ zusammensetzbare Abbildungen von Rdumen sind,

X 5y % oz,

so gilt (Yop). = 1. o @, (Gleichheit von Abbildungen 8(X) — 8(Z)). Daf dies
richtig ist, folgt aber unmittelbar aus den Definitionen von (¢op), , ¥, und ¢, ,

(Yop)«([f]) = [(Yop)of] = vullpof]) = bulex(1f])) -

— Die Zuordnung ¢ — ¢, respektiert identische Abbildungen. Das heift, fiir jeden
Raum X ist (klar!)
(Idx), = Ids(x) -

BEWEIS DES SATZES. Sei ¢ : X — X' topologische Aquivalenz; 1 : X’ — X sei zu
¢ inverse Abbildung. Dann ist

IdS(X) = (ldx), = (Vo) = huop. .

Ahnlich auch Idg( X)) = P« O ¥, . Das heiflit aber nichts anderes, als da} ¢, und .
zueinander inverse Abbildungen zwischen §(X) und $(X’) sind. O

Der folgende Satz beinhaltet eine weitere niitzliche Tatsache geringen Tiefgangs.
SATZ. Seien X,Y topologische Raume und X xY ihr Produkt. Es ist

S(XxY) ~ 8(X) x 8(Y) .

BEWEIS. Eine Schlinge in X xY ist, nach Definition, eine Abbildung
h:8 — XxY.
Per Ubergang zu den Komponentenabbildungen entspricht sie einem Paar
f:8'=x, ¢g:8 vy, f=prioh, g=praoh

und, wie wir wissen (S. 34), gilt auch: h stetig <= [ stetig und g stetig. Die
resultierende Bijektion

(Schlingen in X xY) = (Schlingen in X) x (Schlingen in )

respektiert zudem die Aquivalenz-Relation, denn eine Deformation von hg zu hy ist
ja, wieder nach Definition, eine Abbildung

H: S8'x[0,1] — XxY
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mit H | S'x0 = hg, H | S'x1 = hy . Sie entspricht damit, wie oben, einem Paar
von Abbildungen

F:S8'%0,1] — X, G:S8'%[0,1] — Y

mit F|SIx0 = fo, F|S'x1 = f; und G |S'x0 = g, G| S'x1 = gy ; d.h. sie
entspricht einem Paar von Deformationen von fy zu f; und von g9 zu g . U

Weil 8§ (R™) nur ein Element hat (s. oben) erhalten wir

KOROLLAR. Fiir jeden topologischen Raum X gilt

S(XxR") = §(X)x8(R") = §(X).

BEISPIEL. Wir wissen, R™ — 0 ist topologisch fiquivalent zu S”~! x R! . Es folgt

S(R"—0) ~ §(S"'xR") ~ §(5"7") .

Unser Programm fiir die néchste Zukunft ist es, folgendes zu zeigen:

e §(8™), fir n>2, hat nur ein Element.
e 8(S') hat (abzédhlbar) unendlich viele Elemente.

Als Folgerung hiervon werden wir die folgenden Klassifikationssétze haben.

SATz. S!' ist nicht topologisch édquivalent zu S™ wenn n > 2.

Denn sonst wiirde ja folgen
§(SY) ~ §(S9™) (77)
was aber der angegebenen Berechnung widerspricht.

SATz. R? ist nicht topologisch dquivalent zu R™ wenn n > 3 .

Denn andernfalls wire auch R? — 0 topologisch dquivalent zu R™ — 0 und das hétte
zur Folge

§(S') ~ 8$(R*—-0) ~ S$(R™—0) ~ §(S" 1)  (7?)

was wiederum der Berechnung widerspricht.

SATZ. S? ist nicht topologisch dquivalent zum Torus.

Denn da der Torus topologisch dquivalent ist zu S x S! | wiirde andernfalls folgen
8(5%) ~ 8(S'x S') ~ §(S') x8(S')  (77)
was aber auch nicht sein kann.

58



Wir wollen jetzt mit dem Beweis des Satzes beginnen, da} §(S™), fir n > 2, nur
ein einziges Element hat; daf}, mit anderen Worten, je zwei Schlingen in S™ ineinander
deformiert werden koénnen, wenn n > 2. Das Argument geht in mehreren Schritten,
wobei zunéchst nur Schlingen spezieller Art betrachtet werden, und wobei jeweils der
folgende Fall dann auf den vorherigen zuriickgefiihrt wird.

1. FALL. Bezeichne eine triviale Schlinge eine solche, die durch eine konstante Abbil-
dung f:S' — X gegeben ist, d.h. wo das Bild f(S!) nur aus einem einzigen Punkt
besteht. Da S™ wegzusammenhéngend ist (wenn n > 1) sind je zwei triviale Schlingen
in S™ homotop. (Denn sei w:[0,1] — S™ ein Weg, dann ist die Abbildung

Stx [0,1] 22 [0,1] = s

eine Deformation zwischen den trivialen Schlingen mit Werten w(0) und w(1) ). Es
wird also geniigen zu zeigen, dafl jede Schlinge in S™ in eine triviale Schlinge deformiert
werden kann, wenn n > 2 . Damit befassen sich die beiden folgenden Fille.

2. FALL. Essei f:S! — S™ eine Schlinge mit der Eigenschaft, da f(S') # S™ (d.h.,
die Abbildung f ist nicht surjektiv). Es wird gezeigt, dafl f in eine triviale Schlinge
deformiert werden kann. (Hierbei ist der Fall n =1 zugelassen). Das Argument beruht
auf dem folgenden Sachverhalt.

SATZ. Sei z € S™ . Es gibt eine topologische Aquivalenz ¢: S"—{z} — R™ .

BEWEIS. Es ist nicht immer so, da man eine topologische Aquivalenz tatsichlich auch
explizit hinschreiben kann, aber es ist so im vorliegenden Fall. Die Abbildung ¢ ist
gegeben durch die sogenannte stereographische Projektion, die folgendermaflen definiert
ist. Wir fassen S™ auf als die Einheits-Sphiire im R”*! |, und R" als den zu dem
Vektor z orthogonalen Unterraum. Zu einem Punkt x € S™, x # 2z, wird nun der
Bildpunkt y = ¢(x) so bestimmt, dafl

— y auf der Geraden durch z und z liegt, also y = 2z + a(z — 2)
— 1y zu z orthogonal ist, also y-z = 0 (Skalarprodukt von Vektoren).
Die Zahl a bestimmt sich dann durch die Gleichung

0 =y-2z=z2z+4+a(r—2) 2

sowie z-z = 1). Es ergibt sich a = —L— und
(x—2)-2
1
y = z — @=2) Z(x—z)

Die Umkehrabbildung 1 a8t sich dhnlich explizit angeben. Sei ndmlich y ein Punkt
in dem zu z orthogonalen Unterraum. Der Punkt x = 9(y) ist dann gegeben als
der (andere) Schnittpunkt der Einheits—Sphére mit der Geraden durch y und z . Um
ihn explizit anzugeben, bemerken wir, daf§ der Punkt in der Mitte zwischen x und =z
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derjenige Punkt auf der Geraden ist, der dem Ursprung am néchsten liegt. Wenn wir
also den Ansatz machen
xr = z+2b(y—2),

so bestimmt sich die Zahl b durch die Gleichung

(z+by—2)) (y—z) =0

1

oG- und

(sowie z-(y—z) = —1). Es ergibt sich b =

2
reaT (y—2>-(y—z)(y_z)'

Dafl die Abbildungen ¢ und 1 stetig sind, ist klar. Daf} sie zueinander invers sind,
ergibt sich aus ihrer Herleitung; mit ein wenig Geduld kénnte man es auch durch Ein-
setzen nachpriifen (dabei benutzt man, da§ (x—z) - (z+2z) =0). O

Zuriick nun zu der Situation des 2. Falles. Wir wollen uns davon iiberzeugen, daf eine
vorgegebene Schlinge f: S' — S™ in eine triviale Schlinge deformiert werden kann,
wenn wir noch zusétzlich voraussetzen, dafl es einen Punkt z € S™ gibt, der nicht im
Bild von f liegt.

Der wesentliche Punkt hierbei ist, dal wir f auch auffassen kénnen als Abbildung in
den Unterraum S™—{z}; oder, um es genau zu nehmen, wir schreiben f jetzt als
Komposition

f=13of,
wo j:S"—{z} — S™ die Inklusion des Unterraumes bezeichnet, und f’:S' — S"—{z}
eine Schlinge in diesem Unterraum.

Es wird geniigen, eine Homotopie
F': S'%[0,1] — S"—{z}

von der Abbildung f’ zu einer trivialen Schlinge anzugeben; denn die zusammenge-
setzte Abbildung jo F’ ist dann die gewiinschte Homotopie fiir die Schlinge f selbst.
Die Homotopie F’ verschaffen wir uns iiber die topologische Aquivalenz von S™—{z}
zu R™ . Wir benutzen die oben beschriebenen Abbildungen ¢ und ¢ (die stereogra-
phische Projektion und ihre Inverse). Zunichst ist ¢ o f’ eine Schlinge in R™ . Diese
ist deformierbar in eine triviale Schlinge (etwa mit Wert 0 ); eine Homotopie, die das
leistet, ist gegeben durch

F: S'%[0,1] — R™, F(s,t) = (1—1t) ¢(f'(s)) .

Die zusammengesetzte Abbildung 1 o F' ist dann die gewiinschte Homotopie F’ .
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3. FALL (der allgemeine Fall). Unser Ziel ist, diesen Fall auf den vorigen zuriickzufiihren.
Dazu werden wir folgendes zeigen. Sei f: S! — S™ eine Schlinge. Wenn n > 2, dann
gibt es eine Deformation von f zu einer Schlinge f' mit der Figenschaft f'(S') # S™ .
Der Beweis ist eine Variante des Arguments aus dem vorigen Fall. Es wird ndmlich in
einem ersten Schritt gezeigt, daf sich S' durch endlich viele Teilbogen iiberdecken l:ift

St = BiUByU---UB,,

mit der Eigenschaft, dafl jede einzelne der eingeschrénkten Abbildungen f|B;: B; — S™
nicht surjektiv ist. Im zweiten Schritt werden dann die Abbildungen f|B; einzeln auf
geeignete Weise deformiert.

Der erste Schritt beruht auf einem ganz allgemeinen Sachverhalt. Dies ist ein wichtiger
Satz, den wir spéater auch in anderem Zusammenhang noch oft benotigen werden.

Sarz (Lebesgue’scher Uberdeckungssatz). Sei M kompakter metrischer Raum. Sei
{O;},c; offene Uberdeckung von M . Dann existiert ein ¢ > 0 mit der folgenden
FEigenschaft. Fiir jeden Punkt x € M existiert ein ¢ € I , so dal die €-Kugel um x
ganz enthalten ist in der offenen Menge O; .

BEWEIS. Bezeichne (z,y) — d(z,y) die Distanzfunktion auf dem metrischen Raum
M . Ist A C M nicht-leere Teilmenge, so definiert man eine Funktion d4: M — R,
(“Distanz zu A ") durch
d = infd .
alz) = infd(z,z)

Die Gleichung da(xz) = 0 charakterisiert dann diejenigen Punkte z aus M , die
Adhéarenzpunkte von A sind; wenn speziell A eine abgeschlossene Menge in M
ist, so charakterisiert diese Gleichung die Punkte von A selbst. Die Distanzfunktion
dy: M — R, ist eine stetige Funktion. Denn fiir z,y € M und fiir alle z € A ist ja
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) . Hieraus folgt

da(x) < d(z,y) +da(y) -

Die Ungleichungen da(z) < da(y)+ d(x,y) und (analog) da(y) < da(z) + d(x,y)
zusammen besagen dann, dal |da(z) — da(y)| < d(z,y) .

Die vorgegebene Uberdeckung {O;},.; hat eine endliche Teiliiberdeckung {O;};.;

(weil M kompakt ist). Es wird geniigen, die vorgegebene Uberdeckung durch die
Teiliiberdeckung zu ersetzen und die Behauptung des Satzes fiir diese zu beweisen.
Dazu betrachten wir die Funktionen d; := dco, ,

di(r) = Abstand von x zum Komplement von O; .
Weil das Komplement C'O; abgeschlossene Menge ist, sind die Punkte aus O; charak-

terisiert durch die Tatsache
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Nun ist jeder Punkt aus M enthalten in einer der Mengen O; (die Mengen bilden
ja eine Uberdeckung), also ist auch mindestens eine der Funktionen d; dort > 0. Es
folgt, dafl das Supremum dieser Funktionen

s(z) = ig? d;(z)

iiberall einen Wert > 0 hat. Andererseits ist s als Supremum endlich vieler stetiger
Funktionen auch wieder eine stetige Funktion, und als stetige Funktion auf einem Kom-
paktum (ndmlich M ) nimmt die Funktion s ihr Infimum wirklich an. Wenn wir also
die Zahl « definieren als
a = inf s(x),
zeM

soist @ >0 (denn « ist Funktionswert von s ), und es ist s(x) > « fir alle = .
Nach Definition von s(x) als Supremum heifit dies: fiir jedes = € M gibt esein i, so
dafl d;(z) > a ; mit anderen Worten: es gibt ein i, so daf} die Kugel mit Mittelpunkt
x und Radius o ganz enthalten ist in der offenen Menge O;. Mit ¢ = « ist die
Behauptung des Satzes jetzt bewiesen. 0

Zuriick nun zur Situation des 3. Falles. Sei f: S' — S™ eine vorgegebene Schlinge.
Wir wiahlen zwei verschiedene Punkte z; und 2o in S™ und setzen

Al = Sn—{Zl} 5 A2 = Sn—{ZQ} .

Wir definieren nun

O1 = [ (A1), O = fH(Ay) .

Diese beiden sind offene Teilmengen in S (weil f stetige Abbildung ist), und das
System {O1,0,} ist Uberdeckung von S' (weil {A;, Ay} eine Uberdeckung von
S™ ist). Um den Lebesgueschen Uberdeckungssatz anwenden zu kénnen, notieren wir,
dal S' nicht nur kompakt ist, sondern natiirlich auch ein metrischer Raum (die Un-
terraumtopologie von S! in R? ist dieselbe wie die von der Distanzfunktion auf R?
per Einschrinkung gegebene Topologie). Nach dem Lebesgueschen Satz existiert also
ein ¢ >0,sodaf} ... .

Wir withlen eine Unterteilung von S! in m gleichlange Bégen Bi,...,B,, . Wenn
m grof} genug ist (z.B. wenn m > % ), dann ist jeder dieser Bogen enthalten in einer
e-Kugel in S' (= Durchschnitt von S! mit einer ¢-Kugel in R? mit Mittelpunkt
auf S!'). Nach der Konstruktion von e iiber den Lebesgueschen Satz folgt deshalb,
daB jeder der Bogen B; auch ganz in O; oder ganz in Oy enthalten ist (oder in
beiden). Wegen O; = f~1 (A1), Oy = f~1(Ay) besagt dies, da8 fiir jeden der Bégen
By,...,B,, die eingeschrinkte Abbildung f|B; ihr Bild ganzin Ay (= S"—{z1})
oder ganz in Ay (= S"—{z2}) hat.

Die Abbildung f wollen wir nun dadurch verbessern, dafl wir die eingeschrinkten
Abbildungen f|B; einzeln deformieren. Dabei miissen wir darauf achten, daf§ die zu
konstruierenden Deformationen an den Endpunkten der Bégen auch zusammenpassen.
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Dies 148t sich am bequemsten dadurch erreichen, daf3 die Deformationen an den End-
punkten als konstant gew#hlt werden (m.a.W., die Endpunkte selbst werden gar nicht
deformiert). Diese Dinge sollen zunéchst jetzt genauer formuliert werden.

Bezeichne ein Bogen einen topologischen Raum, der topologisch dquivalent ist zu [0, 1]
(z.B. die obigen Bégen B; ). Sei B ein Bogen. Ein Weg in einem topologischen Raum
X ist eine stetige Abbildung

w: B— X .

Eine Deformation, relativ zu den Endpunkten, von dem Weg wy zu dem Weg w; ist
eine stetige Abbildung
W: Bx|[0,1] — X,

die zum einen eine Deformation von wg zu w; ist, d.h., es ist
W | Bx0 =wy, W|Bx1l=uw,

und die zum andern die Eigenschaft hat, dafl fiir den Anfangspunkt a von B und den
Endpunkt e von B, und fiir alle ¢t € [0,1] , gilt

W(a,0) = W(a,1) = W(a,t) , Wi(e,0) = W(e,1) = Wi(e,t) .
Mit anderen Worten, alle Wege in der parametrisierten Familie
t — wy = W|Bxt

haben denselben Anfangspunkt und denselben Endpunkt. ( Damit eine solche Defor-
mation existieren kann, miissen insbesondere natiirlich auch die beiden Wege wo und
wy denselben Anfangs- und Endpunkt haben. )

DEFINITION. Zwei Wege sind homotop relativ zu den Endpunkten, wenn es eine solche
Deformation gibt.

SATZ. Wenn zwei Wege in R" denselben Anfangs- und Endpunkt haben, dann sind
sie homotop relativ zu den Endpunkten.

BEWEIS. Seien wg, wi: B — R™ solche Wege. Die verlangte Deformation ist gegeben
durch
Wi(s,t) = (1—t)wo(s) +twi(s),

(wobei s € B, te€[0,1] ). Fiir den Anfangspunkt a gilt

Wi(a,t) = (1—-t)wp(a)+twi(a)
= (1-t)wo(a) +two(a) = we(a)

und analog auch fiir den Endpunkt. 0

KOROLLAR. Y sei topologisch dquivalent zu R™ . Je zwei Wege in 'Y mit demselben
Anfangs- und Endpunkt sind homotop relativ zu den Endpunkten.
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BEWEIS. Seien wvg, v1: B — Y solche Wege. Seien ¢: Y — R" und ¢: R" — Y
zueinander inverse topologische Aquivalenzen. Eine Deformation von vy zu wv; ist
gegeben durch V(s,t) = ¢((1-t) ¢(vo(s)) +td(vi(s))) - O

Wir werden das Korollar in Kiirze anwenden auf die Abbildungen von Bogen, die
wir oben aus unserer vorgegebenen Schlinge durch Einschriankung bekommen haben.
Dazu notieren wir noch (der folgende Satz), dal wir tatséchlich eine Deformation der
vorgegebenen Schlinge f erhalten konnen, indem wir die Bogen Bi,...,B,, einzeln
hernehmen und die eingeschrénkten Abbildungen f|B; deformieren.

SATZ. Seien fo, f1:S* — X zwei Schlingen. S' sei unterteilt in Bégen By, ..., B, .
Es gelte fiir jedes j , dafi die beiden Wege

fo‘Bj, fl’Bj Bj e X
homotop sind relativ zu den Endpunkten. Dann ist fy homotop zu fi .

BEWEIS. Die Deformation, relativ zu den Endpunkten, des j —ten Wegepaares sei
gegeben durch
W;: B x[0,1] — X .

Die Deformation von fy zu f; ist dann gegeben durch die Abbildung S'x [0,1] — X ,

Wi(s,t), s€ B
F(s,t) = Wa(s,t), s € Bs

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn s € BN By z.B. heifit ja, dal s der Endpunkt
von B; und der Anfangspunkt von B ist, deshalb ist in dem Fall

Wl(S,t) = Wl(S,O) = fo(S) = WQ(S,O) = WQ(S,t)

(fiir alle ¢ € ]0,1] ). F ist auch eine stetige Abbildung. Denn es ist zusammengebaut
aus stetigen Abbildungen (den W; ) auf Unterrdumen (den Bj x [0,1] ), die samtlich
abgeschlossene Unterrdume sind. (s. Ubungszettel 7, Aufgabe 1). O

Zuriick nun zu unserer vorgegebenen Schlinge f: S' — S™ . Nach dem Lebesgueschen
Uberdeckungssatz konnten wir S* unterteilen in Bogen B, ..., B, , so da jede der
eingeschrankten Abbildungen f|B; mindestens einen Punkt der S™ freildfit, also
aufgefalt werden kann als Abbildung zu S™—{Punkt} ; oder, um es ganz genau zu
sagen, diese eingeschrinkte Abbildung kann als Komposition geschrieben werden von
einer Abbildung B; — S"™—{Punkt} einerseits und der Inklusion S”—{Punkt} — S"
andererseits.

Nun ist S™—{Punkt} topologisch dquivalent zu R™ , daher wissen wir, wie oben
diskutiert, daf8 f|B; homotop ist, relativ zu den Endpunkten, zu einem beliebig vorge-
gebenen Weg in S™—{Punkt} , sofern dieser andere Weg nur wieder denselben Anfangs-
punkt und denselben Endpunkt hat wie der Weg f|B; ; z.B. kénnen wir eine Abbildung
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von B; auf den Bogen eines GroBkreises zwischen eben diesen Punkten nehmen (ein
GrofBkreis in der S™ ist, nach Definition, der Durchschnitt von S™ mit einem zwei—
dimensionalen Untervektorraum in R"*! ). Die Homotopien fiir all diese eingeschriink-
ten Abbildungen setzen sich schliellich zusammen, wie auch schon oben diskutiert, zu
einer Homotopie der gesamten Abbildung f ; also zu einer Deformation der vorgegebe-
nen Schlinge. Wir fassen zusammen:

Sei f:S'— S™ eine Schlinge. Es gibt eine zu f homotope Schlinge f’ mit der fol-
genden Eigenschaft: Es gibt eine Unterteilung von S' in Bégen Bi,...,B,, und jede
der Abbildungen f'|B; hat als Bild einen Kreisbogen (Stiick eines Grofikreises) in S™ .

ABSCHLUSS DES BEWEISES ( dafiir, da8 8$(S™) fiir n > 2 nur 1 Element hat ):

Wie gerade notiert, gibt es zu einer vorgegebenen Schlinge f : S' — S™ eine homotope
Schlinge f’, so daf das Bild f/(S!) eine Vereinigung von endlich vielen Kreisbogen
ist. Wenn n > 2 (diese Voraussetzung wird hier wirklich benétigt!) dann kann eine
Vereinigung von endlich vielen Kreisbogen nicht die ganze S™ sein. Wir wissen aber
bereits (der 2. Fall und der 1. Fall), daf eine Abbildung f’: S' — S™ | die nicht sur-
jektiv ist, in eine triviale Schlinge deformiert werden kann, und dafl je zwei triviale
Schlingen in S™ homotop sind. 0

Nachdem wir uns davon iiberzeugt haben, dafi die Menge §(S™) fiir n > 2 nur ein
einziges Element hat, wollen wir uns nun der Bestimmung von 8(S!) zuwenden. Der
Satz, den wir beweisen wollen, sagt, dal §(S!) abzihlbar unendlich viele Elemente
hat. Beim Beweis dieses Satzes werden wir auch eine ganz bestimmte Aufzéhlung der
Elemente von §(S') kennenlernen. Wir werden niimlich jeder Schlinge eine ganze Zahl
zuordnen (ihre sogenannte Windungszahl). Wir werden zeigen, daf§ die Windungszahl
bereits die Homotopieklasse der Schlinge charakterisiert (d.h. wenn zwei Schlingen die
gleiche Windungszahl haben, dann sind sie homotop), und schliellich werden wir auch
zeigen, dafl die Windungszahl umgekehrt nur von der Homotopieklasse der Schlinge
abhéngt (oder anders gesagt: wenn zwei Schlingen verschiedene Windungszahlen haben,
dann sind sie auch nicht homotop). Insgesamt werden wir also eine 1-1 Beziehung
herstellen zwischen den Elementen von §(S!) und den ganzen Zahlen, eben {iber die
Windungszahl.

Nach Definition nun sind Schlingen in S! nichts anderes als stetige Abbildungen von
S1 zu sich selbst. Wir geben zunichst eine Auflistung besonders schoner solcher Abbil-
dungen. Dazu identifizieren wir S' mit den komplexen Zahlen vom Betrag 1,

St ={zeC||z|=1}.

Fiir jede ganze Zahl k haben wir die Abbildung S! — S!,

z— 25
die wir uns vorstellen wollen als die k—te Standard—Abbildung. Wie wir spéter sehen wer-
den, handelt es sich hierbei tatsdchlich auch um eine Abbildung mit der Windungszahl

k.
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Wir wollen diese Standard—Abbildungen noch anders beschreiben. Fiir die andere Be-
schreibung benotigen wir die Exponentialfunktion einerseits und eine Identifizierung von
St mit einem Quotientenraum vom Intervall [0,1] bzw. von der ganzen Geraden R
andererseits.

SATZ. Es bezeichne exp(z) = e?™® . Die Abbildungen

[07 1] Inklusion R exp Sl
induzieren topologische Aquivalenzen
0,1]/0~1 — R/z~z2+1 — S,

BEWEIS. Da [0,1] /0~1 quasi-kompakt ist und S* Hausdorff-Raum, folgt, daf} die bi-
jektive stetige Abbildung [0, 1] /0~1 — S! eine topologische Aquivalenz ist (vgl. S. 32).
Da R /x~x+1 — St ebenfalls bijektive stetige Abbildung ist, folgt aus der Hausdorff—
Eigenschaft von S! nun auch die Hausdorff-Eigenschaft von R /x~z+1. Aus der
(Quasi—) Kompaktheit von [0,1] /0~1 schliefllich folgt dann wieder, da} die bijektive

stetige Abbildung [0,1] /0~1 — R /z~2z+1 auch eine topologische Aquivalenz ist. Es
ist klar (oder?), dafl aus diesen Dingen insgesamt folgt, dafl die letzte der Abbildungen

R/z~z+l — S!

ebenfalls eine topologische Aquivalenz ist. [l

Es sei nun k eine ganze Zahl. Die Abbildung “ Multiplikation mit k”
0,1] — R, s+ k-s
induziert eine Abbildung
[0,1] /0~1 — R/z~z+1
dennesist [k-0] = [k-1] in R/z~z+1, weil ja k eine ganze Zahl ist.
BEHAUPTUNG. Unter den oben definierten topologischen Aquivalenzen
0,1]/0~1 — S und R/z~z+l — S?

geht diese Abbildung tiber in die k —te Standard Abbildung. — Klar, weil das Diagramm

s — k-s

0,]] ——— R

l exp l exp

k
gr 27z | gl
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kommutiert: es ist

(exp(s))" = (eQWiS)k = 2™k — exp(k-s) .

Wir wollen uns jetzt iiberlegen, dafl das soeben benutzte Diagramm nicht nur dazu
taugt, neues iiber Standard—Abbildungen zu lernen, sondern dafl es uns auch gestat-
tet, Abbildungen allgemein zu studieren. Dazu benétigen wir eine spéter zu rechtferti-
gende Hypothese der Art, da8 zu einer Abbildung f: S! — S! ein solches Diagramm
iiberhaupt existiert.

HYPOTHESE. Es gibt eine Abbildung g : [0,1] — R, so daf} das Diagramm

0,1] —— R

J/ exp l exp

R
kommutiert.

SATZ. Sei f:S!' — S' eine Abbildung, die diese Hypothese erfiillt. Dann gilt
(i) k = g(1) — g(0) ist eine ganze Zahl
(ii) f ist homotop zur k—ten Standard—Abbildung.

BeweEls. (i) Die Kommutativitéit des Diagramms besagt, dafi exp(g(s)) = f (eXp( ))
fiir alle s €[0,1] . Weil exp(1l) = 1 = exp(0), folgt exp(g(1l)) = exp(g(0)),

1 = exp(g(1)) - exp(g(0)) 7! = e2mile(M=9(0)

Daher ist ¢(1) — g(0) eine ganze Zahl.

(il) Wir wissen, dafl zwei Wege in R mit gleichen Anfangs— und Endpunkten zueinander
homotop sind relativ zu den Endpunkten. Insbesondere ist deshalb die Abbildung g
homotop, relativ zu den Endpunkten, zu der Abbildung ¢;: [0,1] — R,

g1(s) = 9(0) + k-s .

Die Homotopie von g zu g; ist eine Abbildung G: [0,1]x[0,1] — R mit G(0,t) =
G(0,0) und G(1,t) = G(1,0) fiir alle ¢. Sei

H: [0,1] x[0,1] — S!
definiert als die zusammengesetzte Abbildung H = expo(G . Dann ist

H(1,t) = H(1,0) = f(exp(1)) = f(exp(0)) = H(0,0) = H(0,t)
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fiir alle ¢, also faktorisiert H {iber eine Abbildung H’ des Quotientenraumes
([0,1] x[0,1])/(0,t) ~ (1,£) ~ ([0,1]/0~1)x[0,1] =~ S'x [0,1] .
Die so konstruierte Abbildung
H': S'x[0,1] — S!

ist eine Homotopie von Abbildungen S!' — S!: und zwar ist dies eine Homotopie von
der Abbildung f zu der Abbildung f; , wobei (wegen exp(g(0)) = f(exp(0)) = f(1))

fi(s) o exp(g1(s)) = exp(g(0))- exp(k-s) = f(1)- exp(k-s) .
Wenn f(1) =1 € S*, dann ist f; schon die k —te Standard-Abbildung. Im allge-

meinen Fall kann man es durch eine weitere Homotopie (eine starre Drehung der S! )
in die Standard—Abbildung {iberfiihren. O

Um die oben formulierte Hypothese zu diskutieren, werden wir eine bemerkenswerte
Eigenschaft der Exponentialfunktion benutzen. Namlich, die Abbildung exp : R — S!
ist zwar keine topologische Aquivalenz, sie besitzt aber lokale (!) Umkehrfunktionen in
folgendem Sinne:

SATZ. Zu jedem Punkt x € R existieren Umgebungen V von x und W von
exp(zx) , so dafl die Einschrdnkung von exp eine topologische Aquivalenz von V zu
W ist.

BEWEIS. Sei V' ein offenes Intervall der Léinge < 1, das den Punkt z enthélt. Dann
hat V die behaupteten Eigenschaften. Denn sei V' der Abschlul von V . Da die
Intervall-Lange als < 1 vorausgesetzt war, ist die auf V'’ eingeschrinkte Abbildung
injektiv. Sie definiert daher eine bijektive stetige Abbildung von V' auf den Bildraum.
Nun ist V’ kompakt, und der Bildraum ist Hausdorff-Raum (als Unterraum von S ).
Also ist die eingeschriinkte Abbildung eine topologische Aquivalenz. O

ZUSATZ. Zu jedem Punkt y in S gibt es eine Umgebung U , so daB fiir jeden Punkt
aus exp '(y) die lokale Umkehrfunktion des Satzes auf ganz U definiert ist.

BEWEIS. Im Beweis des vorstehenden Satzes nimmt man fiir V' ein offenes Intervall der
Lénge % , mit x als Mittelpunkt. Das Bild W ist in dem Fall ein offener Halbkreis
mit y als mittlerem Punkt. Das so erhaltene W héingt nur von y ab, es ist dasselbe

fiir alle x € exp !(y) . O

BEMERKUNG. Es ist plausibel, dal es sich bei diesen lokalen Umkehrfunktionen um
vertraute Funktionen handeln sollte. Das ist auch der Fall: es handelt sich dabei ( bis
auf den Faktor ﬁ ) um die Logarithmus—Funktion. Sei a eine komplexe Zahl 0 .
Es ist

gz = log(a—(a—1)) = loga+log(1—(1-%))
= loga—Z%(l—f)n )
n=1
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Dies ist eine Potenzreihe, die fiir diejenigen x konvergiert, welche im Innern des Kreises
mit Radius |a] um den Punkt a liegen. Die additive Konstante loga ist wohldefiniert
nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2mi . Was die Werte der additiven Konstante loga
angeht, so ist logl = 0 (bis auf ... ), und wenn z.B. |1—a| < 1, dann kann loga
ausgerechnet werden mit Hilfe der obigen Potenzreihe als log (1 — (1—a)) . Wie schon
betont wurde, so ist die additive Konstante loga nur wohldefiniert bis auf ganzzahlige
Vieltache von 27i . Das heifit konkret einfach dieses: wenn man etwa versucht, unter
den moglichen Werten fiir die additive Konstante ein fiir alle mal eine Auswahl zu
treffen, so kommt man in Schwierigkeiten, sobald man z.B. den Punkt a entlang dem
Einheitskreis variieren 148t — die Funktion exp : R — S! hat nun einmal keine globale
Umkehrfunktion. 0

Wir priifen jetzt nach, dafl die oben als Hypothese formulierte Eigenschaft tatséchlich
immer erfiillt ist.

SATZ. Sei f: S — S! eine Abbildung. Es existiert eine Abbildung g: [0,1] — R,
so daf3 das Diagramm

01 -----—- R
[ e | e
s ! s

kommutativ ist.

BEWEIS. Zu jedem Punkt in S! gibt es eine offene Umgebung U , auf der die lokalen
Umkehrfunktionen von exp definiert sind (der vorige Satz und Zusatz). Sei {U;},c;
eine Uberdeckung von S* durch solche offenen Mengen. Mit Hilfe der zusammengesetz-
ten Abbildung

foexp: [0,1] — S*

konnen wir diese Uberdeckung zuriickziehen zu einer Uberdeckung von [0,1] , némlich
{ (f oexp)™ (U;) }7, o - Auf diese Uberdeckung wenden wir nun den Lebesgue’schen
Uberdeckungssatz an. Wir schlieBen, daf8 es eine Unterteilung von [0,1] in Bogen
By,...,B,, gibt, so daf fiir jedes j das Bild f(exp(B;)) ganz enthalten ist in
einem von den U; ; wir bezeichnen es mit U, ;)

Die Abbildung ¢ wird jetzt induktiv fiir die Bogen By, ..., B,, definiert.

e Definition von g auf B;. Die zusammengesetzte Abbildung By — S1 ERyS
hat ihr Bild in dem Bereich Uj(q) . In diesem Bereich existieren lokale Umkehrfunktio-
nen fiir exp . Wir wéhlen irgendeine von diesen lokalen Umkehrfunktionen; etwa die
Funktion wy: U;1y — R . Die gesuchte Funktion g [ By wird nun definiert als die
Zusammensetzung von f o exp mit der Funktion w; . Es ist klar, dafl dann

expog | By (= expoujofoexp|By) = foexp|Bi.
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e Definition von ¢ auf B, . Die zusammengesetzte Abbildung By —2 S1 ENySE!
hat ihr Bild in dem Bereich Uj ) . Auch hier existieren lokale Umkehrfunktionen fiir
exp . Wir wahlen nun eine ganz bestimmte unter diesen lokalen Umkehrfunktionen aus;
es wird in Kiirze prizisiert werden, welche. Die gesuchte Funktion ¢ | By wird wieder
definiert als die Zusammensetzung von f oexp mit der lokalen Umkehrfunktion ws ,
und es ist wieder klar, daf3

expog | By = foexp|Bs.

Es ist aber zunéchst gar nicht klar, daf§ diese Definition von ¢ | By iiberhaupt vertrig-
lich ist mit der vorher erfolgten Definition von ¢ | Bj . Denn die Bégen B; und
B haben ja einen gemeinsamen Punkt: der Endpunkt von B; ist gleich dem An-
fangspunkt von Bs . Wir miissen also darauf achten, dafl wir an dieser Stelle nicht
aus Versehen die Funktion auf zwei verschiedene Weisen definieren. Dazu miissen wir
aber nur darauf achten, daf§ die lokale Umkehrfunktion wuz: U;2y — R in der fol-
genden Weise gewéhlt wird: Sei = der gemeinsame Punkt von B; und By, sei
y = f(exp(z)) sein Bildpunkt. Dann ist y enthalten sowohl in U; () als auch in
Ui (2) , und wir werden jetzt darauf bestehen, dafl uo diejenige lokale Umkehrfunktion
ist, die die Bedingung
uz(y) = ui(y)

erfiillt.
e Definition von ¢g auf Bs, ..., B,, . Diese Definitionen gehen analog zu der Defi-
nition von g auf Bs . 0

Mit Hilfe dieses Satzes (frither als “Hypothese” formuliert) hatten wir uns eine gewisse
ganze Zahl k (ndmlich & = g¢(1) — g(0) ) verschafft, und wir hatten uns iiberlegt,
daf} diese Zahl k die Homotopieklasse von f bereits charakterisiert.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dafl umgekehrt die Homotopieklasse von f auch die
Zahl k schon eindeutig festlegt. Dazu benétigen wir den folgenden Sachverhalt.

SATZ. Sei F: S'x[0,1] — S! eine Abbildung (mit anderen Worten, eine Homotopie
von Schlingen in S!). Es existiert eine Abbildung G: [0,1]x[0,1] — R, so da88 das
Diagramm

G
0,1] % [0,1] —— - — ~ R
J{ exp X id J exp
Six[0,1] —F — gt

kommutativ ist.

BEWEIS: Das Argument ist ganz analog zu dem im Beweis des vorigen Satzes. Wir
fixieren wieder eine Uberdeckung von S!' durch offene Mengen, auf denen lokale Um-
kehrfunktionen fiir exp existieren, {U;},.; . Mit Hilfe der Abbildung F o (exp x id)

ziehen wir diese Uberdeckung zu einer Uberdeckung { ( F o (exp x id) )" (U;) }ier von
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[0,1]x[0,1] zuriick. Auf letztere Uberdeckung wenden wir den Lebesgueschen Uber-
deckungssatz an. Das liefert ein ¢, so dafl ... . Wir schlieBen, daf} folgendes gilt: Sei
[0,1]x[0,1] unterteilt in m-m Quadrate der Kantenlinge - . Wenn m hinreichend
grof} ist, dann ist jedes dieser Quadrate ganz enthalten in einer e-Kugel; folglich ist
sein Bild unter der Abbildung F'o (exp x id) schon ganz enthalten in einer der offenen
Mengen U; .

Es bleibt nun nur noch, fiir jedes einzelne der Quadrate die darauf eingeschréinkte Ab-
bildung zu liften. Dabei ist, ebenso wie im vorigen Beweis, darauf zu achten, welche der
lokalen Umkehrfunktionen jeweils verwendet wird.

Fiir die Zwecke der Buchfiihrung fithren wir Namen ein: Die Teilquadrate seien bezeich-
net mit @, , , wobei die Indizes p und ¢ jeweils von 1 bis m variieren, und wobei
wir uns vorstellen wollen, dafl der Index p die horizontale Indizierung bezeichnet (wach-
send von links nach rechts) und der Index ¢ die vertikale Indizierung (wachsend von
oben nach unten).

Fiir das Quadrat @, , seien folgende Auswahlen getroffen:

e von den offenen Mengen U; , die das Bild von @, , unter der zusammengesetzten
Abbildung
F o (exp x id)

enthalten, wird eine ausgewéhlt und hinfort mit Uj(, 4) bezeichnet. (Die Konstruktion
der kleinen Quadrate iiber den Lebesgueschen Satz ist gerade so, dal es mindestens eine
solche offene Menge gibt. Wenn es mehrere geben sollte, stellt es sich als irrelevant her-
aus, welche Auswahl an dieser Stelle getroffen wird; dieser Punkt braucht im folgenden
nicht einmal diskutiert zu werden.)

e von den lokalen Umkehrfunktionen fiir exp wird eine ausgewéhlt (diese Auswahl
wird noch zu diskutieren sein),

Ui(p,g) * Uip,g) — R.

Mit Hilfe der so ausgewihlten lokalen Umkehrfunktionen wird dann die Einschrankung
der gesuchten Abbildung G,

Gpq (= G|Qp,q)7
definiert als die zusammengesetzte Abbildung
Gpg = Ui(p,q) ©Fo(expxid) | Qpyq -

Mit dieser Definition wird das in der Formulierung des Satzes genannte Diagramm
kommutativ sein zumindest insofern als nun gilt

expoGpq = €XPOlU(pq) 0 Fo(expxid) | Qpy = Fo(expxid) | Qpq -
Es bleibt zu diskutieren, wie die konstruierten Abbildungen G, zusammengefafit wer-
den konnen zu der gewiinschten Abbildung G auf dem ganzen Quadrat [0,1]x[0,1] .
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Dazu werden wir das Quadrat nun aus seinen Stiicken @, , aufbauen, indem wir diese
Stiicke einzeln hernehmen und zu den vorher behandelten dann dazutun. Wir betrachten
die Stiicke in einer bestimmten Reihenfolge.

e Wir beginnen mit dem Teilquadrat (1,1 . Dabei brauchen wir noch nicht auf irgend-
etwas zu achten: jede Auswahl ist so gut wie jede andere.

e ()12 wird dazugenommen. Da ()2 nicht-leeren Durchschnitt mit 1, hat,
miissen wir darauf achten, daf§ die Abbildungen G;; und G;2 auf dem Durchschnitt
iibereinstimmen. Nun ist

Qi1NQip
ein Intervall, und sein Bild unter der Abbildung F o (exp x id) ist enthalten in

U1,1 N Ul’g .

Durch geeignete Auswahl kénnen wir zumindest erreichen, daf§ die Abbildungen G ;
und G;2 an einem einzigen Punkt des Durchschnitts iibereinstimmen (z.B. an dem
linken Endpunkt des Intervalls). Denn hierfiir wird es geniigen, die lokale Umkehrfunk-
tion w12 so zu wihlen, daf die beiden lokalen Umkehrfunktionen u;; und wu;2 an
eben dem Bildpunkt dieses Punktes unter der Abbildung Fo(exp x id) denselben Wert
haben.

Wir kommen nun zum wesentlichen Punkt des Arguments: Wenn die Abbildungen
G1,1 und G2 auch nur an einem einzigen Punkt des Intervalls (11N Q12 denselben
Wert haben, dann stimmen sie schon auf dem ganzen Intervall iiberein. Der Grund ist
der: Auf dem Intervall Q11 N Q12 konnen wir die Differenz der beiden reellwertigen
Funktionen G717 und Gi2 betrachten. Diese Differenzfunktion nimmt nur ganzzahlige
Werte an (denn die Kompositionen von G;; und Gp mit exp geben ja dieselbe
Abbildung F o (exp xid) ). Andererseits ist die Funktion auch stetig (als Differenz
zweier stetiger Funktionen). Wir haben also eine stetige Funktion auf einem Intervall,
die nur ganzzahlige Werte annimmt. Eine solche Funktion ist notwendigerweise konstant.

Nachdem die Abbildungen G;; und Gp2 auf dem Durchschnitt Q;; N Q2 iiber-
einstimmen, ergeben sie eine wohldefinierte Abbildung auf der Vereinigung Q1 1UQ; 2 .
Diese Abbildung ist wieder stetig (da sie ja entsteht durch Zusammenbauen von stetigen
Abbildungen auf abgeschlossenen Unterrdumen).

e Das Hinzunehmen der anderen Teilquadrate geht analog. Das ist klar im Fall von
Q13,...,Q1,m . Esist auch klar im Fall von @31 (denn Q2 trifft die vorher genan-
nten Teilquadrate nur in seinem Durchschnitt mit Gi; ). Im Falle von Q22 gibt es
ein geringfiigig neues Phidnomen, denn @22 trifft sowohl Q12 als auch Q2 jeweils
in einem Intervall. Es geniigt aber zu bemerken, dafl diese beiden Intervalle einen Punkt
gemeinsam haben (den linken oberen Eckpunkt von (22 ): sobald die Abbildung G o
an diesem Punkt den richtigen Wert annimmt, wird das nach dem genannten Argument
auch der Fall sein fiir alle anderen Punkte des Durchschnitts von )22 mit der Vereini-
gung der vorher behandelten Teilquadrate. Die restlichen Teilquadrate schliefSlich gehen
analog zu diesem. 0
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KOROLLAR. Die “Windungszahl” k einer Schlinge f: S' — S' hingt nur von der
Homotopieklasse von f ab.

BEwEIs. Die Windungszahl k£ war definiert iiber eine Liftung

0,1] —24— R
[
g1 _f g1

als die Differenz der Funktionswerte, k = g(1) — g(0) . Es sei nun F: S1x [0,1] — S?!
eine Homotopie von f zu f’. Nach dem eben bewiesenen Satz existiert eine Liftung

0,1 x [0,1] —%— R

l exp X id l exp

Six[0,1] —F— 8t

Fiir jedes ¢ € [0,1] sei die Zahl k; jetzt definiert als k; = G(1,t) — G(0,t) . Dann ist
t— ky
eine stetige Funktion auf [0,1]. Andererseits nimmt diese Funktion nur ganzzahlige

Werte an, weil
exp(G(1L,t)) = F(1,t) = exp(G(0,1)) .

Es folgt, dafl die Funktion konstant sein muf}. Das heifit, k; héingt in Wirklichkeit gar
nicht vom Parameter ¢ ab. Insbesondere ist deshalb

ko = ki,

und die Behauptung ist bewiesen. 0

BEMERKUNG. Die vorstehenden Sétze werden wir spiter erkennen als Spezialfélle eines
allgemeinen Liftungssatzes im Rahmen der Theorie der Uberlagerungen.
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Fundamentalgruppe

Die “Invariante” X —— 8(X) taugt dazu, S' von S? zu unterscheiden (denn, wie wir
gesehen haben, sind §(S') und §(S?) nicht—isomorphe Mengen; oder, was dasselbe
bedeutet, sie haben nicht gleich viele Elemente).

Die Invariante taugt aber nicht ohne weiteres dazu, S' von S!'x S! zu unterscheiden.
Denn wegen

S(S'x SY) =~ §(S') x §(Sh)

hat zwar 8§(S?x S!) auf den ersten Blick mehr Elemente als §(S') ; das ist aber eine
Illusion: das Produkt von zwei abzidhlbar unendlichen Mengen ist wieder eine abzahlbar
unendliche Menge — die Mengen $(S'x S') und §(S') sind isomorph.

Nun ist §(S') méglicherweise nicht eine vollkommen unstrukturierte Menge: unsere
Ausrechnung ging ja iiber eine ganz bestimmte Beziehung (die “Windungszahl”) zu
einer hochst strukturierten Menge, ndmlich zu der Menge der ganzen Zahlen. Ist das ein
Indiz dafiir, dal man die Konstruktion X —— 8(X) ein wenig modifizieren kann, so
dafl das Resultat der Modifikation eine eingebaute algebraische Struktur hat? Vielleicht
eine Gruppenstruktur?

Im genannten Beispiel wiirde eine solche Modifikation einen Unterschied machen. Denn
fiir eine Gruppe mit abzéhlbar vielen Elementen (im Gegensatz zu einer Menge mit
abzéhlbar vielen Elementen) werden wir im allgemeinen nicht die Existenz eines Iso-
morphismus

G ~ GxG

erwarten konnen; z.B. gibt es einen solchen Isomorphismus nicht, wenn G die Gruppe
der ganzen Zahlen ist (mit der Addition als Gruppenoperation).

Die angestrebte Modifikation nun existiert. Dies beruht auf der Tatsache, dal man das
“Hintereinander—Durchlaufen” von Wegen ausnutzen kann, um ein Kompositionsgesetz
fiir Wege zu definieren.

Natiirlich kann man zwei Wege nur dann hintereinander durchlaufen, wenn der An-
fangspunkt des zweiten Weges iibereinstimmt mit dem Endpunkt des ersten Weges.
Und damit Wege immer zusammensetzbar sind, braucht man, dafl sie alle denselben
Anfangs— und Endpunkt haben.

Aus dieser Not macht man sogleich eine Tugend. In dem betrachteten Raum zeichnet
man namlich einen Punkt aus als den sogenannten Basispunkt, und man betrachtet
hinfort nur solche Wege, die in dem Basispunkt sowohl anfangen als auch aufhoren.
Einen solchen Weg werden wir auch als eine Schleife bezeichnen.

DEFINITION. Sei X topologischer Raum und z ein Punkt in X (der Basispunkt).
Eine Schleife in X zum Basispunkt x (oder kurz, eine Schleife in (X, z) ) ist eine
Abbildung von Paaren

v: ([0,1],4{0,1}) — (X, z)
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d.h., eine stetige Abbildung v: [0,1] — X mit der Eigenschaft v(0) = x = v(1) .
Homotopie von Schleifen bezeichnet die Homotopie von Wegen relativ zu Anfangs— und
Endpunkt.

1 (X , L )

ist definiert als die Menge der Homotopieklassen von Schleifen in (X, x) .

BEMERKUNG. Es gibt eine 1-1 Beziehung von (X, x) zu der Menge der Homo-
topieklassen von Abbildungen von Paaren

w: (S, 1) — (X,2).

Das geht im einzelnen so. Wir fassen S! auf als Quotientenraum von [0,1] vermdge
der Abbildung exp : [0,1] — S . Wir fixieren den Punkt 1 € S! als Basispunkt. Die
Bedingung v(0) = v(1) = z fiir eine Schleife v sagt dann gerade, daf die Abbildung

v ([0,1],{0,1}) — (X, z)
aufgefafit werden kann als die Komposition der Abbildung (von Paaren)
exp: ([0,1],{0,1}) — (8%, 1)
mit einer Abbildung auf dem Quotientenraum (wieder eine Abbildung von Paaren)
w: (S, 1) — (X,2).

Dies ist eine 1-1 Beziehung, denn die Abbildung v (re—)konstruiert sich als die zusam-
mengesetzte Abbildung w o exp . Schliellich ist diese 1-1 Beziehung auch vertriglich
mit dem Ubergang zu Homotopieklassen von Abbildungen: Einer Homotopie von Ab-
bildungen w: (S',1) — (X, z), die auf dem Basispunkt konstant ist, entspricht eine
Homotopie von Wegen v: ([0,1],{0,1}) — (X,z) , die auf den Endpunkten konstant
ist; und umgekehrt. 0

DEFINITION UND SATZ. Die Menge m1(X,x) hat eine (natiirliche) Gruppenstruktur.
m1(X,x) zusammen mit dieser Gruppenstruktur heifit die Fundamentalgruppe (oder
Wegegruppe) des topologischen Raumes X am Basispunkt x .

DAzu. Seien v und v' zwei Schleifen (Wege mit Anfangspunkt und Endpunkt je-
weils am Basispunkt). Man definiert den zusammengesetzten Weg vv' so, wie es der
Name suggeriert: erst wird v durchlaufen, dann v’ . Wenn man dies mit Hilfe einer
Formel ausdriickt, so ist das Resultat ein wenig technischer als man es aufgrund der
einfachen Idee erwarten sollte. Der Grund liegt darin, daffl man sich ja schon darauf
festgelegt hat, dafl eine Schleife eine Abbildung ist, die als ihren Definitionsbereich das
Einheits—Intervall hat; dal man also sozusagen fiir das Durchlaufen der Schleife genau
eine Zeiteinheit zur Verfiigung hat. Beim Hinschreiben des zusammengesetzten Weges
mufl man sich deshalb insbesondere nun darauf festlegen, wieviel von der zur Verfiigung
stehenden Zeiteinheit auf die jeweiligen Teilwege entfallen soll. Wenn man, bei zwei
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Wegen, sich entschlief3t, dafl jeder der Teilwege die Hélfte der zur Verfiigung stehenden
Zeit bekommen soll, und daf} er im iibrigen auch “mit gleichférmiger Geschwindigkeit”
durchlaufen werden soll, so bekommt man fiir den zusammengesetzten Weg die Formel,

vo' (s) = { v (2s) 0<s<i

v'(2s—1) 3<s<1.
Die erforderte Festlegung hat auch noch andere unerwiinschte Konsequenzen. So ist die
Komposition von Schleifen nicht assoziativ (denn wenn man zwei Wege zusammensetzt
und das Resultat wieder mit einem dritten, so bekommen die ersten beiden Wege von der
Gesamtzeit jeweils ein Viertel ab und der dritte Weg die Hélfte; bei anderer Klammerung
wire die Aufteilung anders).

Es bezeichne nun [v] das von v représentierte Element in (X, z) . Das Produkt in
m1 (X, z) ist definiert als
[o] [v] = [ov] .

Oder, um es deutlicher zu machen: wenn a und b Elemente von (X, z) sind, so
ist ihr Produkt ab in (X, x) wie folgt gegeben. Seien v und v’ Reprisentanten
fir a und b, d.h., Schleifen mit [v] = @ und [v'] = b, dann ist das Produkt ab
reprisentiert durch die zusammengesetzte Schleife, ab = [vv'] . Selbstverstindlich ist
hier nachzuweisen, dafl das Produkt in Wirklichkeit nicht abhédngt von der Auswahl der
benutzten Repriisentanten. Das ist eine Ubungsaufgabe (s. Ubungszettel 9, Aufgabe 5).

Das Produkt hat die folgenden Eigenschaften (der Beweis besteht jeweils in der Angabe
geeigneter Homotopien; s. Ubungszettel 9, Aufgabe 5):

e Komposition von Schleifen ist assoziativ nach Ubergang zur Homotopieklasse.

e Der triviale Weg tr: [0,1] — X | tr(s) = « fiir alle s, ist neutrales Element fiir
das Produkt, d.h. es ist [tr] [v] = [v] = [v] [tr] fir alle v .

e Der Weg 7, ©(s) := v(l—s), ist invers zu v, d.h. [9] [v] = [v] [0] = [tr] .
Die Menge 71(X, ) ist also eine Gruppe unter dem angegebenen Kompositionsgesetz.

Ahnlich wie wir es von anderen Konstruktionen schon gewshnt sind, so ist auch die
Konstruktion von m(X,z) funktoriell. Namlich, wenn f: X — Y eine stetige Abbil-
dung ist und wenn zudem f noch den Basispunkt x von X auf den Basispunkt vy
von Y abbildet oder, wie wir dafiir auch sagen wollen, wenn f eine Abbildung von
punktierten Raumen ist,

f: (pr) - (Y7y) )
dann gibt es eine induzierte Abbildung
for m(X,2) — m(Y,y),

die definiert ist durch f.([v]) := [fov] (wie iiblich, so ist hier implizit die Un-
abhéngigkeit von der Auswahl des Reprisentanten v von [v] behauptet ). Diese in-
duzierte Abbildung nun ist mit der Gruppenstruktur vertriglich oder, was dasselbe
bedeutet, f. ist ein Gruppenhomomorphismus,

F(I']) = ful[]) fu([0]) -
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Um dies einzusehen, braucht man nicht einmal Homotopien; eine entsprechende Glei-
chung gilt schon fiir geeignete Reprisentanten. Denn wenn v und v’ Schleifen in
(X, z) sind, so kann man einerseits diese beiden als Schleifen in (X, z) zusammensetzen
und das Resultat nach (Y,y) transportieren; das gibt f o (vv’). Zum andern kann
man auch zuerst transportieren, das gibt die Schleifen (fov) und (fov’) ; diese kann
man dann zusammensetzen zu (fov) (fov’) . Man hat aber nun

fo(uv) = (fov)(for'),

denn beide Seiten dieser behaupteten Gleichung beschreiben in Wirklichkeit dieselbe
Abbildung (Nachpriifen der Definitionen!). O

Wir schauen einige Beispiele an.

BEISPIEL. Fiir n > 2 und fiir jedes = € S™ ist m(S™,x) die triviale Gruppe; d.h. die
Gruppe, die nur ein einziges Element, ndmlich das Eins—Element oder neutrale Element
hat (das von der trivialen Schleife S' — {x} repriisentiert wird).

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie der Beweis dafiir, dal die Menge 8(S™)
fir n > 2 nur ein einziges Element hat. Wir beschreiben Schleifen mit Hilfe von
punktierten Abbildungen der S!'. Den Basispunkt von S™ stellen wir uns als den
Siidpol vor. Fiir eine vorgegebenen Schleife w: (S1,1) — (S™,x) konstruieren wir, wie
frither, eine Homotopie (relative Version!) von w zu einer Abbildung w’, wo w’(S!)
den Nordpol in S™ nicht trifft. Uber die topologische Aquivalenz von S™ -Nordpol zu

R™ bekommen wir dann die gewiinschte Nullhomotopie (= Homotopie zur trivialen
Schleife).

BEISPIEL. Fiir jeden Basispunkt x in S! ist (S, ) isomorph zu Z , der Gruppe
der ganzen Zahlen unter der Addition.

Auch dies haben wir eigentlich schon gezeigt. Bezeichne Z, das Urbild von z € S!
unter der Abbildung exp (wenn z.B. z = 1 dann ist Z, die Menge der ganzen
Zahlen). Wie frither bei der Bestimmung von 8§(S!) argumentieren wir, daf§ wir fiir
jede Abbildung w: (S',1) — (S, z) ein Diagramm bekommen kénnen,

([0,1].{0,1}) —— (R,Z,)

l exp l exp

(S, 1) —— (S, 2)

und wie dort héngt die Zahl k& = ©(1) — v(0) nur von der Homotopieklasse von w
ab; umgekehrt ist durch k auch die Abbildung w bis auf Homotopie relativ zu {0,1}
schon festlegt. Wir haben also, wie dort, eine Bijektion

~

m (Sl,x) — 7.
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Es bleibt zu zeigen, dal diese Bijektion ein Gruppenisomorphismus ist. Dazu wird es
geniigen, den Fall zu betrachten, wo die Schleife

v =woexp: ([0,1],{0,1}) — (S',x)
die Zusammensetzung von zwei Schleifen v; und vy ist,
v = 0103 .
In diesem Falle ist aber die Liftung v ebenfalls eine Zusammensetzung

U1 (29) s

1
2
52(28—1) 1.

U(s) = Ty als) = {

INIA
IN A

S

o= O

Fiir die Windungszahl k& von w folgt deshalb
Eo= 30 -30) = (3(3)-50) + (301)-3(3) = kt+k

wo k1 = 11(1) —01(0) die Windungszahl von w; bezeichnet ( v; = w;y o exp ); und
ks die Windungszahl von ws . O

In diesen beiden Beispielen hingt die Fundamentalgruppe nicht von der Wahl des Ba-
sispunktes ab. Das ist kein Zufall:

SATZ. Seien x und xz' zwei Punkte in derselben Weg—Zusammenhangs—Komponente
von X . Dann ist m(X,x) isomorph zu m(X,z') .

BEMERKUNG. Auf den Wegzusammenhang kann man hier nicht verzichten. Sei z.B. X
die disjunkte Vereinigung S!'U S2 . Es ist dann

W1(310527$> _ { Wl(Sl,LB) wenn xesl

m(S?, ) wenn x € S2

(denn ein in S' in S'US? beginnender Weg kann nicht aus S' heraus; ebenso kann
ein in S? beginnender Weg nicht aus S? heraus ).

BEWEIS DES SATZES. Nach Voraussetzung existiert ein Weg
w: [0,1] — X, mit w(0) ==z, w(l)=1".
Man definiert eine Abbildung
wy: m(X,z) — m (X, 7))
unter Benutzung dieses Weges, wie folgt. Sei
v: ([0,1],{0,1}) — (X, x)
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eine Schleife in X zum Basispunkt z . Dann ist eine Schleife in X zum Basispunkt
' gegeben durch

w(1-3s) 0<s< %
v'(s) = v(3s—1) ;<s<2
w(3s—2) 2<s<1

Analog induziert der Weg w von 2’ zu z eine Abbildung
Wy m(X, 7)) — m(X,z) .

Die zusammengesetzte Abbildung w, o w.
W / W 4
m(X,z) — m((X,2') — m(X,x)

ist die Identitdt, denn sie ist gegeben durch Vor— und Nachschalten je einer null-
homotopen Schleife, ndmlich von ww bzw. ww . Ahnlich gilt, dafl die zusammenge-
setzte Abbildung w, ow, die Identitét ist.

Es ist klar (oder?), dafl der konstruierte Isomorphismus w,: 7 (X,z) — m (X, 2’)
mit der Gruppenstruktur vertriglich ist; d.h., daf§ die Konstruktion (nach Ubergang zu
Homotopieklassen) mit der Komposition von Wegen vertriglich ist.

Die Notation “w, ” deutet an, daf fiir die Konstruktion ein ganz bestimmter Weg,
ndmlich eben w , benutzt worden ist. Diese Préazisierung in der Notation ist notwendig,
weil der resultierende Isomorphismus i.a. wirklich von der Wahl des Weges abhéngt.
Dies wird besonders deutlich, wenn man den Spezialfall betrachtet, wo x = 2’ ist;
wo in anderen Worten w ein geschlossener Weg mit Anfangspunkt und Endpunkt x
ist. In diesem Falle wird der Isomorphismus w, im allgemeinen nicht die identische
Abbildung sein. Man kann ihn angeben. Namlich, wenn [w] das von w reprisentierte
Element in 71(X,x) bezeichnet, dann ist die Abbildung w, dasselbe wie der durch
dies Element gegebene innere Isomorphismus: die Abbildung von m(X,2’) auf sich,
die gegeben ist durch

a — [w]T aw] .
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Uberlagerungen

DEFINITION. Sei X topologischer Raum. Eine Uberlagerung von X bezeichnet einen
topologischen Raum F zusammen mit einer Abbildung

p: F— X,

die der folgenden Bedingung geniigt:

Fiir jeden Punkt x € X existiert eine Umgebung U von x in X , eine diskrete Menge
F, (d.h. eine Menge, die aufgefait wird als topologischer Raum mit der diskreten
Topologie) und eine topologische Aquivalenz v von dem Unterraum p~Y(U) in E zu
dem Produktraum U x F, ; dabei soll u eine “ Abbildung iiber U ” sein, d.h., das
Diagramm

p_l(U) — % S UXF,

E [ P

ist kommutativ.

Der Produktraum U x F, konnte ebenso gut auch beschrieben werden als eine disjunkte
Vereinigung von Kopien von U , ndmlich je eine solche Kopie fiir jeden Punkt y in
F, . Da

Ux{y} — U

eine topologische Aquivalenz ist, gibt die Definition insbesondere deshalb eine For-
mulierung der Art, da die Abbildung p: E — X “lokal” eine topologische Aquivalenz
ist. Dies ist eine starke Formulierung insofern als lokal sich hier auf X bezieht, also
eine gleichzeitige Aussage fiir sémtliche Urbilder macht.

Etwas technischer kann man es auch so ausdriicken: Fiir jedes y € p~1(x) gibt es eine
lokale Umkehrabbildung, definiert auf der Umgebung U , die x auf y abbildet. Dies
ist eine Abbildung

Uuy: U —F

mit der Eigenschaft, da8 pou, = idy und dafl eben wu,(z) =y . Es ist
uy : U — Bild (uy)

eine topologische Aquivalenz. Das Urbild p~Y(U) ist, insgesamt, die disjunkte Vereini-
gung

p_l(U) ~ UyEpil(w) Blld(’uy) .
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Hier sind noch einige Vokabeln. Die Abbildung p heiit die Uberlagerungs—Projektion.
Die in der Definition vorkommende Umgebung U wird als eine Elementarumgebung
(des Punktes x ) bezeichnet. F, heifit die Faser iiber x (es folgt aus der Definition
der Uberlagerungen, da F, zu dem Urbild p~'(z) isomorph ist; sogar als topologi-
scher Raum — mit anderen Worten, p~!(z) triigt als Unterraum von E die diskrete
Topologie). Die Anzahl der Punkte in F) , insbesondere wenn diese Anzahl endlich
ist, wird manchmal als die Blétterzahl der Uberlagerung bezeichnet. (Genau genommen
sollten wir hier von der Blédtterzahl am Punkte x reden. Wir werden spéter sehen,
dafl bei weg—zusammenhéidngendem X die Blétterzahl nicht von dem Punkt x abhéngt;
im allgemeinen kann das aber durchaus der Fall sein).

Bevor wir zu interessanten Beispielen fiir Uberlagerungen kommen, wollen wir einige
eher uninteressante Dinge vorweg abhaken. Zunéchst gibt es die banalen Beispiele fiir
Uberlagerungen: Jede topologische Aquivalenz ist eine Uberlagerung; und die Abbildung
der leeren Menge in irgendeinen Raum X ist auch eine Uberlagerung.

Als nichstes nehmen wir zur Kenntnis, dal man aus gegebenen Uberlagerungen iiber die
disjunkte Vereinigung neue produzieren kann. Zunéchst, wenn E; — X; und Es — Xo
Uberlagerungen sind, dann ist auch die Abbildung der disjunkten Vereinigungen,

ElUEQ e XlOXQ,

eine Uberlagerung (denn fiir den Uberlagerungstest an einem Punkt z € X; U X,
braucht man nur folgendes zu bemerken: wenn z € X7 , dann macht man den Uber-
lagerungstest fiir F; — X; ; dhnlich, wenn z € X5 ). — Ein wenig interessanter ist
der folgende Sachverhalt.

SATZ. Wenn p1: F1 — X und py: Ey — X Uber]agerungen sind, dann auch

plUpz : EloEz — X .

BEWEIS. Sei x € X . Der Uberlz{gerungstest fir p;: B — X gibt eine Umgebung
Ui von z und eine topologische Aquivalenz ({iber U; )

Uq - pl_l(Ul) — U1 X le .

Ahnlich gibt der Qberlagerungstest fiir po: Fo — X eine Umgebung U, von z und
eine topologische Aquivalenz (iiber Us )

U9 : pg_l(Ug) — U2 X Fz? .

Durch Zusammenbauen dieser beiden bekommt man eine topologische Aquivalenz ( iiber
UnNUs)

w1 | (U, nwy) UU2|(U10U2) : (p1Up2) N (UhNUa) — (UiNU:) x (FLUFZ) .

Dies ist der erfolgreiche Uberlagerungstest fiir die Abbildung p; U ps iiber der Um-
gebung Uy NUs von . O
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BEISPIELE. (a) Sei die 1-Sphére gegeben als der Raum der komplexen Zahlen vom
Betrag 1, S1 = {2€C||z| =1} . Die Abbildung S! — S*,

Z|—>Zk

( k£ eine ganze Zahl), kann interpretiert werden als “k—faches Aufwickeln”. Vorausge-
setzt, dafl k # 0, so ist die Abbildung eine Uberlagerung. Die Blétterzahl ist |k| , die
lokalen (!) Umkehrfunktionen sind gegeben durch

Ahnlich wie frither im Zusammenhang mit der Exponentialfunktion angesprochen, so
ist auch die Funktion “k-te Wurzel” fiir k > 2 im komplexen Bereich nur lokal als
Funktion eindeutig definierbar (beim Versuch, eine globale Definition zu bekommen,
ergeben sich Mehrdeutigkeiten). Technisch zeigt sich das wieder darin: wenn man die
Funktion um einen Punkt a € C, a # 0, in eine Potenzreihe entwickelt, so wird diese
Potenzreihe nur in einem Kreis um den Punkt a mit Radius |a| konvergieren; die
Potenzreihe konvergiert sicherlich nicht fiir alle Punkte auf dem Einheitskreis gleich-
zeitig.

(b) Die Abbildung R — ST |

r — exp(z) = ™%,
ist eine unendlich-blittrige Uberlagerung (vgl. S. 68). Daf die lokalen Umkehrfunktio-
nen (der Logarithmus) nur lokal eindeutig definierbar sind, wurde auch friither schon
angesprochen.

(c) Diein (a) und (b) beschriebenen Uberlagerungen des Kreises kann man zu weiteren
Uberlagerungen kombinieren (iiber die disjunkte Vereinigung — der vorstehende Satz).

(d) Bezeichne RP? den Quotienten—Raum von S? , der durch die Identifizierung von
Antipodenpunkten entsteht. Die Quotientenraum—Projektion

p: S? — RP?

ist eine Uberlagerung (mit Blitterzahl 2 ). Denn sei z.B. = € RP? der Bildpunkt des
Nordpols. Sei die Umgebung U C RP? definiert als das Bild der nérdlichen Polkappe.
Dann ist

p '(U) =~ (nordl. Polkappe) U (siidl. Polkappe) .

(e) Das letzte Beispiel, das wir hier betrachten, ist keine Uberlagerung, obwohl es bei
einem ersten fliichtigen Blick so aussehen mag. Sei (a,b) C R ein offenes Intervall. Die
(Uberlagerungs—) Abbildung exp : R — S! liefert per Einschrinkung eine Abbildung,
die (a,b) auf den Kreis aufwickelt,

q: (a,b) — St y — exp(y) .
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Die Abbildung ist “lokal eine topologische Aquivalenz” in dem Sinne, da zu jedem
Punkt z € (a,b) eine Umgebung V von z existiert, so daf§ die eingeschrinkte Ab-
bildung ¢|y : V — q(V) eine topologische Aquivalenz von V auf eine Umgebung des
Bildpunktes ¢(z) ist.

Andererseits ist die Abbildung nicht eine Uberlagerung. Der Uberlagerungs-Test funk-
tioniert namlich nicht fiir die beiden Punkte in S', die unter den Endpunkten von
(a,b) liegen. Denn am Punkt exp(a) zum Beipiel miifite es einerseits eine lokale
Umkehrfunktion geben, deren Bild die Punkte in (a,b) in der N&he von a enthielte,
andererseits aber konnte das Bild nicht den Punkt a selbst enthalten. Das ist offenbar
widerspriichlich. [l

Wir wenden uns jetzt den Uberlagerungen allgemein zu. Wir bendtigen zwei Sitze tech-
nischen Charakters, die wir als néchstes herleiten wollen, den Wege—Liftungs—Satz und
den Homotopie-Liftungs—Satz. Im Grunde kennen wir diese Satze schon. Wir haben
sie némlich verwendet bei der Berechnung von mi(S!,2) bzw. 8(S') (Seite 69 und
Seite 70), wo wir diese Siitze fiir den speziellen Fall der Uberlagerungs-Projektion
exp: R — S! formuliert hatten.

Abgesehen von der grofleren Allgemeinheit gibt es bei der gegenwiértigen Behandlung
noch einen weiteren Unterschied. Wir werden bei unseren Liftungs—Problemen n&mlich
grundsétzlich voraussetzen, daf} eine Liftung eines Anfangs—Punktes schon vorgegeben
ist (oder schon vorher gewihlt worden war). Dem Anschein nach ist dies eine irrelevante
Kleinigkeit. Es hat aber einen dramatischen Effekt; es erzwingt nédmlich die Eindeutig-
keit(!) der Liftung.

SaTz (Wege-Liftungs-Satz). Sei p: E — X eine Uberlagerung. Sei w: [0,1] — X ein
Weg mit Anfangspunkt w(0) = xo . Sei yo eine Liftung von zo (d.h. yo € p~1(z0) ).
Es existiert eine Liftung von w zum Anfangspunkt yo ; d.h. es existiert ein Weg

w: [0,1] — F,
so dafl w(0) = yo und so dafl das Diagramm

0,1 —2— E

Jid\ [0,1] lp

[0, 1] — 2 X

kommutiert. Der geliftete Weg w ist (bei Vorgabe des Anfangspunktes) eindeutig be-
stimmt.

BEWEIS. Fiir jedes = € X sei eine Elementar-Umgebung U, von xz gewihlt; solche
existieren nach Definition der Uberlagerungen. Es ist also

p_l(Ux) ~ Uy Xp_l(x)
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in einer mit der Projektion vertriglichen Weise, und auf U, haben wir lokale Umkehr—
Abbildungen zur Verfiigung; diese sind indiziert durch die Punkte von p~1(x) .

Da wir notfalls U, auch durch seinen offenen Kern ersetzen koénnen, diirfen wir an-
nehmen, dafl U, selbst eine offene Umgebung von x ist. Damit haben wir dann
insgesamt eine offene Uberdeckung von X , ndmlich {U,},cx . Die zuriickgezogene
Uberdeckung {w=!(U,)}zex ist nun eine offene Uberdeckung des kompakten, metri-
schen Raumes [0,1], auf die wir den Lebesgue’schen Uberdeckungs—Satz anwenden
konnen. Folglich existiert ein € >0, sodaf ... .

Wir wihlen eine Unterteilung von [0,1] in Bogen Bi,...,B,, , von denen jeder eine
Lange < e hat. Nach Herleitung gilt dann fiir jedes j =1,...,m , daf das Bild w(B;)
ganz enthalten ist in einer (oder mehreren) der Elementar-Umgebungen U, ; sei ein
solches = ausgewihlt und mit x; bezeichnet. Statt U,, schreiben wir kiirzer auch
U; ; also

w(B;) C Uy, = Uj.

Auf der Elementar-Umgebung U; sind nun die lokalen Umkehr-Abbildungen
u,: Uy — E (fir z€p '(x;))

definiert. In einer Weise, die noch zu beschreiben sein wird, wéihlen wir unter diesen
lokalen Umkehr—-Abbildungen eine ganz bestimmte aus, die wir mit wu; bezeichnen.
Damit wird dann die eingeschrénkte Abbildung w|p, definiert als die zusammen-
gesetzte Abbildung

B, —% U, —— E.
Die Auswahl der lokalen Umkehr—Abbildungen ist natiirlich so zu treffen, daf die einge-
schrankten Abbildungen auch zusammenpassen; das geht am besten durch Induktion.

1. Schritt ( Definition von w|p, ). Der Anfangspunkt w(0) = z¢ ist enthalten in U ,
und

pil(Ul) = UZGp_l(:m) Bl]d(uz) .

Da der vorgegebene Anfangspunkt 7o enthalten ist in p~!(zg) , und damit auch in
p~Y(Uy) , existiert somit ein z; (und zwar genau eins) so dafl yo € Bild(u,,) . Wir
setzen u; = u,, , also

w|B1 = Uz © (w’B1) :

2. Schritt ( Definition von w|p, ). Da der Anfangspunkt von By gleich dem Endpunkt

von Bj ist, ist die zu definierende Abbildung w|p, auf dem Anfangspunkt as von
By Dbereits definiert, ndmlich als w| g, (a2) . Der Bildpunkt nun ist enthalten in

pil(UQ) = U yEp—1(x2) Bﬂd(uy)
und damit in Bild(u,,) fiir genau ein 2o € p~!(x2) . Wir setzen
ﬂ;|BQ = Uz © (w|32) :

84



Nach Konstruktion gilt dann

(w|p,) (Anfangspunkt von Bs) = (w|p,) (Endpunkt von Bj)

3.Schritt ( Definition von w|g,,...,w|s,, ). Das geht analog.

Bei der vorstehenden Konstruktion ist schlechterdings nicht zu sehen, was man hétte
anders machen kénnen. Insofern ist die Eindeutigkeit der Konstruktion zumindest plau-
sibel. Trotzdem scheint es nicht unangebracht, fiir die Eindeutigkeit auch noch ein Ar-
gument anzugeben.

Sei also w’ eine weitere Liftung von w mit

Sei e die durch die obige Anwendung des Lebesgue’schen Satzes gegebene Zahl. Es
geniigt sicherlich, zu zeigen: wenn @ und @’ an einer Stelle s € [0,1] iibereinstim-
men, dann auch noch in dem in s beginnenden Bogen B der Linge ¢/5 .

Sei also s eine Stelle, an der w und w’ {iibereinstimmen. Sei B der dort beginnende
Bogen der Linge ¢/5 . Dannist B in einer ¢ —Kugel enthalten. Nach der Konstruktion
von ¢ iiber den Lebesgueschen Satz existiert deshalb eine Elementar-Umgebung U,
in X mit

w(B) C U, .

Das Urbild p~1(U,) ist eine disjunkte Vereinigung,

pil(Um) = Uzgp—l(x) Blld(uz) .

Andererseits kann der zusammenhéngende Raum B nur auf solche Weise in eine dis-
junkte Vereinigung abbilden, dafl der ganze Raum in eine einzige Komponente davon
abbildet (das Bild eines zusammenhéngenden Raumes ist wieder zusammenhéngend!).
Jeder der beiden Wege w und w’ ist folglich in jeweils einer einzigen Komponente von

U :ep—1(x) Bild(u.) enthalten. SchlieBlich haben diese beiden Komponenten auch noch
einen Punkt gemeinsam, ndmlich den Punkt w(s) = w'(s) . Es folgt, dafl sie identisch
sind; etwa beide gleich Bild(u,,) .

Nun sind aber die lokale Umkehr-Abbildung wu., einerseits und die Einschréankung der
Uberlagerungs—Projektion p andererseits zueinander inverse topologische Aquivalenzen
zwischen den Rdumen Bild (u,,) und U, . Es folgt, daf fiir alle s’ € B gilt

W'(s") =z (p(W'(s) = ux(w(s) = ux(p(w(s)) = w(s') .

Die Existenz und Eindeutigkeit des gelifteten Weges sind damit nachgewiesen. U
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Satz (Homotopie-Liftungs-Satz). Sei p: E — X Uberlagerung. Seien
1,1\)/(), ’lfljli [0,1] — K

zwei Wege mit demselben Anfangspunkt wg(0) = w1(0) (aber nicht notwendigerweise
mit demselben Endpunkt). Seien wy und w; die projizierten Wege

Wp = pPpowgy, W = powi,

und sei
W [0,1] x [0,1] — X

eine Homotopie von wg zu w; , relativ zum Anfangspunkt
(Wloaxo = wo , Wlpaxi = w1, W(0,t) = W(0,0) firallet).
Es existiert eine Liftung von W zu einer Homotopie
W: [0,1]x[0,1] — E

(d.h. poW =W, und W st Homotopie von wg zu w; , relativ zum Anfangspunkt.
Wenn die Homotopie W auf dem Endpunkt konstant ist, so ist auch die Homotopie
W auf dem Endpunkt konstant.

BEWEIS. Mit dem mittlerweile schon zur Routine gewordenen Trick der Anwendung des
Lebesgue’schen Uberdeckungssatzes werden wir uns iiberlegen, daf§ irgendeine Liftung
W von W existiert mit der Eigenschaft

W(0,0) = wo(0) .

Diese Liftung stellt sich als eindeutig heraus, und sie hat auch die verlangten Eigen-
schaften; von diesen Dingen werden wir uns zunéchst iiberzeugen.

— Eindeutigkeit von W . Sei W' eine weitere Liftung von W mit W’(0,0) = wp(0) .
Zu (s,t) € [0,1] x [0,1] gibt es einen Weg

v: [0,1] — [0,1] x [0,1]

mit v(0) = (0,0), v(1) = (s,t) . Es sind dann Wov und W’ ov Wegein E , und
beide sind Liftungen des Weges W owv in X , mit dem gemeinsamen Anfangspunkt
W(U(O)) = wo(0) . Der vorige Satz ist nun anwendbar Nach der Eindeutigklausel dieses
Satzes folgt, dal die Wege Wowv und W’ ov identisch sind, insbesondere ist deshalb
auch

W(s,t) = (Wouv)(1) = (W ouv)(1) = W(s,1) .
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— Behauptete Eigenschaften. (i) Weil po W=Ww , ist W\ 0,1]xo €ine Liftung des
Weges wo = W|[g1)x0 - Aber wg ist auch eine Liftung von wyg , und zwar zum selben

Anfangspunkt w(0) = W(0,0) . Nach der Eindeutigkeitsklausel des vorigen Satzes

—

folgt wieder, dafl die Wege W|jo1jx0 und wp identisch sind.

(i) Die eingeschréinkte Homotopie W] 0x[0,1] und der triviale Weg 0x [0, 1] — w(0)
sind beides Liftungen des trivialen Weges W/|ox0,1) : 0 x [0,1] — wp(0) in X , und
zwar zum selben Anfangspunkt; sie sind deshalb identisch.

(iii) Wegen (ii) haben die beiden Liftungen W] 0,1)x1 und w; von w; denselben
Anfangspunkt; sie sind deshalb identisch.

(iv) Wenn die Homotopie W auf dem Endpunkt konstant ist, dann sind sowohl die
eingeschrankte Homotopie W| 1x[0,1] als auch die triviale Abbildung 1x [0, 1] — wo(1)
Liftungen des trivialen Weges mit Wert wg(1) ; diese beiden Liftungen sind dann iden-
tisch, d.h. die Homotopie W ist konstant auf dem Endpunkt von wyg .

— Existenz von W . Wie im vorigen Satz sei {U,}sex eine offene Uberdeckung von X
durch Elementar-Umgebungen. Dann ist {W ™! (U,)},cx eine offene Uberdeckung des
kompakten, metrischen Raumes [0, 1] x [0,1] . Also existiert nach dem Lebesgue’schen
Satz ein € > 0,sodaf.... Wir wihlen eine Unterteilung von [0, 1] %[0, 1] in Quadrate
gleicher Grofle
[07 1] X [0’ 1] = U Qk,l )

1<k<m

1<i<m
deren jedes in einer e—Kugel in [0,1] x[0,1] liegt. Nach Konstruktion von e gilt dann
fiir jedes (k,l), daBl das Bild W (Qg,;) schon ganz enthalten ist in einer Elementar—
Umgebung Uy, , , die wir abkiirzend auch mit Uy; bezeichnen werden. Nun ist

p_l (Ukz,l) = Uyep—l(:ck,z)Bﬂd(uy) )

wobei die u, , y € p~(zg,;) , die lokalen Umkehrabbildungen auf Uy, bezeichnen.
In einer noch zu beschreibenden Weise wird eine dieser lokalen Umkehr—Abbildungen
nun ausgewdhlt, die wir mit wj; bezeichnen. Wir definieren dann eine Abbildung

Wit Qri — E als
Wk,l = ukyl OW‘QkJ .

Die Auswahl der Uk, kann so erfolgen, dafl Wk,l ‘ Qk,lka’,l’ = Wk’,l’ | Qk,lkaz’,l’ .
Um das einzusehen, geht man induktiv vor: erst (k,l) = (1,1), dann (1,2), dann
(1,3),...,(1,m) ; weiter mit (2,1), dann (2,2), etc. Die Details sind identisch mit
denen in einem schon frither betrachteten Fall (s. Seite 72). Wir werden die Details
deshalb hier weglassen. Wir kénnen also schliefSlich definieren

W|Qk~,l F= Wk,l'
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Liftungs—Satz

Als Anwendung der vorstehenden Resultate erhalten wir den nunmehr zu diskutieren-
den allgemeinen Liftungs—Satz. Das bemerkenswerte an diesem Satz ist, dafl er eine
Beziehung herstellt zwischen Dingen ganz verschiedener Art, ndmlich

— einer geometrischen Aussage auf der einen Seite (Existenz einer Liftung) und

— einer algebraischen Aussage auf der anderen (dafl ndmlich eine gewisse Untergruppe
der Fundamentalgruppe eine gewisse andere Untergruppe enthélt).

Zur Formulierung des Satzes benétigen wir eine neue Vokabel. Ein Raum wird ndmlich
als lokal weg—zusammenhdngend bezeichnet, wenn jeder Punkt darin beliebig kleine
weg—zusammenhingende Umgebungen hat. Oder, etwas genauer:

DEFINITION. Ein Raum X heifit lokal weg—zusammenhéingend, wenn fiir jeden Punkt
x € X und fiir jede Umgebung U von z eine weg—zusammenhingende Umgebung
V von =z existiert, die in U enthalten ist.

Fir solche Raume notieren wir:

SATZ. Sei X lokal weg—zusammenhéidngend. Dann gilt:
o Jede Weg—Zusammenhangs—-Komponente von X ist offen.
e X ist die disjunkte Vereinigung seiner Weg—Zusammenhangs—Komponenten.

e Fs gibt in X keinen Unterschied zwischen Zusammenhangs—Komponenten einer-
seits und Weg—Zusammenhangs—Komponenten andererseits.

BEWEIS. Die Definition von “lokal weg—zusammenhéngend” sagt insbesondere, daf} eine
Weg—Zusammenhangs-Komponente in X zu jedem ihrer Punkte noch eine ganze Um-
gebung dieses Punktes enthélt; sie ist also offen. Das Komplement einer Weg—Zusam-
menhangs-Komponente ist Vereinigung der anderen Weg—Zusammenhangs-Komponen-
ten und deshalb ebenfalls offen. Es folgt, dafl jede Weg—Zusammenhangs—Komponente
sowohl offen als auch abgeschlossen ist; der Raum X ist daher die disjunkte Vereinigung
seiner Weg—Zusammenhangs—Komponenten. Schliellich ist jede Weg—Zusammenhangs—
Komponente einerseits zusammenhéngend, andererseits nach dem gerade gesagten aber
nicht enthalten in irgendeiner gréfleren zusammenhéngenden Teilmenge von X ; folglich
ist sie auch eine Zusammenhangskomponente. U

Fiir spéter notieren wir an dieser Stelle noch den folgenden Sachverhalt.

SATZ. Sei X lokal weg—zusammenhéngend. Sei p: E — X Uberlagerung. Dann gilt:
e [ ist lokal weg—zusammenhédngend.

e Wenn E’' Zusammenhangs-Komponente von E ist (oder, allgemeiner, eine Ver-
einigung von Zusammenhangs—Komponenten), dann ist p|g : E' — X ebenfalls eine
Uberlagerung.
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BEWEIS; Sei e € E und sei V Umgebung von e . Wir wollen zeigen, dafl V eine
wegzusammenhéngende Umgebung von e enthélt. Sei U eine Elementarumgebung
des Bildpunktes p(e) , so dafl also eine topologische Aquivalenz (iiber U ) besteht,

p H(U) =~ Uxptple)).

Esist plwxe): (Uxe) — U eine topologische Aquivalenz, und V N (Uxe) ist Umge-
bung von e . Es folgt, dal p(V N (Uxe)) eine Umgebung von p(e) in U ist; und
deshalb auch in X . Nach Voraussetzung iiber X nun enthélt diese Umgebung noch
eine wegzusammenhingende Umgebung U’ von p(e) . Damit ist dann

Uxe Cc Uxp (ple))

eine wegzusammenhéngende Umgebung von e, die in V N (Uxe) enthalten ist und
deshalb auch in V' . Die erste Behauptung ist somit geklirt.

Da wir nun wissen, da F lokal wegzusammenhéngend ist, wissen wir auch (nach
dem vorigen Satz), dafl E die disjunkte Vereinigung seiner Weg—Zusammenhangskom-
ponenten ist (und dafl Zusammenhangskomponenten einerseits und Weg—Zusammen-
hangskomponenten andererseits in F dasselbe bedeuten).

Sei E’ eine Zusammenhangskomponente in E (oder eine Vereinigung von solchen),
sei £ das Komplement. E ist dann die disjunkte Vereinigung von E’ und E” . Um
zu zeigen, daB die eingeschrinkte Abbildung p|g : E' — X eine Uberlagerung ist,
werden wir zeigen, dafl wir fiir jeden Punkt x € X eine Elementarumgebung finden
konnen.

Sei also z € X . Sei U eine Elementarumgebung von z (fiir die Uberlagerungspro-
jektion p: E — X ). Die Umgebung U enthilt (nach Voraussetzung iiber X ) eine
wegzusammenhéngende Umgebung U’ von x . Die topologische Aquivalenz ( iiber U)

p'(U) = Uxp(z)
induziert eine topologische Aquivalenz (iiber U’ )
pH(U) m U xp ().
Mit anderen Worten, U’ ist auch eine Elementarumgebung. Dariiberhinaus ist aber mit
U’ nun auch fiir jedes y € p~!(z) der Raum U’ x {y} wegzusammenhingend und
deshalb entweder ganz in £’ enthalten oder ganz in E” . Es folgt, daf} die vorstehende
topologische Aquivalenz als Einschriankung die folgende hat,

(ple)TH(U) = E'np™'(U') = U'x(E'np~H(z)) = U x (ple’) " (2)

(eine topologische Aquivalenz iiber U’ ). Der Uberlagerungstest war erfolgreich. [

Nach diesen Vorbemerkungen iiber den lokalen Wegzusammenhang kommen wir nun
schlielich zu dem allgemeinen Liftungs—Satz.
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Sarz (Liftungs-Satz). Sei p: E — X eine Uberlagerung. Sei zo € X und ey €
p~Y(zo) . Der Raum Y sei zusammenhéngend und lokal weg—zusammenhéngend. Sei
Yo € Y und sei

[ (Y7y0) - <X7x0)

eine Abbildung von punktierten Rdumen. Die folgenden zwel Aussagen sind dquivalent:
e [ hat eine Liftung zu einer Abbildung f: (Y,y9) — (E,eq) (d.h, pof =f).
i f*(ﬂ'l(Y,yO)) - p*(ﬂ-l(E760)) .

Weiterhin gilt, daf eine Liftung von f (mit der Bedingung f(yo) = ep ) schon ein-
deutig bestimmt ist (falls sie existiert).

BEWEIS. Die eine der behaupteten Implikationen ist eine unmittelbare Folge aus der
Natiirlichkeit der Konstruktion der Fundamentalgruppe. Namlich wenn die Liftung f
von f existiert, so folgt fiir die Bild-Gruppen ( Untergruppen von (X, xq) )

fo(m(Yoyo)) = of)e(m(Yimo)) = pu(fo(m(Yim0))) C pulmi(E,e0)) -

Umgekehrt wollen wir, wenn wir diese Inklusion voraussetzen diirfen, fiir die gegebene
Abbildung f eine Liftung f konstruieren.

Diese Konstruktion geht iiber den Wege-Liftungs—Satz. Da Y wegzusammenhingend
ist (denn es ist ja, nach Voraussetzung, zusammenhéngend und lokal wegzusammen-
hidngend), konnen wir einen vorgegebenen Punkt y in Y durch einen Weg mit dem
Basispunkt verbinden: wir wéhlen irgendeinen Weg w, : [0,1] — Y mit

wy(0) = 5o, wy(l) =y .
Die zusammengesetzte Abbildung fow, ,

01 —>» vy —f . x|
ist dann ein Weg in X . Auf diesen Weg wenden wir den Wege-Liftungs—Satz an. Das
Resultat ist ein Weg fow, : [0,1] — E mit fow,(0) = ey . Wir definieren nun

~ —_~—

fly) := fow,(1).

Es bleibt zu zeigen:
e die Abbildung ,]? ist wohldefiniert
e die Abbildung ist stetig.

Zur Frage der Wohldefiniertheit merken wir zunéchst an, dafl nach dem Wege—Liftungs—
Satz das Liften von Wegen zu vorgegebenem Anfangspunkt eindeutig ist. Die Defini-

tion von f(y) héngt deshalb allenfalls von der getroffenen Wahl des Weges w, ab.
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Wir wollen zeigen, dafl sie von dieser Wahl tatséchlich aber nicht abhingt. Dazu sei

/

wy, : [0,1] =Y ein anderer Weg, den wir hétten wihlen konnen,

/

wy,(0) = yo, wy(l) =y.

Wir betrachten zuerst den Spezialfall, wo w’y homotop ist zu w, relativ zu Anfangs-
und Endpunkt. In diesem Fall sind auch die Wege fowgl und fow, homotop relativ

zu Anfangs- und Endpunkt. Die Anwendung des Homotopie—Liftungs—Satzes zeigt nun,
dafl auch die gelifteten Wege fow; und fow, homotop sind relativ zu Anfangs- und

Endpunkt; insbesondere haben wir deshalb m(l) = f/ozu/y(l) .

Den allgemeinen Fall wollen wir auf diesen Spezialfall zuriickfiihren (sowie auf ein Argu-
ment mit der Fundamentalgruppe). Dazu betrachten wir den zusammengesetzten Weg

wy, wy_1 ( “zuerst wy , dann den zu w, inversen Weg” ) oder, als Formel,

Wenn wir diesen Weg wiederum mit w, zusammensetzen, so erhalten wir einen Weg
/ 1

w, wy, " wy oder, wieder als Formel,
wy, (45) 0<s<1
w wyflwy (s) = wy(2—4s)  1<s< 3
wy(25—1) % <s<1.

Dies ist ein Weg von yo zu y , und es ist klar (oder?), daf8 dieser Weg zu w;, homotop
ist, relativ zu Anfangs- und Endpunkt.

Wenn wir abkiirzend schreiben v, = wy, wy_l wy , so folgt also nach dem obigen Spezial-

fall, dafl die Liftungen der beiden Wege fowv, und fow; dieselben Endpunkte haben,

—_—~—

(Fouy)(1) = (fow!)(1) .

—_~—

Um nun weiter (fov,)(1) mit (fow,)(1) zu vergleichen, verwenden wir den
HiLrssaTz. Wenn f.(71(Y,%0)) C p«(m1(E,e0)) , dann ist die Liftung fo(wy, wy 1)

von fo(w; w, ") ein geschlossener Weg in E mit Anfangs- und Endpunkt e .

Mit dem Hilfssatz konnen wir den gewiinschten Vergleich auf die folgende Weise be-
werkstelligen. Die Komposition mit der Abbildung f ist vertréiglich mit dem Zusam-
mensetzen von Wegen, also

(fovy, =) fo(w;wy_lwy) = (fo<w7;w];_1)) (fowy) .

1

Die Liftung von f o (w; w, " w,) zum vorgegebenen Anfangspunkt eg kann daher in

zwel Schritten konstruiert werden:
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— zu dem Anfangspunkt eq wird zunéchst der erste Teilweg f o (wy wy_l) geliftet,

— mit dem dabei resultierenden Endpunkt als neuem Anfangspunkt wird danach der
zweite Teilweg f ow, geliftet.

Nach dem Hilfssatz ist nun aber der neue Anfangspunkt derselbe wie der alte: die zweite
Liftung ist ebenfalls zum Anfangspunkt ey vorzunehmen. Es folgt, dafl die Liftung des
zweiten Teilweges in Wirklichkeit eine Reinkarnation der urspriinglichen Liftung des
Weges fow, ist; sie hat insbesondere deshalb auch denselben Endpunkt.

BEWEIS DES HILFSSATZES. Der Weg wj] w, ' ist Schleife in Y zum Basispunkt yg
und repriisentiert ein Element [w! w, '] in w1 (Y,y0) . Die Schleife f o (w! w, 1)

; - Yy y "y
reprisentiert das Bildelement

f*[w;wy_l] € fu(m(Y,y0)) -

Nach der Voraussetzung des Hilfssatzes ist dieses Element nun auch enthalten in der
Bildgruppe p«(m(E,eq)) . Das bedeutet, dafi eine Schleife u in E zum Basispunkt
eop existiert mit

[fo(w, w, )] = [pou];

was wiederum bedeutet, da8 f o (wy, wy_l) homotop ist, relativ zu Anfangs- und End-
punkt, zu pow . Wir wihlen irgendeine solche Homotopie von f o (wy, wy_l) zu pou .
Nach dem Homotopie—Liftungs—Satz hat diese Homotopie eine Liftung zu einer Ho-
motopie von Wegen in F , wobei die Homotopie auf dem Anfangspunkt konstant ist.
Zusatzlich war aber die Homotopie in X auch auf dem Endpunkt konstant, und der
Homotopie-Liftungs—Satz sagt, daf} in dieser Situation auch die geliftete Homotopie auf
dem Endpunkt konstant ist. Es folgt insbesondere, daf die Liftung von f o (wy, wy_l)
denselben Endpunkt hat wie diejenige von pow . Die Liftung von pou ist aber u

und dessen Endpunkt ist ey . Der Hilfssatz ist damit bewiesen.

Wir kommen nun zum Nachweis dessen, dafl die (geliftete) Abbildung f eine stetige
Abbildung ist; es ist dieser Teil des Arguments, bei dem die omindse Voraussetzung iiber
den lokalen Wegzusammenhang benotigt wird. Wir werden die Stetigkeit in der folgen-
den Form nachweisen. Wir zeigen: Zu jedem Punkt y € Y und zu jeder Umgebung V
des Bildpunktes f(y) existiert eine Umgebung W von y mit f(W)CV .

Sei U eine Elementarumgebung des Punktes z = fly) in X | so daB also eine topo-
logische Aquivalenz ({iber U ) besteht,

p '(U) —— Uxp'(z).
Sei V' definiert als der Durchschnitt
V= Vnul(Uxfy)).

Dann ist V/ Umgebung von f(y), die eingeschrinkte Abbildung p|y:: V' — p(V’)
ist eine topologische Aquivalenz, und p(V') ist Umgebung von f(y) = p(f(y)) .
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Wegen der Stetigkeit von f ist das Urbild f~'(p(V’)) eine Umgebung von ¥ in
Y . Wir nutzen nun die Voraussetzung des lokalen Wegzusammenhangs aus. Es folgt,
daB die Umgebung f~(p(V’)) noch eine wegzusammenhéingende Umgebung W von
y enthélt. Mit der folgenden Behauptung wird schliellich alles bewiesen sein:

BEHAUPTUNG. Das Bild f(W) ist enthalten in V' (und damit auch in V).

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Sei 3y’ € W . Dann kénnen wir 3’ durch einen ganz in
W verlaufenden Weg w mit y verbinden. Sei w, irgendein Weg von yo zu y.
Nach dem vorher bewiesenen Teil (dafl ndmlich die Definition von f(y’ ) nicht abhéngt
von der Wahl des Weges von yg zu %' ), konnen wir ebenso gut nun auch das folgende
Rezept als die Definition von f(3') nehmen:

Zuerst liften wir den Teilweg f o w, zum Anfangspunkt ey = f(yo); der geliftete
Teilweg wird den Endpunkt f(y) haben. Danach liften wir den Teilweg f o w zum

Anfangspunkt f(y). Der Endpunkt der Liftung des zusammengesetzten Weges, und
damit auch der Endpunkt der Liftung des zweiten Teilweges, wird dann der Punkt

f(y') sein.
Nach Konstruktion nun ist der Weg fow ganz enthalten in der Umgebung p(V’) von

f(y) . Die eingeschrénkte Abbildung p|y : V' — p(V') ist eine topologische Aquiva-
lenz, und die Liftung von fow hat ihren Anfangspunkt in V’ . Nach der Eindeutigkeit
der Wegeliftung zu gegebenem Anfangspunkt folgt, dafl die Liftung des zweiten Teilwegs

ganz enthalten ist in V' | insbesondere ist deshalb der Endpunkt f(y’) ebenfalls in
V' enthalten. Der Bewelis ist fertig. O

Wir kommen nun zu Anwendungen des Liftungs—Satzes.

Eine erste, hier etwas ferner liegende, Anwendung hat Beispiel-Charakter; sie gibt eine
“zu—Fufl-Formulierung” der Tatsache, daf} die sogenannten héheren Homotopiegruppen
der 1-Sphére séamtlich trivial sind.

SATZ. Sei m > 2 . Sei eine Abbildung f: (S™,s¢) — (S',2¢) gegeben (eine Abbildung
der n-Sphére in die 1-Sphére, die den Basispunkt sy in den Basispunkt xg abbildet).
Es gibt eine Homotopie, relativ zum Basispunkt, von dieser Abbildung zu der trivialen
Abbildung (triviale Abbildung in den Basispunkt).

BEWEIS. Wir wollen den Liftungs-Satz anwenden auf die Uberlagerung von S! , die
durch exp : R — S gegeben ist. Wir wihlen irgendeinen Punkt eq € (exp)~!(zg) als
Basispunkt. Wir wollen eine Liftung von f zu f:S™ — R angeben, mit ]?(so) =€ .
Sobald wir das geschafft haben, sind wir schon fertig. Denn fiir Abbildungen nach R
haben wir lineare Homotopien zur Verfiigung; in unserem Fall die Homotopie von f
zur trivialen Abbildung nach eq ,

F: S§"x[0,1] — R, F(s,t) = (1-t) f(s) +teo .
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Die zusammengesetzte Abbildung expoF': S"x [0,1] — S! ist dann die Homotopie,
deren Existenz der Satz behauptet.

Um den Liftungs—Satz in der genannten Weise anzuwenden, miissen wir einige Dinge
nachpriifen. Zunéchst miissen wir wissen, dafl der Raum S™ lokal wegweise zusam-
menhéngend ist; das ist aber klar (oder?). Zum andern miissen wir wissen, daf§ die
Bildgruppe f.(m1(S™, s9)) enthalten ist in einer gewissen andern Gruppe (nédmlich in
der Bildgruppe exp, (71 (R)) . Nun wissen wir aber schon, daf§ die Fundamentalgruppe
m1(S™, s9) die triviale Gruppe ist. Deshalb ist auch die Bildgruppe f.(71(S™,sg)) die
triviale Gruppe — und die ist schliefflich in jeder Gruppe enthalten. O

Unsere néchste Anwendung liefert die erstaunliche Aussage, daB bei “verniinftigen”
Raumen die Uberlagerungen vollkommen charakterisiert werden koénnen durch alge-
braische Daten.

Dazu notieren wir zunichst, da der von einer Uberlagerungsprojektion induzierte Ho-
momorphismus der Fundamentalgruppe immer injektiv ist.

SATZ. Sei p: E — X eine Uberlagerung. Sei zy € X und sei ey € p~'(xg) . Die
Abbildung p.: ™ (E,eq) — m(X,z0) ist injektiv.

BEWEIS. Sei v eine Schleife in E . Wenn das von v reprisentierte Element von
m1(E,e9) im Kern der Abbildung p. liegt, so bedeutet dies, dafl die Schleife pov das
triviale Element in 71 (X, xg) repréasentiert; d.h., daf§ die Schleife p o v homotop ist,
relativ zu Anfangs- und Endpunkt, zur trivialen Schleife. Sei F' eine Homotopie, die das
leistet. Auf diese Homotopie konnen wir den Homotopie-Liftungs—Satz anwenden. Der
Punkt ist nun (Inspektion der Formulierung des Satzes!), dafl die geliftete Homotopie
ebenfalls relativ ist zu Anfangs- und Endpunkt, und zwar ist sie eine Homotopie von
der Schleife v zu der trivialen Schleife am Basispunkt ey von FE . Daher ist v ein
Reprisentant des trivialen Elements in 7 (E, ep) . d

Unser erster Klassifikations—Satz nun sagt, dafl die so resultierende Untergruppe (die
Bildgruppe) die Uberlagerung schon vollkommen charakterisiert; zumindest, wenn es
sich um “verniinftige” R#ume handelt, die zudem noch als (weg—)zusammenhéngend
vorausgesetzt werden.

SATZ. Sei X ein Raum, der zusammenhidngend und lokal wegzusammenhéngend ist;
sei ©o € X ein Basispunkt. Seien p; : By — X und ps: Ey — X Uberlagerungen,
wobei Fy und FE5 als zusammenhdngend vorausgesetzt sind. Seien ey und e iiber
xo liegende Basispunkte in E; bzw. Ey . Wenn pi.(7m1(E1,e1)) = po.(mi(FEa,e2))
( Gleichheit von Untergruppen von (X, zo) ), dann gibt es eine topologische Aqui-
valenz ( iiber X )

E1 L)EQ

Die topologische Aquivalenz kann so gewéhlt werden, dal ey auf e, abgebildet wird;
sie ist dann eindeutig bestimmt.
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BEwEIs. Wir wollen die Abbildung p; : F1 — X zu einer Abbildung

fi: By — Ey, fi(e1) = ez,

liften. Der Liftungs—Satz sagt, daf3 dies unter gewissen Bedingungen moglich ist; der
Satz sagt auch, daf} eine solche Liftung eindeutig ist, falls sie existiert. Die Bedingungen
fiir die Existenz der Liftung sind:

— der Raum FE; soll zusammenhingend und lokal wegzusammenhéngend sein; das ist
aber klar: E; ist zusammenhingend nach Voraussetzung, und E; ist Uberlagerung
des lokal wegzusammenhingenden Raumes X , daher ebenfalls lokal wegzusammen-
héngend (nach einem fritheren Satz),

— es soll eine Inklusion von Untergruppen pi.(m(E1,e1)) C pox(m1(Fa,e2)) beste-
hen; das ist aber auch klar: diese Untergruppen sind sogar gleich (nach Voraussetzung).

Der Liftungs—Satz ist also anwendbar: f; existiert. Aus dhnlichen Griinden existiert
auch eine Abbildung

fo: Eo — Ei, fale2) = e1.

Wir behaupten jetzt, daf§ die Abbildungen f; und fo zueinander invers sind. Auch
das ist, wie sich herausstellt, eine unmittelbare Anwendung des Liftungs—Satzes. Das
Argument ist allerdings verbliiffend: Die zusammengesetzte Abbildung fs o f1

f1 f2

E, Es Ey

kann aufgefafit werden als eine Liftung der Abbildung p; : £y — X zu einer Abbildung
F, — E;, die e; auf e; abbildet. Es gibt noch eine andere solche Liftung, ndmlich
die identische Abbildung auf F; . Es kann aber nur eine geben (nach der Eindeutig-
keitsklausel beim Liftungs—Satz). Also ist

faofi = idlg, .
Ahnlich ist auch fio fo = id|g, . O

BEISPIEL. Wir betrachten die Uberlagerung der 1— Sphire auf sich, die gegeben ist
durch “k— faches Aufwickeln”, k>1; m.aW. wenn S! = {2€C||z|=1}, dann
die Abbildung

pr: St — St 2 — 2k
Bezeichne w : ([0,1],{0,1}) — (S',1) den Reprisentanten eines Elements von
71(S1, 1) ; wie wir wissen, ist jedes Element von 71(S',1) reprisentierbar in der Form
w(s) = exp(l-s). Es folgt, da die Bildgruppe pg.(71(St,1)) die Untergruppe
derjenigen Elemente ist, die einen Représentanten der Art

w(s) = exp(l-k-s)

haben. Unter dem Isomorphismus m;(S',1) ~ Z entspricht diese Untergruppe der
additiven Gruppe derjenigen ganzen Zahlen, die Vielfache von % sind. Nach dem Satz
nun ist die Uberlagerung (bis auf Isomorphle) durch diese zugeordnete Untergruppe
schon charakterisiert. O
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Konstruktion von I"Jberlagerungen

Zunichst einige Vokabeln. Ein Raum Y heifit einfach-zusammenhédngend, wenn fol-
gendes gilt: Sind y; und y; Punkte in Y , so gibt es einen Weg, der y; und
y2 verbindet, und dieser Weg ist eindeutig bis auf Homotopie (Homotopie relativ zu
Anfangs- und Endpunkt).

Das la83t sich auch anders formulieren. Namlich, wenn Y einfach—zusammenhéngend
ist, dann ist es wegzusammenhingend und hat triviale Fundamentalgruppe (fiir jeden
Basispunkt; das ist der Spezialfall der Definition wo y; = y2 ). Umgekehrt, wenn Y
wegzusammenhéingend ist und 71(Y,y9) = 0 fiir irgendeinen Basispunkt gy in Y,
dann ist, wie wir wissen, auch m(Y,y1) = 0 fiir jeden anderen Basispunkt in Y (wenn
Y wegzusammenhéngend ist, so sind die Fundamentalgruppen fiir alle Basispunkte
zueinander isomorph). Speziell gilt das fiir den gemeinsamen Anfangspunkt von v und
w . Der geschlossene Weg vw™! (erst v durchlaufen, dann w riickwiirts) ist also
nullhomotop. Es folgt, da der Weg vw~'w homotop ist, relativ zu Anfangs- und
Endpunkt, zu w . Andererseits ist er aber auch zu v homotop. Y ist also einfach—
zusammenhéngend im obigen Sinne.

DEFINITION. Eine Uberlagerung p: E — X heiBt universelle Uberlagerung von X ,
wenn der Raum FE einfach-zusammenhingend ist.

Die Wortwahl “universell” fiir diesen Sachverhalt ist nicht so weit hergeholt, wie das
hier scheinen mag. Dies wird spéter deutlich werden.

Wie wir gesechen haben, sind, bei einem “verniinftigen” Raum, die Uberlagerungen
charakterisierbar durch (gewisse) Untergruppen der Fundamentalgruppe. Unser gegen-
wirtiges Ziel ist es, zu zeigen, dafl umgekehrt auch alle Untergruppen auf diese Weise
vorkommen; mit anderen Worten, daf jede Untergruppe von 71(X,z¢) vorkommt als
p«(7m1(E, e0)) , das Bild der Fundamentalgruppe eines geeigneten Uberlagerungsraumes
E von X . Um das zu zeigen, benotigen wir eine weitere Eigenschaft, die “verniinftige”
R&ume haben.

DEFINITION. Ein Raum X heifit semi—lokal einfach—zusammenhédngend, wenn er lokal
wegzusammenhéingend ist und wenn dariiberhinaus gilt: Fiir jeden Punkt = € X exi-
stiert eine wegzusammenhingende Umgebung U von z , so dafl die Abbildung der
Fundamentalgruppen am Basispunkt x ,

7T1<U,.CB) - 7T1(X,.CI?),

die triviale Abbildung ist. Eine Umgebung U , die diese Eigenschaft hat, wird auch als
eine Spezialumgebung von x bezeichnen.

Das Bestehen dieser Eigenschaft ist in der Tat eine notwendige Bedingung, wie die
folgende Bemerkung zeigt.
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BEMERKUNG. Sei X ein lokal-wegzusammenhéngender Raum. Wenn eine universelle
Uberlagerung von X existiert, dann ist X semi-lokal einfach—zusammenhéngend.

Dennsei x € X . Sei U eine Elementarumgebung von x . Es ist keine Einschrankung
der Allgemeinheit, anzunehmen, daf§i U wegzusammenhéngend ist (denn, da X nach
Voraussetzung lokal wegzusammenhéngend ist, kénnten wir notfalls U ersetzen durch
eine kleinere wegzusammenhingende Umgebung; die wére automatisch ebenfalls eine
Elementarumgebung). Sei nun V' eine Wegzusammenhangskomponente von p~1(U) .
Unter der topologischen Aquivalenz von p~'(U) zu U x p~*(z) (Definition von Ele-
mentarumgebung) entspricht V einem Unterraum der Art U x {y} , wo y € p~}(2) ;
insbesondere ist die durch Einschrankung von p gegebene Abbildung ¢ : V — U
eine topologische Aquivalenz. Wir haben nun das folgende kommutative Diagramm von

Fundamentalgruppen
m(Vy) —— m(E,y)

lq* lp*
m(U,x) —— m (X, x)

In diesem Diagramm ist die zusammengesetzte Abbildung w1 (V,y) — m(X,z) die
triviale Abbildung (weil sie iiber die Gruppe m1(E,y) faktorisiert, die ja nach Vor-
aussetzung trivial ist). Andererseits ist die Abbildung ¢. ein Isomorphismus (sie ist
ja induziert von der Abbildung ¢, die eine topologische Aquivalenz ist). Es folgt,
daB m (U,z) — m(X,x) die triviale Abbildung ist. O

Der zu beweisende Satz wird sagen, dafl die beschriebene notwendige Bedingung tat-
sdchlich auch hinreichend ist. Bevor wir dazu kommen, machen wir noch eine Notiz
iiber Spezialumgebungen.

BEMERKUNG. Sei U Spezialumgebung von x . Wenn z’ € U dann ist auch
m(U,z") — m(X,2),

die triviale Abbildung. Wenn w und w’ Wegein U sind mit demselben Anfangspunkt
und demselben Endpunkt, dann sind w und w’ , als Wege in X betrachtet, homotop
relativ zu Anfangs- und Endpunkt.

Denn zunéchst, wenn v ein Wegin U von z zu z’ ist, so induziert v einen Isomor-
phismus v, der Fundamentalgruppen. Dies ist sowohl in U als auch in X richtig, und
zwar in kompatibler Weise. Mit anderen Worten, es gibt ein kommutatives Diagramm

71'1([J7x) L) 7Tl<U7$/)

l !

7T1(Xa Il?) L) 7T1(X7 Z‘/)

in dem die horizontalen Abbildungen Isomorphismen sind. Es folgt: wenn der linke
vertikale Pfeil die triviale Abbildung ist, dann auch der rechte.
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Zu den Wegen w und w’ nun bezeichne z’ den gemeinsamen Anfangspunkt dieser
beiden Wege. Es ist dann der zusammengesetzte Weg w’ w~! ein geschlossener Weg mit
Anfangs- und Endpunkt 2’ . Der Weg reprisentiert das triviale Element in 71 (X, 2') |
ist also homotop in X , relativ zu Anfangs- und Endpunkt, zum trivialen Weg. Es folgt,
daB der zusammengesetzte Weg w’ w~!w homotop in X ist, relativ zu Anfangs- und
Endpunkt, zu dem Weg w . Andererseits ist er auch homotop (sogar in U ) zu dem
Weg w' . O

Die Existenz von Uberlagerungen werden wir zuerst in dem speziellen Fall einer uni-
versellen Uberlagerung diskutieren, den allgemeinen Fall werden wir danach dann daraus
ableiten.

SATZ. Der Raum X seizusammenhédngend und semi-lokal einfach—zusammenhéngend.
Es existiert eine universelle Uberlagerung von X .

BEWEIS. Die Behauptung ist, da8 eine Uberlagerung p: E — X existiert, wo eben der
Raum FE einfach-zusammenhingend ist. Der Beweis dieser Behauptung geht iiber eine
zwar abstrakte, aber sehr direkte Konstruktion fiir die Existenz. Um diese Konstruktion
zu verstehen, gehen wir zunédchst den umgekehrten Weg. Wir setzen ndmlich voraus,
dal wir p: E — X schon hétten. Mit einigen kleinen Tricks werden wir die Daten
von FE iibersetzen in Dinge, die nur mit dem Raum X zu tun haben. Mit ein wenig
Gliick werden wir anschlieBend in der Lage sein, diese Ubersetzung riickwiirts zu lesen,
und das wird dann die Konstruktion sein.

Die Ubersetzung geht iiber Wege-Liftung. Die Wege-Liftung funktioniert gut fiir Wege,
die an einem Ende fixiert sind, am andern Ende aber nicht. Wir werden also solche
Wege nun systematisch betrachten. Dazu wéahlen wir in X einen Basispunkt zg und
in F einen Basispunkt eq iiber zg .

Es soll ein basierter Weg in E nun einen Weg bezeichnen, dessen Anfangspunkt der
gewihlte Basispunkt ey in FE ist. Die Menge der basierten Wege in E wird mit BE
bezeichnet.

Ahnlich soll ein basierter Weg in X ein Weg sein, dessen Anfangspunkt der gewiihlte
Basispunkt xp in X ist. Die Menge der basierten Wege in X wird mit BX be-
zeichnet.

Mit der Abbildung p: F — X bekommt man aus jedem Weg in FE einen Weg in
X . Da der (Anfangs—) Punkt ey iiber dem Punkt zy liegt, bekommt man speziell so
auch eine Abbildung BE — BX . Andererseits sagt der Wege-Liftungs—Satz, daf ein
Weg in X mit Anfangspunkt zy eine eindeutige Liftung hat zu einem Weg in F mit
Anfangspunkt eq . Folglich,

e Die Abbildung BE — BX ist bijektiv.

Als néchstes fithren wir auf diesen Mengen von Wegen eine Aquivalenzrelation ein,
niamlich die Homotopie relativ zu Anfangs- und Endpunkt. Die Menge der Aquivalenz-
klassen in BE wird mit E bezeichnet. Ein Element aus E 18t sich so beschreiben:
es besteht aus einem Punkt e in E (dem Endpunkt) zusammen mit einer Homo-
topieklasse von Wegen von ey zu e .
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Ahnlich bezeichnet X die Menge der Aquivalenzklassen in BX ; ein Element aus X
besteht aus einem Punkt x in X zusammen mit einer Homotopieklasse von Wegen
von xp zu T .

Die obige Abbildung, die einem Weg v in E den projizierten Weg powv zuordnet,
ist mit Homotopie vertraglich, induziert also eine Abbildung E — X . Andererseits ist
auch die Wege-Liftung mit Homotopie vertriglich; das sagt der Homotopie-Liftungs—
Satz. Folglich,

e Die Abbildung E — X ist bijektiv.

Die Tatsache, dal man einem Weg seinen Endpunkt zuordnen kann, kann man inter-
pretieren als eine Abbildung BE — E ; und auch als eine Abbildung E — E . Nunist
nach Voraussetzung der Raum FE aber einfach—zusammenhéngend: zu je zwei Punk-
ten in E gibt es einen und, bis auf Homotopie, auch nur einen Weg, der sie verbindet.
Folglich,

e Die Abbildung E — E ist bijektiv.

Mit den letzten beiden Bijektionen haben wir es nunmehr geschafft, fiir die unter-
liegende Menge des Raumes E eine Ubersetzung zu finden in etwas, das vollstindig
mit Hilfe von X beschrieben werden kann und tatséchlich auch so beschrieben worden
ist, namlich X .

Der niichste Schritt wird sein, in diese Ubersetzung auch die topologische Struktur mit
einzubauen. Von jetzt ab werden wir die Voraussetzung benétigen, daf§ der Raum X
semi-lokal einfach—zusammenhéngend ist.

Wegen dieser Voraussetzung hat jeder Punkt = in X eine Spezialumgebung U ; was
nach Definition ja bedeutet, dal U eine weg—zusammenhingende Umgebung von x
ist, die die Bedingung erfiillt, da} der (von der Inklusion induzierte) Homomorphis-
mus 7 (U,z) — m(X,z) die triviale Abbildung ist. Es folgt hieraus noch ein wenig
mehr: wenn U’ eine vorgegebene Umgebung von =z ist, so existiert innerhalb der
Umgebung U N U’ noch eine wegzusammenhidngende Umgebung U” von z (we-
gen der ebenfalls gemachten Voraussetzung, dal X lokal wegzusammenhéngend ist);
die Umgebung U" erfiillt nun automatisch auch die Bedingung iiber die Fundamen-
talgruppe (denn die Abbildung 7 (U”,z) — 7 (X,z) faktorisiert iiber die (triviale)
Abbildung m (U, x) — m (X, x) , sie ist daher selbst trivial). Wir haben also innerhalb
der vorgegebenen Umgebung U’ noch eine Spezialumgebung, namlich U” | gefunden.
Das kann man auch so ausdriicken: eine Teilmenge von X ist eine Umgebung von x
genau dann, wenn sie eine Spezialumgebung enthélt; oder, wie man fiir diesen Sachver-
halt auch sagt,

e Die Spezialumgebungen bilden eine Umgebungsbasis von x .

Es sei nun y ein Punkt in F , der iiber x liegt. Sei U’ eine wegzusammenhéingende
Elementarumgebung von z , und sei V' die (Weg—)Zusammenhangskomponente des
Urbilds p~1(U’) , die den Punkt y enthélt. Dann ist V/ Umgebung von ¥, und die
(von der Uberlagerungsprojektion induzierte) Abbildung V’ — U’ ist eine topologische
Aquivalenz. Die in U’ enthaltenen Spezialumgebungen bilden eine Umgebungsbasis
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von . Unter der genannten topologischen Aquivalenz entsprechen ihnen Teilmengen
von V', die wir als geliftete Spezialumgebungen bezeichnen wollen. Es resultiert,

e Die gelifteten Spezialumgebungen bilden eine Umgebungsbasis von y in FE .

Sei insbesondere nun U eine Spezialumgebung, die in U’ enthalten ist. Sei V" die
entsprechende geliftete Spezialumgebung in V' . Unter der bijektiven Abbildung von
E zu X entspricht dem V” dann eine Teilmenge von X . Es ist nun sehr wichtig,
dafl wir in der Lage sein werden, diese Teilmenge von X auch direkt zu beschreiben
(ohne uns auf FE zu beziehen).

Es sei dazu v ein Weg vom Basispunkt ey zu dem Punkt y (bis auf Homotopie
relativ zu Anfangs- und Endpunkt gibt es genau einen solchen Weg). Wenn ¢’ ein
anderer Punkt in V"' ist, so kénnen wir eg mit 3y’ verbinden durch einen Weg v’
der folgenden Art: zunéchst verbinden wir ey mit y durch den gerade genannten Weg
v, dann setzen wir diesen zusammen mit einem Weg von y zu %', der ganz in V"
verlduft. Bezeichne nun w den projizierten Weg w = powv, und w’ = pov' . Der
Weg w’ kann auch beschrieben werden als zusammengesetzter Weg: zunéchst wird der
Basispunkt zy verbunden mit dem Punkt y durch den genannten Weg w , dieser
Weg wird dann zusammengesetzt mit einem ganz in U” verlaufenden Weg von = zu
x' . Umgekehrt ist durch diese Beschreibung der Weg w’ (bis auf Homotopie) schon
eindeutig festgelegt (denn je zwei in der Spezialumgebung U” verlaufende Wege von
x zu z' sind als Wege in X homotop relativ zu Anfangs- und Endpunkt). Es folgt,

e DasBildvon V" in X ist die Spezialmenge M(z,[w],U") (im folgenden Sinne:)

DEFINITION. Sei (z,[w]) € X ; also z € X , und [w] eine Homotopicklasse (relativ
zu Anfangs- und Endpunkt) von Wegen mit Anfangspunkt zy und Endpunkt z . Sei
U eine Spezialumgebung von z . Die zu (x,[w]) und U gehérende Spezialmenge
M(x,[w],U) ist definiert als die Menge der Paare (z/,[w']), wo 2’ € U und wo
die Homotopieklasse [w’] reprisentierbar ist durch einen Weg w’ der folgenden Art:
w’ ist zusammengesetzt aus zwei Wegen; zunichst ist der Basispunkt zg mit dem
Punkt z verbunden durch den Weg w , der Punkt x ist dann weiter mit dem Punkt

a2’ verbunden durch einen Weg, der ganz innerhalb von U verlauft.

Wir definieren nun eine topologische Struktur auf X durch die folgende Vorschrift.

DEFINITION. Eine Umgebungsbasis am Punkt (x,[w]) ist gegeben durch die Spezial-
mengen

M(z,[w],U),

wo U die Spezialumgebungen von x durchliuft.
Die Definition verpflichtet uns, folgendes nachzupriifen: zu je zwei Mengen der genann-
ten Art enthélt ihr Durchschnitt noch eine weitere — das ist aber klar auf Grund der

Tatsache, dafl die Spezialumgebungen eine Umgebungsbasis von = in X bilden.

Die gegebene Ubersetzung zeigt einerseits, dafl der Raum X ‘topologisch dquivalent zu
dem Raum F ist, wenn wir annehmen, daf eine universelle Uberlagerung p: EF — X
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existiert. Andererseits ist aber die Hypothese der Existenz von E ganz und gar unnétig
fiir die Beschreibung von X ; die gegebene Beschreibung kénnen (und wollen) wir daher
als die Konstruktion eines gewissen Raumes X ansehen. Auf Grund der Herleitung
vermuten wir, dafl wir eine Abbildung ¢ : X > X angeben konnen; dafl wir zeigen
konnen, die Abbildung ¢ ist eine Uberlagerungsprojektion; und daB wir schlieBlich auch
noch zeigen konnen, der Raum X st einfach-zusammenhéngend. Diese Vermutungen
wollen wir jetzt beweisen.

Die gewiinschte Abbildung q : X — X ist sehr leicht zu beschreiben: sie ist gegeben
durch (z,[w]) — x.

Um zu zeigen, daB die Abbildung ¢ eine Uberlagerungsprojektion ist, notieren wir
zunichst, dafl jede Spezialumgebung U von x € X noch eine Spezialumgebung U’
von z enthilt, die eine offene Menge in X ist. Denn sei U’ definiert als diejenige
Wegzusammenhangskomponente von U , dem offenen Kern von U , die den Punkt
x enthélt. Dann ist U’ eine offene Menge in X (wegen der Voraussetzung, dafi X ,
und damit auch U° | lokal-wegzusammenhiingend ist), wegzusammenhingend ist U’
nach Definition, und schliefflich erfiillt es auch die Fundamentalgruppenbedingung, da
es in der Spezialumgebung U enthalten ist.

Esseinun x ein Punktin X . Sei U eine Spezialumgebung von z . Nach dem gerade
Gesagten diirfen wir annehmen, dafl U eine offene Menge in X ist. Wir werden zeigen,
daB U eine Elementarumgebung von z fiir die Abbildung ¢ ist.

Das Urbild ¢~ (U) ist, nach Definition, die Menge der Paare (z',[w']) wo 2’ € U
und wo [w’] eine Homotopieklasse ist (relativ Anfangs- und Endpunkt) von Wegen vom
Basispunkt xg zum Punkt 2’ . Es gilt, wie wir wissen, folgendes (da U Spezialumge-
bung ist): wenn man zwei Punkte in U durch einen ganz in U verlaufenden Weg
verbindet, so ist dieser als Weg in X eindeutig bis auf Homotopie relativ zu Anfangs-
und Endpunkt. Durch Zusammensetzen mit einem solchen Weg kénnen wir dem w’ nun
einen Weg w von xg zu z zuordnen; die Homotopieklasse [w] ist dann eindeutig be-
stimmt durch die Homotopieklasse [w’] , und umgekehrt ist auch die Homotopieklasse
[w'] eindeutig bestimmt durch die Homotopieklasse [w]. Dies zeigt, dal die Menge
¢ 1(U) eine disjunkte Vereinigung ist

¢ '(U) = U(o:,[wneq*l(w) Viw)

wo Vi, die Menge derjenigen (', [w’]) bezeichnet, wo [w'] und [w] in der beschrie-
benen Beziehung zueinander stehen.

Nun war U eine offene Menge in X . Das bedeutet, daf die Menge V], im Sinne der
obigen Terminologie eine “Spezialmenge” fiir jeden ihrer Punkte ist. Nach Definition
der Topologie von X heift dies, dafl V[,,) eine Umgebung von jedem seiner Punkte
ist; V},) ist also offen in X . Es resultiert, dal ¢~*(U) auch als topologischer Raum
die disjunkte Vereinigung der V[, ist. Wir miissen also nur noch nachpriifen, dafl die

bijektive Abbildung V},; — U eine topologische Aquivalenz ist. Das ist aber auch klar:
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Die Topologie von U bestimmt sich durch die in U enthaltenen Spezialumgebun-
gen (U ist Umgebung von jedem seiner Punkte, und jeder Punkt in U hat eine
Umgebungsbasis von in U enthaltenen Spezialumgebungen), die Topologie von V/,,
bestimmt sich ebenfalls durch die in U enthaltenen Spezialumgebungen (diese Spezial-
umgebungen entsprechen ein—eindeutig den durch sie bestimmten Spezialmengen in
Viw] ). Unter der Bijektion Vj,; — U gehen diese Umgebungsbasen ineinander iiber,
die Bijektion ist also eine topologische Aquivalenz.

Schlieflich ist der Raum X auch einfach—zusammenhéngend. Das folgt aus den folgen-
den drei Dingen.

e Die Abbildung (X, eq) — m1 (X, xo) ist injektiv.
e Sei w geschlossener Weg. Wenn [w] # 0, dann gibt es eine Liftung von w zu
einem Weg in X mit Anfangspunkt eq , der nicht ein geschlossener Weg ist.

o Esist [w] € ¢.(m(X,e0)) genaudann, wenn w zu einem geschlossenen Weg liftet.

Das erste davon wissen wir schon (der von einer Uberlagerungsprojektion induzierte
Homomorphismus ist immer injektiv). Das zweite geht durch explizites Hinschreiben:
Dem Weg w : [0,1] — X mit w(0) = w(l) = zo wird der folgende Weg in X
zugeordnet,

t— (w(t), w),

wo w; den Weg von xp zu w(t) bezeichnet, der gegeben ist durch
s — we(s) = w(s-t).

Der angegebene Weg in X ist nicht geschlossen. Denn sein Endpunkt ist der Punkt
(w(1), wy ) . Obwohl w(1) = w(0), ist dieser Punkt nicht derselbe wie der Anfangs-
punkt (w(0), wy), da ja, nach Voraussetzung, der Weg w; = w nicht homotop ist
(relativ zu Anfangs- und Endpunkt) zum trivialen Weg wy .

Was die dritte Aussage angeht, so ist die eine Richtung offensichtlich (wenn v geschlos-
sene Liftung von w ist, so ist g«([v]) = [w] ) und die andere Richtung folgt aus dem
Homotopie-Liftungs—Satz. Sei ndmlich [w] = ¢.([v']) . Dies heiit, dal eine Homotopie
(relativ Anfangs- und Endpunkt) existiert von w zu g o’ . Die geliftete Homotopie
wird dann ebenfalls relativ zu Anfangs- und Endpunkt sein. Der geliftete Weg zu ¢ o’
nun ist v, welches ein geschlossener Weg ist. Es folgt, dafl der geliftete Weg von w
ebenfalls ein geschlossener Weg ist.

Alle Teile des Satzes sind nun bewiesen. O

Nun der allgemeine Fall:

SATZ (Existenz—Satz). Der Raum X sei zusammenhéidngend und semi-lokal einfach—
zusammenhédngend, xo € X . Sei H C m(X,z() eine Untergruppe. Es existiert eine
Uberlagerung p: E — X und ey € E , so daf8 die Bildgruppe p.(mi(E,ep)) die
vorgegebene Untergruppe H ist.
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BEWEIS. Es sei zundchst angemerkt, dal man den allgemeinen Fall des Satzes auf recht
einfache Weise aus dem schon behandelten speziellen Fall der universellen Uberlagerung
herleiten kann. Davon werden wir uns spéter iiberzeugen (man braucht allerdings fiir
die Herleitung noch anderes, was aber ohnehin gemacht werden soll).

Hier soll eine andere Methode beschrieben werden. Dazu wird die gegebene Konstruktion
der universellen Uberlagerung in geeigneter Weise modifiziert.

Wir gehen wieder so vor, dafl wir zunéichst annehmen, wir hétten schon die Uberlagerung
p: E — X . Wir iibersetzen die Daten davon in Dinge, die allein durch X ausgedriickt
werden koénnen, und zum Schluf iiberzeugen wir uns wieder, dafy die erhaltene Beschrei-
bung schon die Konstruktion liefert.

Es sei an die Bezeichnungen BE , BX |, E , X erinnert. BE ist die Menge der Wege
in FE , deren Anfangspunkt der Basispunkt ey ist, und E ist die Menge der Homo-
topieklassen (relativ Anfangs- und Endpunkt) von solchen Wegen. Ahnlich bezeichnen
BX und X die Menge der Wege in X mit Anfangspunkt x( , bzw. die Menge der
Homotopieklassen davon.

Wie im vorigen Beweis, so ist es auch hier richtig (aus denselben Griinden), daf die
Abbildungen BE — BX und E — X bijektiv sind.

Es ist aber nicht richtig, dal die Abbildung E—E bijektiv ist (dies wiirde nur gelten,
wenn FE einfach-zusammenhingend wére). Aus dem Grund brauchen wir eine weitere
Konstruktion; sie besteht darin, dafi wir auf BE eine noch grébere Aquivalenzrelation
einfiihren. Diese hat die folgende Beschreibung.

Ist v ein Wegin BE , so darf v auf zwei Weisen modifiziert werden:
— Homotopie (relativ Anfangs- und Endpunkt)

— Vorschalten eines geschlossenen Weges (Ersetzen von v durch den zusammenge-
setzten Weg Tv, wo U einen geschlossenen Weg mit Anfangs- und Endpunkt e
bezeichnet).

Die von v reprisentierte Aquivalenzklasse wird mit [[v]] bezeichnet. Die Menge der
Aquivalenzklassen soll E’ heiBen. E' kann alternativ aufgefalt werden als eine Menge
von Aquivalenzklassen in F ; eine Homotopieklasse [v] darf ndmlich ersetzt werden
durch das Produkt [v] [v], wo [0] die Homotopieklasse eines geschlossenen Weges zum
Basispunkt eq ist.

Ahnlich fithren wir auch eine grobere Aquivalenzrelation auf BX ein. Ist w ein Weg
in BX , so darf w auf zwei Weisen modifiziert werden:

— Homotopie (relativ Anfangs- und Endpunkt)

— Vorschalten spezieller geschlossener Wege; namlich w darf ersetzt werden durch
einen zusammengesetzten Weg wWw , wo W einen geschlossenen Weg (mit Anfangs- und
Endpunkt z( ) bezeichnet, der ein Element aus der Untergruppe H = p.(m(E,ep))
représentiert.

Die von w reprisentierte Aquivalenzklasse wird mit [[w]] bezeichnet. Die Menge der
Aquivalenzklassen soll X’ heifien. X’ kann alternativ aufgefait werden als eine Menge
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von Aquivalenzklassen in X ; némlich eine Homotopicklasse [w] darf ersetzt werden
durch das Produkt [w] [w], wo [w] aus der Untergruppe H = p.(mi(E,ep)) ist.

Die Aquivalenzrelation auf E ist vertraglich mit der Abbildung E—X ; denn wenn
[v] ersetzt wird durch [7] [v], so bedeutet das ja, dafi das Bild [p o v] zu ersetzen
ist durch das (dquivalente) Bild [po®] [powv]. Es gibt also eine induzierte Abbildung
E —X'. Umgekehrt ist das Liften von Wegen ebenfalls vertriglich mit der Aquivalenz-
relation; denn wenn w ein geschlossener Weg am Basispunkt xzq ist, so ist, wie wir
wissen (z.B. Schlul des vorigen Beweises) die Voraussetzung [w] € p.(m(F,e0)) ja
gleichbedeutend dazu, dafl die Liftung von w zum Anfangspunkt ey ebenfalls ein
geschlossener Weg ist. Es resultiert:

e Die Abbildung E' — X' ist bijektiv.

Wenn nun v und v Wege in E mit gemeinsamem Anfangspunkt ey und gemein-
samem Endpunkt y sind, so ist einerseits v’ homotop, relativ zu Anfangs- und End-
punkt, zu dem zusammengesetzten Weg v’ v~ v , andererseits unterscheidet sich dieser
von dem Weg w aber nur durch das Vorschalten des geschlossenen Weges v'v~! . Das
bedeutet, das die Wege-Daten in einem Element von E’ in Wirklichkeit gar keine
zuséatzliche Information beinhalten; mit anderen Worten:

e Die Abbildung E' — E ist bijektiv.

Die beiden Bijektionen ergeben eine Ubersetzung von E in etwas, ndmlich X’ , das
allein durch den Raum X und die Gruppe H (die spezifizierte Untergruppe in der
Fundamentalgruppe (X, z¢) ), beschrieben werden kann.

Auf X’ definieren wir nun eine topologische Struktur durch die folgende Vorschrift. Die
Vorschrift ist eine fast wortliche Wiederholung derjenigen, die im vorigen Beweis gegeben
wurde fiir die Beschreibung der Topologie des Raumes E ; der einzige Unterschied ist,
daB (wie die Doppelklammer “ [[w]] 7 andeutet) hier eine andere (grébere) Aquivalenz-
relation fiir Wege benutzt wird.

DEFINITION. Eine Umgebungsbasis am Punkt (x,[[w]]) ist gegeben durch die Spezial-
mengen

M (a, [[w]],U)

wo U die Spezialumgebungen von x durchliuft.

Es ist klar (oder?), dafl die topologische Struktur auf E’ ebenso gut auch hitte definiert
werden kénnen mit Hilfe der frither definierten Topologie von E' als die Quotienten-
raumtopologie beziiglich der Abbildung E — E’ .

SchlieBlich zeigen wir, daf die Abbildung ¢: E' — X , (z,[[w]]) — x , eine Uberlage-
rungsprojektion ist. Die Details dazu sind ganz #dhnlich zu denen im vorigen Beweis,
deshalb sollen sie hier nur angedeutet werden. Wir priifen wieder nach: wenn U eine
offene Spezialumgebung von z ist, dann ist U auch eine Elementarumgebung fiir die

104



Abbildung ¢ . Ahnlich wie im vorigen Beweis stellen wir hierzu fest, daB das Urbild
¢ Y(U) eine disjunkte Vereinigung ist,

—1 .
') = Uemneai@ Vi

wo V) die Menge derjenigen (2',[[w’]]) bezeichnet, wo 2’ € U, und wo [[w']]
und [[w]] in der Beziehung zueinander stehen, daB [[w]] und [[w’]] Reprisentanten
w und w’ haben, so dafl w’ die Zusammensetzung von w mit einem ganz in U
verlaufenden Weg ist. Wie im vorigen Beweis, so ist diese Vereinigung nun auch hier
eine disjunkte Vereinigung offener Mengen; und jede von diesen wird per topologischer
Aquivalenz auf U abgebildet. 0

Als Nebenprodukt der vorstehenden Resultate haben wir den folgenden Satz.

SATZ. Der Raum X sei zusammenhéidngend und semi-lokal einfach—zusammenhéngend.
Sei {p;: F; — X},er eine Familie von Uberlagerungen. Die disjunkte Vereinigung

Uie] Di : Uie] E;, — X

ist ebenfalls eine Uberlagerung.

BEWEIS. Dasist nicht eine Trivialitéit. Das Problem ist dies. Die Behauptung des Satzes
ist, daf} fiir jedes = € X eine Elementarumgebung U existiert, die fiir die disjunkte
Vereinigung der p; funktioniert; oder, was dasselbe bedeutet, dal eine solche Ele-
mentarumgebung U existiert, die fiir alle p; gleichzeitig funktioniert. Man muf} also
mehr oder weniger folgendes wissen: Zu dem Punkt x € X gibt es eine Umgebung,
die tatsichlich fiir jede Uberlagerung von X als Elementarumgebung verwendbar ist.

Die Klassifikation der Uberlagerungen ergibt das. Nach dem Klassifikations-Satz ist
jede zusammenhingende Uberlagerung von X isomorph zu einer solchen, wie sie im
vorstehenden Existenzsatz behandelt wurde. Im Beweis dort wurde gezeigt, dafl eine
offene Spezialumgebung immer auch als Elementarumgebung funktioniert; jedenfalls
fiir die dort behandelten Uberlagerungen, d.h., die zusammenhingenden. Es ist aber
klar (oder?), da8 das an dieser Stelle ausreicht. O

BEMERKUNG. Alternativ kann man den vorstehenden Satz auch iiber den allgemeinen
Liftungs-Satz erhalten: die Aussage “Zu dem Punkt z € X gibt es eine Umgebung,
die tatsichlich fiir jede Uberlagerung von X als Elementarumgebung verwendbar ist”
kann man nadmlich auch dadurch rechtfertigen, dafl man den allgemeinen Liftungs-Satz
anwendet auf die Inklusions-Abbildung U — X , wo U eine Spezialumgebung von x
in X bezeichnet.
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Uberlagerungen und G—Mengen

Das Studium der Uberlagerungen hat bisher folgendes Bild ergeben. Sei X ein “ver-
niinftiger” Raum und zy € X . Die Fundamentalgruppe m (X, zo) Kklassifiziert die
zusammenhingenden Uberlagerungen von X auf die folgende Weise: zu einer Uber-
lagerung p: E — X gehort, sobald ein Punkt eq € p~!(zg) ausgewihlt worden ist,
eine Untergruppe von w1 (X, zo) , ndmlich die Bildgruppe p.(m1(E,¢ep)) . Die Unter-
gruppe charakterisiert das Paar (E,ep) . Umgekehrt kommt auch jede Untergruppe her
von einer geeigneten Uberlagerung.

Das Ziel der nun folgenden Betrachtungen ist es, dieses Bild in einem wesentlichen Detail
zu modifizieren. Es soll ndmlich erreicht werden, dafl auf die Auswahl des Punktes eq
in p~1(xg) verzichtet werden kann. Diese Modifikation ist notwendig, um die Gruppe
der Automorphismen einer Uberlagerung (die sogenannte Decktransformationengruppe)
studieren zu konnen.

Das wesentliche Hilfsmittel wird das systematische Heranziehen einer einfachen Art von
algebraischer Struktur sein, die, wie sich herausstellt, auf der Menge p~!(x) vorhanden
ist. Die Menge p~!(zg) ist nimlich eine sogenannte G—Menge, wo G die Fundamen-
talgruppe m1(X,xg) bezeichnet. Es bedeutet dasselbe, zu sagen, daf§ die Gruppe G
auf der Menge p~!(zg) operiert. Bevor wir die Operation nither anschauen (sie kommt
her von der Wege-Liftung), sollen zunéchst die benotigten Begriffe und Resultate iiber
G —Mengen zusammengestellt werden.

DEFINITION. Sei G eine Gruppe. Eine (rechte) G—Operation auf einer Menge M ist
eine Abbildung
MxG — M, (m,g)— m-g,

(oder, was auf dasselbe hinauslduft, jedem Element ¢ ist eine Abbildung M — M |,
m +— m - g, zugeordnet); dabei sollen einige naheliegende Bedingungen erfiillt sein.
Némlich einmal soll das Einselement der Gruppe auch als die identische Abbildung
operieren,

m-1 = m,

und zweitens soll die Komposition der Abbildungen kompatibel sein mit der Komposi-

tion in der Gruppe,
/

m-(gg') = (m-g)-g".
DEFINITION. Die Menge M zusammen mit der Operation der Gruppe G wird als
eine (rechte) G—Menge bezeichnet.

BEMERKUNG. Es gibt auch linke G—Operationen und linke G-Mengen (wir werden
spéter eine treffen—der wesentliche Unterschied ist in dem gerade formulierten Assozi-
ativititsgesetz: die Reihenfolge ist da anders). Mit den G —Mengen verhélt es sich &hn-
lich wie mit dem Stralenverkehr. Obwohl es eigentlich irrelevant ist, ob man nun rechts
fahrt oder links, so braucht man doch eine Regelung.
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DEFINITION UND KONSTRUKTION. Sei H eine Untergruppe von G . Eine linke Neben-
klasse von H in G ist eine Untermenge in G von der Art

Hgy = {hgi|heH}

wo ¢ ein (festes) Element aus G ist. Ist g ebenfalls ein Element aus G , so kann
man die linke Nebenklasse Hg; von rechts mit dem Element g multiplizieren. Das
Resultat ist wieder eine linke Nebenklasse (im allgemeinen eine andere),

(Hg1)-g = {h(pg)|heH}.

Die Menge der linken Nebenklassen von H in G wird mit H\G bezeichnet. Durch
die beschriebene Operation wird H\G zu einer rechten G—Menge.

BEMERKUNG. Die Notation H\G deutet an, dafl diese Menge auch interpretiert werden
kann als eine Menge von Aquivalenzklassen, die man aus G durch eine Aquivalenz-
relation erhélt; ndmlich zwei Elemente von G werden als dquivalent angesehen, wenn
sie durch linke Multiplikation mit einem Element aus H auseinander hervorgehen.

DEFINITION. Sei M eine G-Menge, sei m € M . Die Standgruppe (oder Isotropie-
gruppe) von m ist die Untergruppe G,, derjenigen Elemente in G , die das Element
m festlassen,

Gm = {9€eG|m-g=m}.

BEISPIEL. In der G-Menge H\G hat das Element H1 als Standgruppe die Unter-
gruppe H . Auch die Standgruppe irgendeines anderen Elements Hg kann man sofort
angeben: die Standgruppe Gp, ist die (zu H ) konjugierte Untergruppe

Gg, = ¢ 'Hg (D:ef) {97'hg eG | heH}.

DEFINITION. Eine G-Menge N heifit transitiv, wenn je zwei Elemente aus N durch
die G—Operation ineinander iibergefithrt werden kénnen; d.h., wenn zu vorgegebenen
n1 und ny in N immer ein g in G existiert mit ny -g = no .

BEeISPIEL. Sei H Untergruppe von G . Die G-Menge H\G ist transitiv.

SATZ UND DEFINITION. Sei M eine G—-Menge. M zerfillt in eindeutiger Weise in eine
(disjunkte) Vereinigung transitiver G —Mengen, der sogenannten Bahnen (oder Orbiten).

BEWEIS. Wir betrachten die Relation auf M |,
mp ~myg <= dgeG, mi-g = mso.

Es ist klar (oder?), daB dies eine Aquivalenzrelation auf M ist. Die Aquivalenzklassen
zu der Relation ergeben die behauptete Zerlegung. O
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Sind M und N zwei G-Mengen, so soll eine G—-Abbildung zwischen diesen beiden
(oder auch eine Abbildung von G—Mengen) eine Abbildung bezeichnen, die mit den
jeweiligen Operationen vertraglich ist; also eine Abbildung ¢ : M — N , so daf, fiir
alle g € G,

p(m-g) = @(m)-g .

Wenn die M;, ¢« € I, die Bahnen in M bezeichnen, so induziert ¢ , per Ein-
schrinkung, G—Abbildungen ¢; : M; — N . Umgekehrt werden solche G —Abbildun-
gen ¢, : M; — N sich auch zusammensetzen zu einer G-Abbildung ¢’ : M — N
(die nachzupriifende Bedingung ¢(m -g) = @(m) - g bereitet keine Probleme, weil
eben m-¢g und m immer in ein- und derselben Bahn liegen). Schliefllich gilt auch
noch: wenn M’ eine transitive G-Menge in M ist (also eine Bahn), dann ist das
Bild ¢(M’) schon ganz enthalten in einer transitiven G-Menge in N . Wegen dieser
Dinge wird es geniigen, dafl wir in erster Linie die Abbildungen transitiver G —-Mengen
betrachten.

SATZ. Sei M eine transitive G—Menge. Sei m € M , mit Standgruppe G, . Es gibt
eine G —Abbildung
©M,m - Gm\G — M,

welche die linke Nebenklasse G, 1 auf das Element m abbildet. Die Abbildung ist
eindeutig bestimmt. Die Abbildung ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung ¢arm : G \G — M ist definiert als ©prm(Gmg) 1= m-g.
Die Definition ist unabhingig von der Auswahl des Repriasentanten ¢ € G,, g . Denn
ist ¢’ ein anderer Reprisentant, so ist ¢’ = hg, wo h € G,, , deshalb

m-g' = m-(hg) = (m-h)-g = m-g.

Die Abbildung ¢ar., ist eine G—Abbildung, denn es ist

/

oMmm((Gm9)-9") = omm(Gmagg') = m-gg = (m-9)-9 = omum(Gmyg) -9 .

Die Abbildung ist surjektiv, da M transitive G—-Menge ist. Die Abbildung ist injektiv,
denn wenn G,, g1 und G,, g2 dasselbe Bild haben, so haben auch G,, g1 gl_1 und
Gm g2 gl_1 dasselbe Bild; das bedeutet, dafl

771'9291_1 = SOM,m(Gmg2glil) = SOM,m(Gmglglil) = m,

also ist gog1~' € G,, und daher G,, g1 = G, g2 . Als G-Abbildung ist die Ab-
bildung eindeutig bestimmt wegen

oMm(Gmg) = Pum((Gnl)-g) = oum(Gnl) -g.

Schliefflich ist die Abbildung ein Isomorphismus. Denn da ¢ps,, eine bijektive Ab-
bildung ist, gibt es zumindest eine Umkehrabbildung auf dem Mengen—Niveau (ohne
Beriicksichtigung der Bedingung, die eine G—Abbildung nach Definition zu erfiillen
hat). Es ist aber klar (oder?), daf} diese Bedingung automatisch erfiillt sein wird. O
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SATZ. Seien M und N transitive G—-Mengen. Seien m € M und n € N , mit Stand-
gruppen G,, und G, . Es existiert eine G—-Abbildung ¢ : M — N mit m — n
genau dann, wenn die Standgruppe G,, enthalten ist in der Standgruppe G, . Die
Abbildung ist eindeutig bestimmt (wenn sie existiert), und sie ist surjektiv.

BEwEIS. Wenn ¢ : M — N existiert, so ist G, C G, . Denn wenn g € G,, , dann
ist

n-g = @m)-g = p(m-g) = ¢(m) = n,

also auch ¢ € GG,, . Umgekehrt sei jetzt angenommen, daf§ G,, C G,, . Man kann jeder
linken Nebenklasse von G,, diejenige linke Nebenklasse von G, zuordnen, worin sie
enthalten ist. Dies definiert eine Abbildung ¢ : G,,\G — G,\G , und zwar eine G-
Abbildung. Mit Hilfe der Isomorphismen aus dem vorigen Satz wird die gewiinschte
Abbildung ¢ definiert als die zusammengesetzte Abbildung

—1

M 2L G\G —L s GG Y N

Die Abbildung ist eindeutig bestimmt durch ihren Wert auf m € M |, da M transitive
G —Menge ist. Die Abbildung ist surjektiv, da N transitive G-Menge ist (und da die
Abbildung nicht-leeres Bild in NN hat). O

KOROLLAR. Sei M eine transitive G —Menge. Seien m und n FElemente aus M . Es
gibt einen Isomorphismus M — M mit m +— n genau dann, wenn m und n dieselbe
Standgruppe haben. Der Isomorphismus ist eindeutig bestimmt (wenn er existiert).

BEwEIS. Wenn der Isomorphismus existiert, so liefert der Satz (angewandt auf den
Isomorphismus, sowie auf seine Umkehrung), da G,, € G,, und G, C G,, ; also
G, = G, . Wenn diese Gleichheit umgekehrt nun angenommen wird, so liefert der Satz
G—-Abbildungen ¢ : M — M und ¢ : M — M mit p(m) = n und ¥(n) = m.
Die zusammengesetzte Abbildung o ¢ |

MMM,

ist dann eine G—Abbildung von M auf sich, die m auf m abbildet. Nach der Ein-
deutigkeitsklausel des Satzes folgt, dafi 1 o gleich der identischen Abbildung auf M
ist. Ahnlich folgt, daB auch ¢ o1 gleich der identischen Abbildung ist. Also sind ¢
und 1 zueinander inverse Isomorphismen von M auf sich. U

Es bezeichne Ag(M) die Menge der G—Automorphismen von M (Isomorphismen
von M auf sich, die G—Abbildungen sind). Unter der Komposition von Abbildungen
ist dies eine Gruppe. Es stellt sich heraus, dafl diese Gruppe vollstandig beschrieben
werden kann. Das notieren wir in den folgenden Sétzen. In einem (besonders wichtigen)
speziellen Fall ist die Antwort besonders einfach:

Bezeichne G die Menge der linken Nebenklassen der trivialen Untergruppe in G . Mit
anderen Worten, es handelt sich bei G um die unterliegende Menge von G , aufgefafit
als rechte G—-Menge.
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SATz. Die Gruppe Ag(G) ist isomorph zu G selbst. Ein Isomorphismus ist gegeben
durch die Abbildung

G — Ac(G), g r—ay,

wo oy : G — G derjenige Isomorphismus ist (er ist eindeutig bestimmt), der das
Element 1 € G abbildet auf das Element g € G .

BEWEIS. Nach dem vorstehenden Korollar ist die Abbildung g — o, eine Bijektion
zwischen den Elementen von G einerseits und den Elementen von Ag(G) anderer-
seits. Es ist noch nachzupriifen, dafl die Abbildung mit Komposition vertriglich ist,

daf also gilt
Qgrgz = Qg OQgy -

Die Rechnung

(agloagz)(l) = 0591(0592(1)) = a91(92) = ag1(1) 92 = g1-92 = 4192

zeigt, daB diese beiden Isomorphismen auf 1 € G denselben Wert annehmen. Es folgt,
daf3 sie gleich sind. 0

Was transitive G—Mengen angeht, so ist es keine wesentliche Einschrankung der Allge-
meinheit, sich auf solche der Art H\G zu beschrénken.

Es bezeichne N(H) die Menge derjenigen Elemente g € G, welche die Eigenschaft
haben, dafl die zu H konjugierte Untergruppe

—1 —1
Hg = hg €cG | heH
g Hg = {9 hg | }

in Wirklichkeit dasselbe ist wie die Gruppe H selbst. Es ist klar (oder?), daf die
Menge N(H) selbst eine Gruppe ist, der sogenannte Normalisator von H in G . Die
Gruppe H ist als Untergruppe in N(H) enthalten, und zwar als normale Untergruppe
(alias Normalteiler); es existiert also die Quotientengruppe N(H)/H .

SATZ. Die Gruppe Ag(H\G) ist isomorph zu N(H)/H . Ein Isomorphismus ist in-
duziert durch die Abbildung

N<H) - *AG(H\G) ’ g /= Qg4 ,

wo oy : H\G — H\G derjenige Isomorphismus ist (er ist eindeutig bestimmt), der
das Element H1 von H\G auf das Element Hg abbildet.

BEWEIS. Da ¢ !Hg die Standgruppe von Hg ist, ist die Bedingung “g € N(H)”
gleichbedeutend damit, dafl H1 und Hg dieselbe Standgruppe haben; dafl also ein G-
Isomorphismus von H\G auf sich existiert mit H1+— Hg . Dies ist, nach Definition,
oy . Esist klar (oder?), da8 a, nur von der Restklasse von ¢ in N(H)/H abhéngt.
Dafl die Abbildung N(H)/H — Ag(H\G) mit der Komposition vertriglich ist, wird
durch die im vorigen Beweis gegebene Rechnung gezeigt. 0
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Wir kommen jetzt zu der Ubersetzung von Uberlagerungen einerseits in G —Mengen
andererseits. Die Ubersetzung beruht auf der Wege—Liftung, die wir hier in der folgenden
Form zitieren.

SATZ. Sei p : E — X eine Uberlagerung. Sei w : [0,1] — X ein Weg mit An-
fangspunkt xy und Endpunkt xz; . Es gilt:

e w induziert eine Abbildung w, : p~'(zo) — p~1(x1) ; diese Abbildung héingt nur
von der Homotopieklasse (relativ zu Anfangs- und Endpunkt) von w ab.

e Die Zuordnung w +—— w, Iist vertriglich mit der Komposition von Wegen; d.h.
ist w’ ein Weg von x7 zu o, so ist die zusammengesetzte Abbildung “ zuerst w, ,
dann w! 7 dasselbe wie die Abbildung (ww’), , die von dem zusammengesetzten Weg
ww’ induziert ist.

e Die Abbildung w, ist eine Bijektion, und die zu w, inverse Abbildung ist induziert
von dem zu w inversen Weg w .

BEWwWEIS. Die Abbildung w, ist auf die folgende Weise definiert. Nach dem Wege—
Liftungs—Satz existiert zu einem Punkt y € p~!(z) ein (eindeutig bestimmter) ge-
lifteter Weg w mit Anfangspunkt w(0) = y; der Endpunkt w(1) dieses Weges ist,
nach Definition, der Punkt w,(y) . Der Homotopie—Liftungs—Satz sagt, dafl eine Homo-
topie (relativ zu Anfangs- und Endpunkt) von Wegen in X liftet zu einer ebensolchen
Homotopie in F ; insbesondere wird die Liftung des deformierten Weges denselben
Endpunkt haben wie w auch.

Die Vertraglichkeit mit der Komposition von Wegen liegt schlicht daran, dafl man einen
zusammengesetzten Weg in seinen Einzelteilen liften kann: zuerst wird der erste Teilweg
zum vorgegebenen Anfangspunkt geliftet; danach dann der zweite Teilweg zu dem neuen
Anfangspunkt (dem Endpunkt der Liftung des ersten Teilweges).

Der Weg ww ist null-homotop (= homotop, relativ Basispunkt, zum trivialen Weg).
Nach den obigen Dingen gilt deshalb

Weow, = (WW), = Idy-1(4, -

Ahnlich ist auch w, ow, = Idp—l(ml) . O

BEMERKUNG. Der Satz sagt insbesondere, dafl bei weg—zusammenhingendem X die
Blitterzahl von p : E — X iiber allen Punkten von X dieselbe ist. Man ist somit
berechtigt, von der Blétterzahl der Uberlagerung zu reden. U

Fiir den néchsten Satz wird die folgende Begriffsbildung benétigt. Seien py @ Eqy — X
und ps : Fy — X Uberlagerungen. Eine Abbildung von Uberlagerungen

(pr: B1—X) ——— (p2: B2 — X)

ist, nach Definition, eine Abbildung f: EF; — E5, wo f eine Abbildung iiber X ist;
d.h. wo paof = p;.
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SATZ. Sel X ein wegzusammenhidngender Raum, xo € X . Bezeichne G die Funda-
mentalgruppe, G := m(X,xg) . Sei p: E — X eine Uberlagerung.

e Das Urbild p~'(xg) hat die Struktur einer rechten G —Menge.

o Die Weg-Zusammenhangskomponenten von E entsprechen den Bahnen dieser G —
Menge; die Standgruppe von y € p~'(xzg) ist gleich der Bildgruppe p.(7i(E,y)) .

e Eine Abbildung von Uberlagerungen (p;: E; — X ) — (p2: Eo — X ) induziert
eine Abbildung von G ~Mengen p; *(zo) — py *(z0) .

BEweEis. Fiir den Spezialfall geschlossener Wege w mit Anfangs- und Endpunkt xg
sagt der vorige Satz, da w eine Abbildung w, von p~!(zg) auf sich induziert, die
nur von der Klasse [w] € m1(X,z) abhéngt. Dies definiert eine G—-Operation, da, wie
der Satz auch sagt, die von einer solchen Operation verlangten formalen Eigenschaften
erfiillt sind.

Seien yi, y2 € p (wg) . Wenn y; und o durch die Operation auseinander her-
vorgehen, so heifit dies insbesondere, dafl sie durch einen Weg verbindbar sind. Wenn
umgekehrt v ein Weg von y; zu yo ist, so folgt (wieder aus der Definition der
Operation), dafl yo aus y; hervorgeht durch die Operation des von dem geschlosse-
nen Weg p o v reprisentierten Gruppenelements. Die weitere Behauptung, dafl die
Standgruppe von y € p~!(zg) dasselbe ist wie die Bildgruppe p.(m1(FE,y)) , ist eine
Umformulierung der uns schon bekannten Tatsache, dafl ein geschlossener Weg an x
genau dann zu einem geschlossenen Weg mit Anfangspunkt y liftet, wenn das von ihm
reprisentierte Element in der genannten Bildgruppe liegt.

Sei f: Fy — Es eine Abbildung iiber X . Sei w ein geschlossener Weg in X (am
Basispunkt). Sei y € p; !(20) . Eine Liftung @ von w zum Anfangspunkt y ergibt,
nach Definition, als ihren Endpunkt das Ergebnis der Operation von w, auf y . Dies
w nun war eine Liftung nach F; ; esist dann fow eine Liftung von w nach FEs , zum
Anfangspunkt f(y) . Nach Definition der Operation von w, auf f(y) ist das Ergebnis
(dieser Operation) gegeben durch den Endpunkt der Liftung f o w . Andererseits ist
besagter Endpunkt aber auch das Bild von w.(y) unter der Abbildung f . O

Wir betrachten speziell jetzt “verniinftige” R#éume. Es sei daran erinnert, dafl ein
semi-lokal einfach—zusammenhédngender Raum insbesondere auch lokal wegzusammen-
héngend ist. Ist er zusammenhéngend, so ist er folglich auch weg—zusammenhéngend.

SATZ. X sei ein zusammenhédngender und semi-lokal einfach-zusammenhédngender
Raum. Sei 9 € X und G = 7m1(X,xz0) . Seien p; : By — X und py : Ey — X
zwei Uberlagerungen. Die Zuordnung

((pr: B1—X) S (p2: B2 — X)) ~— (i (z0) Slpi o), py (w0 )

gibt eine 1:1 Beziehung zwischen
e Abbildungen von Uberlagerungen (von py: By — X zu py: Fy — X ),
e Abbildungen von G ~Mengen (von p; *(zo) zu p, *(z0))
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BEwEIS. Das wird eine Konsequenz aus dem allgemeinen Liftungs—Satz sein. Wir
miissen uns nur klar machen, daf§ wir uns auf ein Argument mit zusammenhédngenden
R&umen zuriickziehen koénnen.

Da F; lokal weg—zusammenhingend ist (weil ja X diese Eigenschaft, nach Vor-
aussetzung, hat), ist F; die disjunkte Vereinigung seiner (Weg—)Zusammenhangs-
komponenten. Sei E eine Zusammenhangskomponente von FE; . Der Durchschnitt
E N p~t(xg) ist nicht leer. Denn ist e irgendein Punkt in F, so kann man den
Bildpunkt p(e) durch einen Weg mit dem Basispunkt zy verbinden. Eine Liftung
dieses Weges zum Anfangspunkt e produziert als ihren Endpunkt dann einen Punkt
in ENp1(xg) .

Es ist nun klar, dafl die Abbildung f : Ey — FEs, als Abbildung iiber X , durch
ihren Effekt auf p~!(zg) schon festgelegt ist. Denn sei E eine Zusammenhangskom-
ponente von Ej , sei y € ENp~1(xy) (wir haben uns soeben von der Existenz eines
solchen y iiberzeugt), dann sagt die Eindeutigkeitsklausel im Liftungs—Satz, dafl die
eingeschriinkte Abbildung f|E schon durch ihren Effekt auf dem Punkt y bestimmt
ist.

Auch fiir die Frage der Existenz von f zu vorgegebenem Verhalten auf p~!(zy) wird
es geniigen, eine einzelne Zusammenhangskomponente zu betrachten (denn um eine Ab-
bildung auf einer disjunkten Vereinigung zu definieren, darf man die Abbildungen auf
den einzelnen Komponenten beliebig vorgeben). Sei also E eine Zusammenhangskom-
ponente von Ej , sei y € (p1|E) " (zo) . Nunist f auf p~!(xo) nicht schlicht als Ab-
bildung vorgegeben, sondern vielmehr als Abbildung von G —Mengen. Das impliziert,
wie wir wissen, eine Relation zwischen Standgruppen; es impliziert namlich, dafi die
Standgruppe am Punkt y enthalten ist in der Standgruppe am Punkt f(y). Wir
konnen andererseits, wie wir wissen, die Standgruppen iiber die Fundamentalgruppe
ausdriicken: die Standgruppe an y ist die Bildgruppe (p1|E)«(m1(E,y)) , die Stand-
gruppe an f(y) ist die Bildgruppe (p2)«(71(E2, f(y))) . Unsere Voraussetzung ergibt
somit die Relation

(P1lE)«(mi(E,y))  C (p2)e(mi(E2, f(y))) -

Das ist aber gerade die Voraussetzung, die der Liftungs—Satz akzeptiert, um zu ga-
rantieren, dafl eine Abbildung E — FE, (iiber X ) existiert, mit y — f(y). Diese
Abbildung nun kénnen wir nehmen. Denn ihre Einschrinkung auf (pi|E)~!(z¢) hat
das vorgegebene Verhalten. Das liegt daran, dafl die konstruierte Abbildung E — FE5
als Abbildung von Uberlagerungen ja ihrerseits auch eine Abbildung von G -Mengen
(p1|E)" (xz0) — (p2) (wo) induziert. Wir haben also nun zwei Abbildungen von G-
Mengen, die auf einer transitiven G ~Menge definiert sind und die an einem Punkt
iibereinstimmen; solche zwei Abbildungen sind aber gleich. 0

ZUSATZ ZUM SATZ. Die Abbildung von Uberlagerungen f : E, — FE, (iiber X )
ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die zugeordnete Abbildung von G —Mengen

p; (o) — py '(x0) ein Isomorphismus ist.
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BEwEIS. Die eine Richtung ist klar: die Zuordnung f +— f|p; *(zo) ist funktoriell
in dem Sinne, daf} sie mit Komposition von Abbildungen vertriglich ist und daf sie
Identitédten respektiert; sie respektiert deshalb auch Isomorphismen.

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, daff f eine Abbildung ist, so dafl die zugeordnete
Abbildung ¢g von G—Mengen ein Isomorphismus ist. Die Behauptung ist, daf in dieser
Situation die Abbildung f selbst auch schon ein Isomorphismus ist. Nun hat der Iso-
morphismus ¢ eine inverse Abbildung ¢’ . Die Abbildung ¢’ ist nach dem vorigen
Satz ebenfalls von einer Abbildung von Uberlagerungen existiert, diese heifie f’ . Wir
zeigen jetzt, dafl die Abbildung f’ tatsiichlich invers zur Abbildung f ist.

Die zusammengesetzte Abbildung f’of induziert die Abbildung von G—-Mengen g¢'og ,
die eine identische Abbildung ist (nach Voraussetzung). Das bedeutet, im Klartext,
daB f’of eine Abbildung von Uberlagerungen ist, die das Urbild des Basispunktes o €
X festldBt. Eine solche Abbildung ist aber notwendigerweise eine identische Abbildung
(nach der Eindeutigkeitsklausel des allgemeinen Liftungs—Satzes, angewandt auf die
Zusammenhangskomponenten). — Auf dhnliche Weise folgt, dafl auch die zusammen-
gesetzte Abbildung f o f’ eine identische Abbildung ist. O

Als die Decktransformationengruppe einer Uberlagerung p: E — X bezeichnet man
die Gruppe der Isomorphismen E — FE (iiber X ).

SATZ. Der Raum X sei zusammenhéidngend und semi-lokal einfach—zusammenhéngend.
Sei g € X ein Basispunkt. Sei p : X — X eine universelle Uberlagerung. Die
Decktransformationengruppe der universellen Uberlagerung p : X — X st isomorph
zur Fundamentalgruppe m1(X, xg) .

BEWEIS. Nach den vorigen beiden Sétzen ist diese Decktransformationengruppe iso-
morph zur G —Automorphismengruppe der G-Menge p~!(zg) (wo G = 71 (X, z0)).
Bei dieser G—Menge handelt es sich um die freie transitive G -Menge; wo “frei” be-
deutet, dafl die Standgruppe jedes Punktes die triviale Gruppe ist — dafl dies so ist,
folgt aus der Identifikation der Standgruppe von y € p~!(zg) mit der Bildgruppe
i (T ()? ,y)) . Von dieser speziellen Automorphismengruppe haben wir aber oben aus-
gerechnet, dafl sie zu G selbst isomorph ist. O

BEMERKUNG. Der Isomorphismus im vorangegangenen Satz ist nicht kanonisch; er ist
nur kanonisch bis auf innere Automorphismen. Wir haben zwar oben einen Isomorphis-
mus explizit angegeben; die Angabe dieses Isomorphismus benutzte aber zusétzliche
Information (nédmlich die Auswahl eines ausgezeichneten Punktes in der G-Menge).

Wir haben oben andererseits aber auch ein ganz bestimmtes Modell fiir die universelle
Uberlagerung kennengelernt (s. S. 98-99). Namlich, wenn X ein “verniinftiger” Raum
ist, dann ist ein Modell fiir die universelle Uberlagerung X wie folgt beschreibbar: ein
Punkt in X ist repréisentiert von einem Paar (x,v) , wo z ein Punkt aus X ist und v
ein Weg, der den Basispunkt xg mit dem Punkt = verbindet ( zg ist der Anfangspunkt
von v, und z ist der Endpunkt). Die Punkte in X sind dann die Aquivalenzklassen
beziiglich der Relation, wo (x,v) und (z,v’) als dquivalent angesehen werden, wenn
v homotop ist, relativ zu Anfangs- und Endpunkt, zu o' . Kurz gesagt, ein Punkt

114



in X besteht aus einem Punkt z in X zusammen mit einer Homotopieklasse von
Wegen vom Basispunkt zu x . Die Abbildung X — X fiir dieses Modell ist schlicht die
“vergeBliche” Abbildung, die den Weg v vergifit. Ferner gibt es in diesem Modell einen
ganz kanonischen Punkt {iber dem Basispunkt xy , némlich den Punkt in X , der
gegeben ist durch das Paar (zo,z¢) (das zweite “ 2o ” hier bezeichnet einen trivialen
Weg). Und schlieflich gibt es in diesem Modell auch eine ganz explizite Beschreibung
der Operation der Fundamentalgruppe m(X,zo) auf der universellen Uberlagerung
X . Namlich, wenn [w] € 71(X,20) , dann ist das Resultat der Operation von [w]
auf dem Punkt (x,v) gegeben durch den Punkt [w].(z,v):= (x,wv) (wo wv den
zusammengesetzten Weg “ erst w , dann v 7 bezeichnet; dieser zusammengesetzte
Weg existiert, da der Endpunkt von w , ndmlich der Basispunkt =, ja auch der
Anfangspunkt von v ist).

Auch die Beziehung zu den rechten G-Mengen ist ganz explizit angebbar. Namlich in
X haben wir die Menge p~1(zg) , die eine rechte G-Menge ist. Konkret besteht diese
Menge aus denjenigen Punkten (zg,w) in X , bei denen w ein geschlossener Weg
ist (also nicht nur der Anfangspunkt, sondern auch der Endpunkt von w ist gleich
dem Basispunkt zy ). Durch Ignorieren von “xy” kann man diese Menge mit der
unterliegenden Menge der Gruppe G identifizieren; wie frither wollen wir diese mit G
bezeichnen. Wenn nun g € G und wenn g3, die zugehorige Decktransformation be-
zeichnet, so ist die Einschrinkung von (3, auf p~!(zg) ein [somorphismus von rechten
G -Mengen. Es ist klar (oder?), daf unter der Identifikation von p~!(zo) mit G dieser
Isomorphismus dann demjenigen Isomorphismus von G auf sich entspricht, der friiher
mit «, bezeichnet worden ist (S. 110). O

BEMERKUNG. Eine Uberlagerung p : E — X wird als regulir bezeichnet, wenn sie
“maximale Symmetrie” besitzt; d.h. wenn zu je zwei Punkten iiber xy € X eine Deck-
transformation existiert, welche diese beiden Punkte aufeinander abbildet. Bezeichne
wie vorher G = m(X,xz¢) ; sel y € E ein Punkt iiber zop und H = p.(m(E,y)) .
Die Regularitit der Uberlagerung bedeutet, nach der durch die obigen Sétze gegebenen
Ubersetzung, da8 je zwei Punkte der G-Menge p~!(zg) dieselbe Standgruppe haben.
Es kommen aber sémtliche Konjugierten von H tatsédchlich als Standgruppen vor. Die
Regularitéit bedeutet also, daf3 die Konjugierten von H alle zueinander gleich sind;
das heifit, dal H eine normale Untergruppe in G ist (oder dafl der Normalisator
von H die ganze Gruppe G ist). Als Variante des vorangehenden Satzes bekommt
man, daB die Decktransformationengruppe der reguliren Uberlagerung p : E — X
isomorph ist zur Quotientengruppe G/H .

BEMERKUNG. Unter Verwendung der Decktransformationengruppe kann man die an-
deren Uberlagerungen eines (verniinftigen) Raumes X direkt aus der universellen
Uberlagerung p : X — X konstruieren. Sei 7o € X und sei ein Punkt 7o € p~1(z0)
gewahlt, so dafl man also in der beschriebenen Weise die Decktransformationengruppe
mit der Fundamentalgruppe G = m1(X, xg) identifizieren kann. Sei H C G eine Unter-
gruppe. Dann operiert auch H auf X , und man kann somit einen Raum F definieren
als den Quotienten beziiglich dieser Aktion (zwei Punkte aus X werden identifiziert,
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wenn sie durch die Operation eines Elements h € H auseinander hervorgehen; der
entstehende Raum wird mit der Quotiententopologie versehen).

Es ist nun klar, daf} die resultierenden Abbildungen X — E und q: E— X Uber-
lagerungsprojektionen sind; denn sei U C X eine Spezialumgebung in dem friither
definierten Sinn (S. 96), die auch noch offen sei (S. 101). Das Urbild p~!(U) ist dann
eine disjunkte Vereinigung von Mengen U;, ¢ € I, deren jede zu U topologisch
dquivalent ist (vermoge der Abbildung p ). Die Indexmenge I ist isomorph zu der
unterliegenden Menge von G (allerdings nicht in kanonischer Weise; um einen be-
stimmten solchen Isomorphismus auszuwéhlen, miiite man z.B. einen Weg von zy zu
U zu wéhlen). Die Gruppe H operiert auf der Vereinigung der U; indem sie die U;
schlicht permutiert. Der Quotientenraum nach der Operation von H ist wieder eine
disjunkte Vereinigung von Kopien von U ; die Indexmenge ist gegeben durch die Menge
der Aquivalenzklassen in I beziiglich der Operation von H .

Um schlieflich zu sagen, um welche Uberlagerung es sich bei ¢ : E — X denn
nun handelt, geniigt die folgende Bemerkung: Das Urbild p~!(zq) ist in bestimmter
Weise mit der unterliegenden Menge von G identifiziert (wegen der Wahl des Punktes
2o € p~Y(zg) ). Beziiglich dieser Identifizierung operiert ein Element h € H auf G
durch die linke Multiplikation mit h (vgl. die explizite Beschreibung auf S. 110). Es
folgt, daBB p~1(xo) die G-Menge H\G ist. Oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn
eo € E das Bild von Zj bezeichnet, so ist die Bildgruppe ¢.(m(FE,ep)) gerade die
Gruppe H selbst. O

Wie wir zum SchluB noch anmerken wollen, so hat die Theorie der Uberlagerungen auch
einen “numerischen” Aspekt. Sie taugt nédmlich dazu, Fundamentalgruppen in einigen
Féllen wirklich auszurechnen. Das liegt daran, dafl es bei einer Decktransformationen-
gruppe durchaus offensichtlich(!) sein kann, um welche Gruppe es sich denn nun handelt.

BEISPIEL. Die 1-Sphire S! hat als Uberlagerung die Gerade R . Da R einfach-
zusammenhingend ist, handelt es sich hier um die universelle Uberlagerung. Die Deck-
transformationengruppe ist Z , die Gruppe der ganzen Zahlen (mit der Addition als
Verkniipfung). Uber den Isomorphismus von “Decktransformationengruppe der uni-
versellen Uberlagerung” einerseits und “Fundamentalgruppe” andererseits erhalten wir
somit einen anderen Beweis fiir die uns schon bekannte Tatsache, dal (S, s0) ~ Z .

BEISPIEL. Die projektive Ebene RP? hat als Uberlagerung die 2-Sphire S? . Da S?
einfach-zusammenhiingend ist, handelt es sich hier um die universelle Uberlagerung.
Die Decktransformationengruppe ist die (zyklische) Gruppe der Ordnung 2 (das nicht—
triviale Element ist die Antipoden-Abbildung). Die Fundamentalgruppe von RP? ist
also die Gruppe der Ordnung 2 .
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