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О СУЩЕСТВОВАНИИ ФУНКЦИИ ГРИНА НА МНОГООБРАЗИИ 

А. А. Г Р и г о р ь я н 

Пусть М - гладкое, связное, некомпактное риманово многообразие (с краем или 

без) размерности n ::;,.. 2. Функция G Е С2(М""- {О}) называется фушщией Грина с полlO_ 
о d 

сом в точке О Е М, если -ДС = б(О),-G(х)lдМ О, lim С(х) = О, где Д - оператор 
dv 

Лапласа - Бельтрами, v - нормаль. 

Известно, что существование функции Грина для одного полюса равносильно ее 

существованию для каждого полюса. Многообразие называетс;r G-вырожденным, если оно 

не обладает фующпей Грина. Есш! многообразие М G-невырождено, то среди всех функ

ций Грина с фикспрованным полюсом существует минимальная фующия Грина (см. [1]). 
В настоящеfr статье формулируется Rритернй G-вырожденности в терминах емко

стей (теоре)ш 1), достаточное условие G-невырожденности в терминах выполнения неЕО
торого изопериметричеС:hОГО неравенства н неЕоторые оцеНЕН минимальной фУНRЦИИ 

Грина (теорема 2). 
Понятие емкости на ~!Ногообразии введем по аналогии с [2]. Пусть А и В - КОМ

пактные подмножества .11, А с: В. Емкостью ыножества А относительно В называется 

число 

сар (А, B)=inf J' I V'epI2dV, 
qJ l\I 

где пижняя грань берется по всем липшицевым функциям ер таким, что ер 'А ::;,.. 1, 
ер 'м,,-в -< О; dV - элемент объема на М. 

Если {Вт} - возрастающая последовательность компактов, исчерпывающих 111 
то последовательиость еМRостей сар(А, Вт) убывает и сходится R пределу, который назы
вается емкостью множес гва А и обозначается сар А. 

Т е о р е м а 1. Многообразuе Л1 G-вырождено тогда u mo.abl>O тогда, "огда eMl>aCmb 

.любого I>OJmal>ma равна ну.лlО. 

Введем еще два понятия. Футшцию р(х) Е СОО(М) назовем радиальной, если 'У' р I -< 
--< 1 и при любом t > О множество 

(1) E t = {х Е М 1 р(х) -< t} 
является непустым RомпаRТОМ . Радиальная функция заменит нам фУНRЦИЮ расстояния, 

Rотоrая на произвольном многообразии не является глаДRОЙ. Ниже будем предпола

гать, что многообразие М обладает хотя бы одной радиальной функцией (на полном мно

гообразии радпальную фУНRЦИЮ можно получить , аППРОRСИМИРУЯ фУНRЦИЮ расстояния 

до некоторой точки). Через V t будем обозначать n-мерный объем :множества Е/, а через 
St - (n - 1 )-мернып объем границы BEt = {х Е М 1 р(х) = t}. 

Скаже)I, что многообразие М. удовлетворяет изопериметрическому неравенству 

с функцией f, еслп для всякого компакта К с Г1IaДКОЙ границей дК = К n (М,"" К) 

(n - 1)-мерпый объем границы не меньше, че:м f(v), где v - n-мерный объем компаRта К. 

Л е м м а 1. Сnраведлuва следующая оцоmа: 
00 

сар Et ~ О ~:) -1 (t> О). 
t 

С Л е Д с т в и е (Ченг - Ну [3]). Еслu па полном многообра8UU 111 объе.м геодезu

чеСI>OZО шара радиуса r (с фU l>сuрованным центра.}t) растет не быстрее че.lt г2 , то Jtltагооб

ра8ие М G-вырождено. 

Действительно, легко доназать, что при таЕОМ росте объема 

00 

\ ;г =00. 
• т 

По лемме 1 получим сар E t = О, а далее воспользуемся теоремой 1. 

11 О"СПfХИ матем. наук, т. 38, вып. 1 



162 В МОСНОВСНОМ МАТЕМАТИЧЕСIЮМ ОБЩЕСТВЕ 

л е м м а 2. Если многообразие А1 удое.мтворяет и80пеРllметрuческо.м,у нераеen
стеу с фуuкцuей f, то 

сар Et ? (.\ t 1:)2 ) -1 и>о). 

V t 

Из теоремы 1, лемм 1, 2 можно получить следующую теорему. 
т е о р е:м а 2. а) Ее,!/,и ;юtогообрааие Л1 об'!/'адает фующuей Грюм G(x) с полюео.м, 

е точке О Е E to ' то при t > to 

" dr 
шахG(х)? \ Т' 
OEt t r 

б) Ее,!/,и полnое .м.nогообрааuе 111 удовлетворяет иаопериметрuчееr.ому nераееnству 

с фуnкцией f такой, что 
00 

(2) \' dv 
J j (и)2 < 00, 

то .Jltnог ообрааuе М G-вырождmо. Ее,!/,и при этом G(x) - .'tunuмаЛЫtGЯ фУ1Uщия Гриnа 

с nО,!/,ЮСО;\t е точке О Е E to ' то при t > to 

тin G (:с) ~ \ t d(VV)2' 
dE t ~ 

V t 

3 а:м е ч а н и е. Условие (2) является точным. Если оно не выполняется для nel;O·· 
торой функции j (удовлетворяющей дополнительно некоторым необременительным усло
ВИЯ]'.!)' то можно ностроить нример G-вырожденного многообразия (а пменно, поверхность 

вращения графина неноторой фуннции), имеющего изопеРIIYIетричесную фУIIIЩИЮ, про· 

порциональную f(v) нри больших и . 

Автор выражает благодарность Е. М. Ландису и А. Ибрагимову за нолезные об

суждения. 
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