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ОБ ОДНОЙ ЛИУВИЛЛЕВОЙ ТЕОРЕМЕ НА МНОГООБРАЗИИ 

А. А. Г Р и l' О Р ь я н 

Риманово многообразие М называется гармонически вырожденным, если всякое 

положительное решение на М уравнения Лапласа - Бельтрами 

(1) ди = О 

является константой . Напомним, что в локальных координатах это уравнение записы

вается та1\ : 

n 

t " д ( ,! - ., ди ) --_- L. -- JI g g'J -- =0, Vg .. aXi aXj 
" з=1 

где g;j - 1\оэффициеиты римановой метриюr, gij - элементы матрицы 11 g;j 11-1, g = 
= det 11 g;j 11, n = dim М. 

В литературе имеется ряд работ, в которых из не1\ОТОРЫХ геометричеС1\ИХ свойств 
многообразия выводится его гармоническая вырожденность. 

В работе [1] Доказано, что полное многообразие гармонически вырождено, если 

объе~i геодезического шара радиуса R растет не быстрее, чем R2 ири R -+ 00. Интересно, 

что при n ;;;;, 3 "Я2 нельзя заменить на R2+e, 8 > О. 
В . В. :Минахин [2] доказал гармоническую вырожденность полного многообразия 

при выполнении следующих двух условий: 

1) объем всякого геодезического шара радиуса R заключен между C-1Rn и CRn 
(где С > О - J,OHCTaHTa); 

2) еслп D 1 , D 2 - открытые множества, Е - гладкая гииерповерхность, образую
щие вместе разбиение геодезического шара, то mesn - 1E;;;;' C-l(mеSn D min)(n-1)/n, где 

D m1n - то из множеств D 1 , п 2 , мера которого меньше. 

Пользуясь методом Е. М. Ландиса [3], разработанным для исследования самосо
иряженных уравнений , можно доказать справедливость лиувиллевой теоремы для более 

широкого класса многообразий. Всюду ниже М обозначает гладкое, связное, полное ри

маново многообразие размерности n ;;;;, 2. Будем говорить, что в ОТ1\РЫТОМ множестве Q с 
с М выполняется uзоnеРU.АLеmрuческое liepaвelicтnвo с ФУIiКljuей j, если для всяких двух 
открытых множеств D 1 , п 2 И гладкой гипериоверхности Е, образующих вместе разбиение 
геодезического шара из Q , имеет место соотношение mesn_1E ;;;;, f (тевn Dmln)' Наиример, 
в Rn выполняется изопериметрическое неравенство с функцией f(t) = const· t(n-1)/n (см. 

[4], а танже [3]). На многообразии тn-m Х iRm, где 1 ~ m~ n - 1, Т - единичная 
окружность, выиолняется изопериметрическое неравенство с функцией 

f (t) = { 

(А, В , to> О зависят 0 1' n и т). 
Положим 

At(n-l)/n, 

Bt(m-1)/m, 

{ 
C1t(n-1) /n, 0:;:;;;t:;:;;;t1 , 

f(t)= С t(X 
2, t;;;;' t 1 , 

(2) 

где О ~ с( < 1, С1 , С2 , t1 > О-некоторые !{онставты. 
F(t) 

При каждом t ~ О опредеJIИМ Р (t) по формуле t= ~. 
О 

(3) { 
Сзtn, O~t~t2' 

P(t)= C4 (t+C 5 )13, t;;;;'t2 , 

ds 
7Тs)' т. е. 

где ~=(t-a)-l, Сз , С4 , С5 , t 2 зависят от C1 , С2 , t1, n, а. 
Основным результатом настоящей заметки является следующая теорема. 
т е о р е м а 1. Пусть в М вЫnОЛIie/iО изоnери:меmрuческое liераВeliсmво с функцией 

(2) и, KpOJlLe того, 06Ъе.Аt всякого геодезического шара радиуса R не nревосходиm CF(R), где 
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F определяется из (3) , а С > О - nроизвольная константа. Тогда М гаР.J.LоnичеСl>и вы
рождено . 

Заметим, что эта теорема допускает степенной рост объема геодезичеСI{ОГО шара 

с любым показателем ~ ~ 1, разумеется, при условии выполнения соответствующего изо
периметрического неравенСтва. Например, iRn удовлетворяет условию теоремы 1 при 
~ = n, а = (n - 1)/n, а тn-m Х iRm - при ~ = т, а = (т - 1) /т. 

Доказательство теоремы 1 опирается на неравенство типа Харнака, представляющее 

самостоятельный интерес. Обозначим через Q% геодезический шар радиуса R с центром 

в точке х. 

Т е о р е м а 2. Пусть для oml>Pblmozo .J.lНож ества Q с М справедливы следующие 

утверждения: 

а) в Q выnолnяется изоnери.J.tетричеСl>ое HepaвeHcmвo С ФУnl>lfиеu (2) ; 

б) если Q% с Q, то шеsпQ~ :'( CF(R), где F определяется по фар.ttуле (3) , С > О -

"онстаlilnа; 

в) если Q2R С Q, Qk с Q, то mesn Q2R :'( С mesn Qk· 

Тогда, если и - положительное решеnие (1) в nel>Omop0.J.L шаре Q2r с Q, то . 

sup и :'( Р inf и, где Р - "онстанта, зависящая от f и С . 

Q~ Q~ 
Чтобы ВОСПОJIьзоваться этим неравенством прп доказательстве теоремы 1, нужно 

в условиях теоремы 1 ироверить справедливость п. в . iJ:ЛЯ Q = 1\1. Оказывается, что если 
в М выполняется изопериметрпчесное неравенство с фуннцпей j, то объем любого шара 
радиуса R не меньше F(R) (еслп М не hо~шактно). 

Доназательство неравенства XapHaha основано на следующей Т€OpeMe, обобщаю
щей интегральную Teope~IY о cpeДHe~I Ы . .'1. Гер вера п Е. М . Ландиса [5] . 

Т е о р е м а 3. Пусть G - ограниченное Omh'pblmoe .ШJ ожесmео в М, F1 и F 2 -

1>0.J.tnal>mbl в G, расстояние .чежду I>OmOPbl.J.t и равно L > О . Пусть и - С2_ФУНl>lfИЯ в HeI>O

торой Оl>рестности ё. Тогда для I>аждого 11 > О существует ZА.адl>ая гиперповерхность S, 
разделяющая в G 1>0.Mnal>mbI F1 и F 2' и mаl>ая, что 

r I ди I теs n G ,- dS<(1+11) L2 oscu, 
oi дУ G 

S 

дu 
eiJe7iV - производпая по единичной нор.мали 1> S, dS - эле.J.Lеnт (n - 1)-.~tерnоU .J.tepb! на S. 

Автор глубоно благодарен Е. М . Jlандису за постоянное внимание н работе. 
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