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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

1.1 Awussagen

Die Mathematik fufit auf der Logik. In der klassischen Logik ist jede Aus-
sage entweder wahr oder falsch. Wertungen wie ,,Da ist etwas Wahres dran*
oder ,,Das ist nicht die volle Wahrheit“ werden hier nicht zugelassen. Vermu-
tungen, Fragen, Wiinsche und Befehle sind nicht Gegenstand der klassischen
Logik.

Aus vorhandenen Aussagen kann man neue Aussagen bilden. So macht
die Negation (d. h. die Verneinung) aus einer wahren Aussage eine falsche
und aus einer falschen Aussage eine wahre Aussage. Zum Beispiel ist die
Negation der Aussage

,Ich bin ein Berliner
die Aussage
,1ch bin kein Berliner.*

Manchmal kiirzt man Aussagen durch Buchstaben ab sowie die Wahrheits-
werte ,wahr® und ,falsch® durch die Buchstaben w und f. Die Negation
der Aussage A bezeichnet man dann mit —A (gelesen ,nicht A“). In einer
Wahrheitstafel stehen in der Kopfzeile Aussagen, jede weitere Zeile stellt eine
mogliche Verteilung der Wahrheitswerte dar:

Al A
W f
f W

Die Reihenfolge der Zeilen ist unerheblich.
Wenn man das Wort ,Negation“ als ,,Gegenteil“ iibersetzt, kommt es
leicht zu Missversténdnissen. Die Negation der Aussage

1



,Ich habe immer Zeit*
ist ndmlich nicht die Aussage
,Ich habe nie Zeit*“,
sondern z. B.
,Ich habe nicht immer Zeit.“

Am sichersten ist es, wenn man die Negation durch Voranstellen der Worte
,Es ist nicht wahr, dass ... bildet.

Die Konjunktion von zwei Aussagen bildet man, indem man sie durch das
Wort ,,und“ verkniipft. Die so entstehende Aussage ist wahr, wenn beide Aus-
sagen wahr sind, andernfalls ist sie falsch. In der Umgangssprache wird dies
mitunter mit der Formulierung ,,sowohl als auch® verdeutlicht. Manchmal
werden sich wiederholende Teile beider Aussagen nur einmal genannt:

,Der Beschuldigte hatte ein Motiv und die Gelegenheit fiir die
Tat.®

Die Konjunktion von zwei Aussagen A, B kiirzt man durch A A B ab, sie
wird durch die folgende Wahrheitstafel beschrieben:

A|B|AANB
w| W w
w | f f
f|w f
f|f f

Das Wort ,,oder” wird in der Umgangssprache in zwei verschiedenen Be-
deutungen verwendet, wie die folgenden Beispiele verdeutlichen:

(1) Wer Banknoten nachmacht oder verfélscht, wird bestraft.

(2) Geld oder Leben!

Im ersten Beispiel wird man auch bestraft, wenn man beides tut, wihrend
im zweiten Beispiel nur eines von beiden genommen werden soll. Seit eini-
ger Zeit versuchen manche, dieser Doppeldeutigkeit durch die Formulierung
yund/oder* zu entgehen. In der Logik versteht man das Wort ,,oder” immer
im einschliefenden Sinne wie in Beispiel (1), andernfalls sagt man ,,entweder-
oder”.

Die Verbindung von zwei Aussagen mit dem Wort ,,oder” nennt man Dis-
junktion. Diese ist wahr, wenn wenigstens eine der beide Aussagen wahr ist.
Die Disjunktion von zwei Aussagen A, B bezeichnet man auch kurz mit AV B.
Die entsprechende Wahrheitstafel sieht so aus:
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Manche Aussagen enthalten eine Bedingung, z. B.:

, Wenn Bello eine Wurst bekommt, ist er gliicklich.“
, Wenn die Ware mangelhaft ist, dann haftet der Verkéufer.“

In der Logik spielt der zeitliche Aspekt keine Rolle. Man ersetzt darum das
Wort ,wenn* oft durch das Wort ,falls* und lasst das Wort ,,dann“ weg.
Verbindet man zwei Aussagen A, B zu der Aussage ,,wenn A, dann B“, so
bildet man die Implikation®, die man durch A = B abkiirzt. Sie ist durch
folgende Wahrheitstafel gegeben:

A

A= B

- g |
£ =2 32|

w
W
f
f

Man beachte die vorletzte Zeile, die Anfangern Probleme bereitet. Bello kann
auch aus einem anderen Grund gliicklich sein, aber dadurch wird die obige
Aussage nicht falsch. Man hat sich nur zu dem Fall geduflert, dass er eine

Wurst bekommt.
Das Pfeilzeichen bedeutet auch nicht, dass A die Ursache von B sein muss

oder frither eintreten muss, wie folgendes Beispiel verdeutlicht:

, Wenn du diese Aufgabe 16sen kannst, dann bist du ein Genie.“
Die Bedingung kann auch am Ende des Satzes genannt werden:

,, s lohnt sich, wenn man beizeiten spart.*
Es sind noch weitere sprachliche Variationen moglich, z. B.:

,Ist der Mai kiihl und nass, fiillt’s dem Bauern Scheuer und Fass.*

Der Beispielsatz mit der Méngelhaftung ist meist nicht als Implikation
gemeint, und man sollte dann sagen:

tauch Subjunktion genannt



, Wenn die Ware mangelhaft ist, dann — und nur dann — haftet
der Verkaufer.*

Anstelle dieser umsténdlichen Formulierung sagt man auch:

,Der Verkédufer haftet genau dann, wenn die Ware mangelhaft
ist.*

Wenn man zwei Aussagen durch die Worte ,,genau dann, wenn* verkniipft,
bildet man die Aquivalenz?. Die Aussage ,,genau dann A, wenn B“ (oder
auch , A ist dquivalent zu B“) wird abgekiirzt durch A < B, und die Wahr-
heitstafel ist

A/ B| A& B
w | W w
w | f f
f|w f
f|f A4

Die Aquivalenz besagt also, dass die verkniipften Aussagen den selben Wahr-
heitswert haben.

Man kann Aussagen, die durch eine Verkniipfung entstanden sind, wie-
derum verkniipfen, wie zum Beispiel bei der Bildung von ——A. Diese berech-
nen wir Schritt fiir Schritt, indem wir an die Wahrheitstafel weitere Spalten
anfiigen, die wir nach den obigen Regeln ausfiillen:

Al A | ——A
W f W
f W f

Da die erste und die letzte Spalte {ibereinstimmen, stellen wir fest: Ganz
gleich, welche Aussage mit A gemeint ist, sie ist in jedem Fall dquivalent zur
Aussage == A, das heifit, die Aquivalenz

Ae ——A

ist immer wahr. Wir haben damit ein logisches Gesetz gefunden.
Ein logisches Gesetz ist eine Verkniipfung von Variablen, die bei jeder
Belegungen der Variablen mit Aussagen zu einer wahren Aussage wird.
Hier ist ein weiteres Beispiel.
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A|/B|A=B |B=A|(A=B)AN(B=A)
w | w w w w
w | f f W f
f|lw w f f
f|f A4 W A

Durch Vergleich mit der Wahrheitstafel fiir die Aquivalenz finden wir, dass
die Aussage A < B zu der Aussage

(A= B)AN(B=A)

aquivalent ist, ganz gleich, welche Aussagen man fiir A und B einsetzt. Dieses
logische Gesetz motiviert den Gebrauch des Doppelpfeils als Zeichen der

Aquivalenz.
Die Klammern waren im letzten Beispiel notig, um Verwechslungen aus-
zuschlieBen. Um Klammern zu sparen, legen wir fest:

— bindet stéirker als A, V,
A, V binden stérker als =, <.

Dies ist dhnlich wie bei den Grundrechenarten, wo - und : starker binden als
+ und —, das heifit wo Punktrechnung vor Strichrechnung geht. Dazu ein
Beispiel:

A| B -A|-AVEB
w | w f w
w | f f f
flwi w A
f|f W W

Vergleichen wir dies mit der Wahrheitstafel der Implikation, so finden wir
das logische Gesetz

(A= B) < (-AV B).
Anstelle von ,,Nachts ist die Sonne nicht zu sehen*, womit man meint ,, Wenn
es Nacht ist, kann man die Sonne nicht sehen“, kann man also genauso gut

sagen ,,Es ist Tag oder die Sonne ist nicht zu sehen®.
Anhand der bisherigen Wahrheitstafeln kann man auch leicht nachpriifen,

dass die Aussage
(ANB) = (AV B)

ein logisches Gesetz ist, ebenso wie die Kommutativgesetze

(ANB) < (BNA), (AVB) < (BVA).



Weiter gelten die Assoziativgesetze
(ANB)ANC <= AN(BAC), (AvB)VC < AV (BVC(C)
und die Distributivgesetze
AV(BANC)< (AVB)AN(AVC), ANBVC)= (ANB)V(ANC).

Wir fiihren die Nachpriifung nur am Beispiel des Assoziativgesetzes der Kon-
junktion vor:

A|B|C|AANB|(ANB)ANC | BANC | AN(BAC)
w|w|w w w w w
w | w| f W f f f
w| f|w f f f f
w| f|f f f f f
flwl|w f f w f
flw]|f f f f f
f|f|w f f f f
f|f]f f f f f

In der Tat stimmen die Eintrdge der letzten und der drittletzten Spalte zei-
lenweise tiberein. Also ist die Aussage (A A B) A C zur Aussage AN (BAC)
aquivalent, egal was die Aussagen A, B, C' sind, denn in den linken drei
Spalten haben wir alle Moglichkeiten fiir die Wahrheitswerte von A, B, C'
betrachtet.

Das Satzfragment ,,Geld oder Leben!* war eigentlich ein Befehl und somit
keine Aussage, kann aber als Aussage umformuliert werden:

,Entweder du gibst mir Dein Geld oder du verlierst dein Leben.

Die Verkniipfung ,,entweder A oder B* ist wahr, wenn A und B verschiedene
Wahrheitswerte haben, und falsch, wenn sie gleiche Wahrheitswerte haben.
Diese Verkniipfung wird manchmal als Alternative oder Antivalenz bezeich-
net und mit A >=< B oder AV B abgekiirzt. Meist setzt man sie aus anderen
Verkniipfungen zusammen, denn sie ist &quivalent zu =(A < B), zu =A < B
und zu A < —B. Thre Wahrheitstafel ist

A|B|A>=<B
w | w f
w | f w
f|lw w
f|f f




Beispiel. Ein alter Mann bietet auf einem Basar zwei Késtchen an. In einem
von beiden steckt ein Schatz. Auf beiden steht etwas geschrieben.

Kastchen 1: ,Wenn in diesem Késtchen kein Schatz ist, dann in dem
anderen.

Kastchen 2: ,Im diesem Késtchen steckt ein Schatz.“

,Kleiner Tipp“, sagt der Alte, ,,die Inschriften sind beide falsch oder beide
richtig.“ Welches Késtchen sollte man nehmen?

Eine Losungsmoglichkeit besteht darin, eine Wahrheitstafel fiir die Aus-
sagen

A: Der Schatz ist im ersten Késtchen,
B: Der Schatz ist im zweiten Késtchen,

aufzustellen. Die gegebenen Informationen lauten:
A== B, (A= B) < B,

zu bestimmen. Nur die Zeilen, in denen diese beiden Aussagen wahr sind,
kommen in Frage.

Man kann die Losung abkiirzen. Angenommen, der Schatz ist im ersten
Késtchen. Dann ist seine Aufschrift wahr, also auch die auf dem zweiten
Kastchen.

Manche Satze enthalten Worte, deren Bedeutung sich erst aus dem Zu-
sammenhang oder der Situation erschliefit, wie z. B. bei dem Wort ,ich“ in
dem Satz ,,Ich bin ein Berliner“. Man kann sogar den Satz

, 2 ist ein Berliner*

formulieren, der zu einer wahren oder falschen Aussage wird, wenn man fiir
die Variable x den Namen eines Menschen einsetzt. In der Logik nennt dies
eine Aussageform oder ein Prddikat.

1.2 Mengen

Der Mathematiker Cantor erkliarte den Begriff der Menge so: ,,Unter einer
Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Ele-
mente der Menge genannt werden) zu einem Ganzen.“ Dies ist aber keine
Definition im logischen Sinne, die neue Begriffe auf bereits vorher definierte



Begriffe zuriickfiihrt. Dazu muss man mit Grundbegriffen beginnen, die nicht
zu definieren sind, und ,Menge“ ist ein solcher Grundbegriff.

Die Begriffe Menge und Element sind von verschiedener Art. Die Aussage
, M ist eine Menge* hat einen Sinn, die Aussage ,,x ist ein Element* hingegen
nicht. Man kann sagen ,,x ist ein Element von M“, abgekiirzt x € M, was
man auch salopp mit ,,x gehort zu M ausdriicken kann. Das Wort , Ele-
ment* dient also nur zur Formulierung einer Aussageform iiber die Objekte
x und M, die wahr oder falsch wird, wenn man die Bedeutung der Variablen
x und M festlegt.

Eine Moglichkeit zur Beschreibung einer Menge besteht darin, ihre Ele-
mente aufzuzdhlen, die man dazu in geschweifte Klammer setzt. Wir kénnen
z. B. die Menge

{Antje, Beate, Carla}

betrachten. Die Reihenfolge der Elemente ist unerheblich, und Elemente
diirfen mehrfach angegeben werden. Die Zweckméafigkeit dieser Vereinba-
rung erkennt man an folgendem Beispiel: Sind Zahlen p und q gegeben, wobei

(12—’)2 — g > 0 ist, so hat die quadratische Gleichung

2 +pr+q=0

die Losungsmenge

{-&W%—m}’

die nur aus einem Element besteht, wenn die sogenannte Diskriminante
(%’)2 — q gleich Null ist.

Ein und dieselbe Menge kann auf verschiedene Weise beschrieben werden.
So ist z. B. die Menge der Riesenplaneten (von mindestens tausendfacher
Erdmasse) gleich der Menge der Gasplaneten. Wenn wir sagen, dass zwei
Mengen M und N gleich sind, abgekiirzt M = N, dann meinen wir, dass fiir
jedes Objekt = die Aussage x € M aquivalent zur Aussage x € N ist.

Die leere Menge, die man mit {} oder @ bezeichnet, ist dadurch gekenn-
zeichnet, dass die Aussage x € @ fiir jedes Objekt x falsch ist.

Wir fithren den Begriff der Teilmenge ein, indem wir auf den Begriff der
Implikation zuriickgreifen.

Definition 1. Man sagt, dass die Menge N eine Teilmenge der Menge M
ist, abgekiirzt N C M, wenn fir jedes Objekt x gilt: Wenn x € N, dann
x e M.



Diese Definition hat die logische Struktur einer Aquivalenz, miisste also
mit den Worten ,,genau dann, wenn* formuliert werden. In der Praxis benutzt
man in Definitionen aber meist nur das Wort ,,wenn*.

Nun formulieren wir unseren ersten mathematischen Satz.

Satz 1. (i) Fir Mengen M und N gilt genau dann M C N und N C M,
wenn M = N.

(i1) Sind L, M und N Mengen derart, dass L C M und M C N, so gilt
LCN.

Beweis. (i) Die Aussage, dass M C N und N C M gilt, ist nach Definition
gleichbedeutend damit, dass fiir jedes Objekt x gilt

(reM=zeN)AN(zeN=zxeM).

Nach einem logischen Gesetz aus dem vorigen Abschnitt ist dies dquivalent
zu der Aussage, dass fiir alle z gilt

re Me xe N.

Letzteres bedeutet nichts anderes, als dass M = N ist.

(i) Wenn L € M und M C N, so bedeutet das nach Definition, dass
fiir jedes Objekt = gilt: Wenn x € L, dann x € M, und wenn x € M, dann
x € N. Nun gibt es aber ein logisches Gesetz

(A= B)A(B=C)=(A=C)

(sieche Aufgabe 2). Wenden wir dies auf die drei Aussagen © € L, z € M,
x € N an, so folgt, dass fiir alle x gilt: Wenn x € L, dann = € N. Dies ist
gleichbedeutend mit der Aussage L C N. m

Das Ende eines Beweises markiert man traditionell mit den lateinischen
Worten quod erat demonstrandum (was zu beweisen war, abgekiirzt q.e.d.)
oder heutzutage meist mit dem Zeichen O.

Es gibt Mengen, die man nicht durch Aufzdhlung ihrer Elemente angeben
kann, wie z. B. die Menge der Punkte einer Strecke oder einer Kreisscheibe.
Statt dessen beschreibt man Mengen durch Angabe einer Bedingung, der ihre
Elemente geniigen miissen. Eine solche Bedingung ist eine Aussageform, die
eine Variable enthélt und genau dann wahr ist, wenn man fiir die Variable
ein Element der Menge einsetzt. In die geschweiften Klammern schreibt man
zuniichst die Variable, dann nach einem senkrechten Strich® die Bedingung,
wie z. B.

{Jupiter, Saturn, Uranus, Neptun} = {z | = ist Riesenplanet}

3manche Autoren benutzen einen Doppelpunkt



(gelesen: Die Menge aller  mit der Eigenschatft. .. ). Anstelle von x kann jede
Variable benutzt werden, die zu diesem Zeitpunkt nicht mit einer anderen
Bedeutung belegt ist.

Definition 2. Unter dem Durchschnitt oder der Schnittmenge von Mengen
M und N (abgekiirzt M N N, gelesen ,M geschnitten [mit] N “) verstehen
wir die Menge aller Objekte, die zu der Menge M und der Menge N gehdren,
d. h.

MNN={zx|xze MANxe N}

Unter der Vereinigungsmenge oder kurz der Vereinigung von Mengen M und
N (abgekiirzt MUN , gelesen ,M vereinigt [mit] N “) verstehen wir die Menge
aller Objekte, die zu der Menge M oder der Menge N gehéren, d. h.

MUN={xz|xe MVvxe N}

Unter der Differenzmenge von Mengen M und N (abgekiirzt M\ N, gelesen
~M ohne N*) verstehen wir die Menge aller Objekte, die zur Menge M,
aber* nicht zur Menge N gehéren, d. h.

M\N={x|zeMANx¢&N}.

Hier ist # ¢ N eine Abkiirzung fiir =(x € N). Die Ahnlichkeit der Zeichen
A und V fiir die logischen Verkniipfungen mit den Zeichen N und U fiir die
Mengenoperationen ist eine gute Gedankenstiitze.

Wieder kann man Séitze beweisen, indem man sie auf logische Gesetze
zuriickfithrt. So folgt aus dem logischen Gesetz

ANB= A,
indem man es auf die Aussagen r € M und x € N anwendet, das Gesetz
MNNC M.

Weitere Gesetze werden unter dem Begriff der Mengenalgebra zusammen-
gefasst:

Satz 2. Fiir beliebige Mengen M und N gelten die Kommutativgesetze
MNON=NNM, MUN=NUM.
Fiir beliebige Mengen L, M und N gelten die Assoziativgesetze
(LNM)YNN=LN(MNN), (LUMYUN=LU(MUN)
und die Distributivgesetze
LN(MUN)=(LNM)U(LNN), LUMNN)=(LUM)N(LUN)

4das Wort ,aber“ bedeutet hier einfach ,,und“
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Beweis. Wir beweisen hier nur als Beispiel das zweite Distributivgesetz. Die
Aussage
re€LUMNN)

ist laut Definition der Vereinigung gleichbedeutend mit der Aussage
(xeL)V(zre MNN).
Nach Definition des Durchschnittes ist diese wiederum &dquivalent zu
(xeL)V(re M ANz eN).

Hier kommen keine Mengenoperationen, sondern nur noch logische Verkniip-
fungen vor. Nach einem der logischen Distributivgesetze ist die letzte Aussage
dquivalent zu

(xeLVze M)AN(x € LVx€N).

Dies miissen wir schrittweise in die Sprache der Mengenoperationen zuriick-
iibersetzen. Nach Definition der Vereinigung ist die vorige Aussage dquivalent
zu

(xe LUM)A(zx € LUN),

und nach Definition des Durchschnitts ist Letzteres dquivalent zu
re(LUM)N(LUN).

Die erste und letzte Aussage in unserer Kette von Umformungen sind fiir
alle Objekte = dquivalent, und daraus folgt die Gleichheit der betreffenden
Mengen. O

Um eine weitere Mengenoperation zu motivieren, betrachten wir Daten,
die aus zwei Komponenten bestehen. So werden beispielsweise Zeitfenster
im wochentlichen Stundenplan durch einen Wochentag und ein Zeitintervall
festgelegt, wie etwa Dienstag 10-12 Uhr. Ein anderes Beispiel sind die Kar-
ten im Rommé, die eine Farbe und einen Wert tragen, sagen wir & 10. Ein
weiteres Beispiel sind die Koordinaten eines Punktes in der Zahlenebene,
z. B. (2.3,7.4) in englischer Schreibweise mit Dezimalpunkt. Will man im
Deutschen Dezimalkommas verwenden, so muss man die Koordinaten durch
Semikola trennen, also (2,3;7,4). Die beiden Koordinaten kénnen auch gleich
sein.

Definition 3. Fine Folge von zwei Objekten, bei denen die Rethenfolge fest-
gelegt ist, bezeichnet man als geordnetes Paar. Geordnete Paare (a,b) und
(¢, d) werden genau dann als gleich angesehen, wenn a = ¢ und b = d gilt. Un-
ter der Produktmenge oder dem Kreuzprodukt oder Cartesischen Produkt
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von Mengen M und N (abgekiirzt M x N, gelesen M Kreuz N ) versteht man
die Menge aller geordneten Paare (z,y), bei denen x € M und y € N ist,

also
M x N ={(z,y) | re M Ny e N}

Ist z. B.

M = {Mo, Di, Mi, Do, Fr},
N = {8-10, 10-12, 12-14, 14-16, 16-18},

so ist M x N die Menge der Zeitfenster in der Unterrichtswoche. Ist hingegen

F={%60273}
W ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,B,D, K},

so ist F' x W die Menge der Karten eines Rommé-Spiels ohne Joker (wobei
wir das As mit 1 gleichsetzen).

Satz 3. Fiir beliebige Mengen K, L, M und N gelten die Distributivgesetze
(KNL)x (MNN)=(KxM)n(LxN),
Lx(MUN)=(LxM)U(LxN), (KUL)xM = (KxM)U(LxM).

Beweis. Wir beweisen beispielhaft das erste dieser Gesetze. Ein geordnetes
Paar (x,y) gehort genau dann zu (K N L) x (M N N), wenn

(xe KNL)A(y€ MNN).
Diese Aussage ist dquivalent zu
(e KNzeL)AN(ye M ANy € N).

Mit Hilfe des Kommutativgesetzes und des Assoziativgesetzes sehen wir, dass
die letzte Aussage dquivalent ist zu

(e KNye M)AN(z € LAy € N).
Aufgrund der Definitionen ist dies wiederum &quivalent zu
((z,y) € K x M) A ((z,y) € L x N)

und schliellich zu
(x,y) € (K x M)N (L x N).

Die erste und die letzte Aussage in unserer Kette sind also fiir alle geordneten
Paare (z,y) von Objekten dquivalent, und dies ist gleichbedeutend mit der
Behauptung. O]
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1.3 Abbildungen

Der Begriff einer Abbildung, auch Zuordnung oder Funktion genannt, ist
zentral in der Mathematik und ihren Anwendungen. Hier einige praktische
Beispiele:

(a) Bei einem Multiple-Choice-Test muss man zu jeder Frage eine der Ant-
worten A, B oder C auswéhlen.

(b) Jeder Teilnehmer dieser Veranstaltung muss sich in eine Ubungsgruppe
einschreiben.

(c) Féllt Sonnenlicht durch ein Fenster auf den Fufboden, so gehort zu
jedem Punkt der Fensterscheibe ein Bildpunkt auf dem Fufiboden.

(d) Zu jedem Zeitpunkt zeigt das Tachometer eine bestimmte Geschwin-
digkeit an.

Folgende Definition ist logisch nicht ganz korrekt,® aber fiir unsere Zwecke
ausreichend.

Definition 4. Fine Abbildung von einer Menge M in eine Menge N ist
dadurch gegeben, dass jedem Element von M genau ein Element von N zu-
geordnet 1ist.

Der Name kommt natiirlich vom Beispiel (c¢). Man nennt M den Defi-
nitionsbereich und N den Zielbereich der Abbildung. Besteht N aus Zahlen
wie im Beispiel (d), so nennt man die Abbildung auch eine Funktion. Wenn
man physikalische Groflen mit Variablen bezeichnet, muss man die Werte
zu verschiedenen Zeiten unterscheiden. Man kann z. B. die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢ mit v(¢) bezeichnen. Diese Bezeichnungsweise hat sich in der
Mathematik durchgesetzt. Ist f der Name einer Abbildung von M in N, so
bezeichnet man das Element von N, das einem Element x € M zugeordnet
ist, mit f(x), gelesen ,, f von 2, und nennt es den Wert von f an der Stelle z.

Ein wichtiger Bestandteil der obigen Definition ist das Wort ,,jedem®.
Wenn sich manche Teilnehmer noch nicht in eine Ubungsgruppe eingetragen
haben, so liegt keine Abbildung der Menge der Teilnehmer in die Menge der
Ubungsgruppen vor. Aber damit nicht genug.

Nicht minder wichtig ist das Wort ,,genau ein“. Dieses benutzen wir in
der Mathematik, wenn wir das Zahlwort und nicht den unbestimmten Ar-
tikel meinen. Wenn sich (wenigstens) ein Teilnehmer in mehrere Gruppen

5Sie sagt nicht, was eine Abbildung eigentlich ist, sondern fiihrt diesen Begriff nur auf
den undefinierten Begriff der Zuordnung zuriick.
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eingetragen hat, so liegt keine Abbildung vor. Friiher lief man bei der Wur-
zelfunktion zwei Werte zu, man konnte also sagen: Die Wurzel aus 4 ist
2 oder —2. Heutzutage verlangt man, dass Abbildungen (und insbesondere
Funktionen) eindeutig sind.

Kann man alle Elemente der Menge M aufzéhlen, so ldsst sich eine Abbil-
dung f von M in N (oder, wie man kurz schreibt, eine Abildung f : M — N)
durch eine Wertetabelle angeben. So konnte z. B. die Punktetabelle einer
Klausur (die zur Wahrung der Unvoreingenommenheit bei der Korrektur
keine Namen enthélt) so aussehen:

Matr.-Nr. | Punkte
3017542 8
3053751 12
3108408 8
3135262 17
3274906 19

In der Mathematik ist es allerdings eher {iiblich, die Elemente des Definiti-
onsbereiches in der oberen Zeile und die Werte jeweils darunter anzugeben,
vgl. Aufgabe 8.

Aus der Schule ist der Graph einer Funktion bekannt. Aber auch bei
Abbildungen zwischen endlichen Mengen wird die selbe Idee verwendet. Bei
einem Multiple-Choice-Test wie in Beispiel (a) erzeugt jeder Teilnehmer ei-
ne Abbildung von der Menge F' der Fragen in die Menge {A,B,C}. Auf dem
Fragebogen gibt er allerdings keine Wertetabelle an, sondern kreuzt Felder in
einer Tabelle an. Die Tabellenfelder entsprechen den Elementen des Kreuz-

produktes F' x {A,B,C}.

Definition 5. Der Graph einer Abbildung f : M — N st die Menge der
geordneten Paare (x,y) aus M x N mit der Figenschaft f(z) = y.

Der Graph G einer Funktion f : M — N hat folgende Eigenschaft: Fiir jedes Element
x von M gibt es genau ein Element y von N mit der Eigenschaft (z,y) € G. Durch diese
Eigenschaft werden Graphen charakterisiert: Ist G irgend eine Teilmenge des Kreuzpro-
duktes M x N mit dieser Eigenschaft, so ist sie der Graph einer Abbildung von M in N,
denn sie bestimmt, welches Element von IV einem gegebenen Element von M zuzuordnen
ist. Statt mit Abbildungen kann man also mit Graphen arbeiten, deren Definition logisch
unproblematisch ist.

In der Praxis werden héufig mehrere Zuordnungen verkettet. Wollen z. B.
einige Teilnehmer an der o. g. Klausur ihre Ergebnisse wissen, so muss man
ihre Eintrdge in der Namensliste suchen:
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Name Matr.-Nr.
Gudrun Meier | 3135262
Fritz Miiller 3017542
Egon Schmidt | 3274906

Man kann dann jedem Teilnehmer seine Punktzahl zuordnen:

Name Punkte
Gudrun Meier 17
Fritz Miiller 8
Egon Schmidt 19

Bezeichnet man die Menge der Teilnehmer mit L, die Menge der Matrikel-
nummern mit M und die Menge der moglichen Punkzahlen mit NV, so ldsst
sich das Vorgehen wie folgt abstrakt beschreiben.

Definition 6. Die Verkettung von Abbildungen f: M — N und g: L — M
ist die Abbildung h : L — N, die durch die Vorschrift h(xz) = f(g(x)) gegeben
i8t.

Will man fiir die Verkettung von f und ¢ keine neue Variable (wie in
unserem Fall h) einfiithren, so bezeichnet man sie mit f o g. Angesichts der
Schreibweise

L% M- N
erscheint die Reihenfolge in f o g unlogisch, aber sie erklart sich aus der
definierenden Gleichung

(f og)(x) = flg(x)).

Ein Beispiel einer Abbildung ist die identische Abbildung von einer Menge
M in die Menge M selbst, die jedem Element das selbe Element zuordnet.
Man bezeichnet sie auch mit id,;, das heif3t

idy () = =

Oft kann ein und dieselbe Abbildung auf verschiedene Weisen beschrie-
ben werden. Wir schreiben f = g, wenn f und g zwei Namen fiir die selbe
Abbildung sind. Das bedeutet, dass sie den selben Definitionsbereich (sagen
wir M) und den selben Zielbereich (sagen wir N) haben und dass fiir alle
Elemente x von M gilt f(z) = g(z).

Satz 4. (i) Fiir beliebige Abbildungen f: M — N, g: L — M und
h: K — L gilt
(fog)oh=fol(goh).
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1) Fir jede Abbildung f : M — N qilt
(1) J g g
foidy = f und idyo f=1f.

Beweis. (i) Fiir jedes x € K gilt nach Definition der Verkettung (zweimal
angewendet) einerseits

((fog)oh)(z) = (fog)(h(x)) = flg(h(z)))

und andererseits

(fo(goh))(z) = f((goh)(z)) = flg(h(z))).

Die Abbildungen (fog)oh und fo(goh) bilden also ein beliebiges Element
von L auf ein und das selbe Element von N ab. Folglich handelt es sich um
die selbe Abbildung.

(i) Fiir jedes x € M gilt nach Definition der Verkettung und der identi-
schen Abbildung

(foidy)(z) = f(idy(z)) = f(2).
Da die Abbildungen foidy; und f bei Anwendung auf ein beliebiges Element
den gleichen Wert liefern, stimmen sie iiberein. Genau so beweist man, dass
idy o f und f iibereinstimmen. [

Wegen Aussage (i) kann man also die Klammern weglassen und einfach
f o goh schreiben.

In der Definition sind die Rollen von Definitionsbereich und Zielbereich
nicht vertauschbar. So ist es erlaubt, dass mehreren Elementen des Defini-
tionsbereiches das selbe Element der Zielbereich zugeordnet wird, und nicht
jedes Element des Zielbereiches muss ein Wert der Abbildung sein.

Definition 7. Eine Abbildung f : M — N heifit injektiv,® wenn es keine
verschiedenen Elemente von M gibt, die auf dasselbe Element von N abge-
bildet werden.

Man kann die Bedingung auch so formulieren, dass fiir alle Elemente u
und v von M gelten muss:

Wenn v # v, dann f(u) # f(v).

Hier ist u # v eine Abkiirzung fiir —(u = v). Mit Hilfe des logischen Gesetzes
von der Kontraposition (erster Teil der Ubungsaufgabe 2) kann man die
Bedingung noch anders formulieren:

6Im Deutschen nennt man solche Abbildungen eineindeutig, aber die franzosische Be-
zeichnung hat sich mittlerweile allgemein durchgesetzt. Sie geht auf eine Autorengruppe
unter dem Pseudonym Nicolas Bourbaki zuriick.
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Wenn f(u) = f(v), dann u = v.

Die Abbildung in Beispiel (¢) am Anfang des Abschnittes ist injektiv, die
in Beispiel (a) meist nicht.

Definition 8. Eine Abbildung f : M — N heifit surjektiv,” wenn es zu
jedem Element y von N ein Element x von M gibt, so dass f(z) = y.

Man nennt die Menge derjenigen Elemente y von N, zu denen es ein
x € M mit der Eigenschaft f(x) = y gibt, den Wertebereich oder Wertevorrat
von f. Man kann also sagen, dass eine Abbildung genau dann surjektiv ist,
wenn ihr Wertebereich gleich dem gesamten Zielbereich ist.

Die Abbildung in Beispiel (b) sollte surjektiv sein, die in Beispiel (d)
nicht.

Die Eigenschaften der Injektivitdt und Surjektivitdt vererben sich bei
Verkettungen. AuBerdem kann man aus den Eigenschaften der Verkettung
mitunter Riickschliisse auf die beteiligten Abbildungen ziehen:

Satz 5. Fs seien f: M — N und g : L — M Abbildungen. Dann gilt:
(i) Wenn f und g injektiv sind, dann ist f o g injektiv.
(ii) Wenn f o g injektiv ist, dann ist g injektiv.

(111)) Wenn f und g surjektiv sind, dann ist f o g surjektiv.

(iv) Wenn f o g surjektiv ist, dann ist f surjektiv.

Beweis. (i) Sind v und v verschiedene Elemente des Definitionsbereiches der
Abbildung fog, also® u, v € L und u # v, so ist wegen der Injektivitit von ¢
dann g(u) # ¢g(v), und wegen der Injektivitat von f folgt f(g(u)) # f(g(v)).
Die letzte Ungleichung bedeutet laut Definition der Verkniipfung (fog)(u) #
(fog)(v), was zu beweisen war.

Man kann einen anderen Beweis geben, indem man die Umformulierung
der Definition benutzt: Es seien u, v € L. Ist (f o g)(u) = (f o g)(v), also
nach Definition f(g(u)) = f(g(v)), so folgt wegen der Injektivitiat von f, dass
g(u) = g(v), und daraus folgt wegen der Injektivitéit von g, dass u = v. Da
dies fiir beliebige u und v gilt, ist f o g injektiv.

Der Beweis von (ii) und (iii) ist Inhalt der Ubungsaufgabe 9.

"Im Deutschen sagt man in diesem Fall, f sei eine Abbildung von M auf N, aber
dieser feine Unterschied kann der Aufmerksamkein leicht entgehen, und die franzosische
Bezeichnung hat sich auch hier allgemein durchgesetzt.

8Strenggenommen miisste man schreiben: u € L und v € L.
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(iv) Ist z € N, so gibt es wegen der Surjektivitidt von f o g ein x € L, so
dass (f o g)(z) = 2. Bezeichnen wir g(x) mit y, so gilt

fy) = fg(x)) = (fog)(x) =z

Wir haben also zu jedem z € N ein y € M gefunden, so dass f(y) = z. Somit
ist f surjektiv. n

Aus der Schule ist der Begriff der Umkehrfunktion bekannt. Einen analo-
gen Begriff gibt es fiir Abbildungen.

Definition 9. Eine Abbildung heifst bijektiv,” wenn sie injektiv und surjektiv
ist. Die Abbildung g : N — M heifst Umkehrabbildung der Abbildung f :
M — N, wenn fir beliebige Elemente x € M und y € N die Aussagen
f(z) =y und g(y) = = dquivalent sind.

Satz 6. (i) Eine Abbildung besitzt genau dann eine Umkehrabbildung, wenn
sie bigektiv ist.

(ii) Fine Abbildung g : N — M ist genau dann die Umkehrabbildung einer
Abbildung f : M — N, wenn gilt

fog=idy, gof=idum.

Beweis. Beide Aussagen haben die Struktur einer Aquivalenz A < B. Es
geniigt darum, jeweils die Implikation A = B und ihre Umkehrung B = A
zu beweisen.

(i) Angenommen, f besitzt eine Umkehrabbildung g. Um zu beweisen,
dass f injektiv ist, betrachten wir Elemente v und v von M, die von f auf
das selbe Element y abgebildet werden, also f(u) = y und f(v) = y. Aus
der ersten Gleichung folgt g(y) = u, aus der zweiten g(y) = v, also u = v,
und die Injektivitdt von f ist bewiesen. Zum Beweis der Surjektivitiat von f
betrachten wir ein beliebiges Element y von N. Dann gibt es ein Element x
von M mit der Eigenschaft f(x) =y, ndmlich x = g(y). Also ist f surjektiv.

Umgekehrt nehmen wir an, dass f bijektiv ist. Ist ein Element y von N
gegeben, so gibt es wegen der Surjektivitdt ein Element x von M, so dass
f(z) = y ist, und wegen der Injektivitét von f ist dieses Element eindeutig
bestimmt. Wir konnen also festlegen, dass g(y) = z ist. Die so definierte
Abbildung ¢ ist offensichtlich die Umkehrabbildung von f.

(ii) Angenommen, ¢ ist die Umkehrabbildung von f. Ist z € M und
bezeichnen wir das Element f(x) mit y, also f(z) = y, so ist nach Definition

9Im Deutschen ,,umkehrbar eindeutig®
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der Umkehrabbildung ¢(y) = x, und es folgt g(f(x)) = ¢g(y) = x. Wir haben
also gezeigt, dass fiir jedes Element = von M gilt (g o f)(z) = z, und das
bedeutet, dass g o f = idy;. Genauso zeigt man, dass f o g = idy.
Umgekehrt nehmen wir an, dass die letzten beiden Gleichungen erfiillt
sind. Ist nun x € M und y € N, so folgt aus der Aussage f(x) =y, dass

9(y) = g(f(x)) = (g0 f)(x) = idu(z) = z.

Genauso folgert man aus g(y) = z, dass f(z) = y. Die Aussagen f(z) =y
und ¢(y) = z sind also fiir beliebige x € M und y € N &dquivalent, und somit
ist g die Umkehrabbildung von f. O]
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2 Kardinalzahlen

Man unterscheidet zwischen Grundzahlen (eins, zwei, drei, ...) und Ord-
nungszahlen (erstes, zweites, drittes, ...). Mit Grundzahlen gibt man an,
wieviele Elemente eine Menge hat, mit Ordnungszahlen gibt man ihnen eine
Reihenfolge. In der Mathematik benutzt man meist die (zur Hilfte) lateini-
schen Bezeichnungen Kardinalzahlen und Ordinalzahlen. Zunéchst beschafti-
gen wir uns mit den Kardinalzahlen.

2.1 Machtigkeit von Mengen

Es ist gar nicht einfach, den Begriff ,Zahl* zu definieren. Wollten wir ei-
nem AuBerirdischen, der unsere Sprache nicht versteht, klarmachen, was wir
mit dem Wort , fiinf“ meinen, so sollten wir mehrmals auf Mengen von fiinf
Objekten zeigen und das Wort , fiinf“ sagen. Er wird daraus (hoffentlich)
schlieflen, dass wir etwas meinen, das all diese Mengen gemeinsam haben.
Dabei wird ihm als erstes auffallen, dass die gezeigten Mengen gleich vie-
le Elemente haben. Diese Eigenschaft ist fundamentaler als der Zahlbegriff.
Wenn auf einem gedeckten Tisch auf jeder Untertasse eine Tasse steht, dann
weil man ohne zu zdhlen, dass sich dort gleich viele Tassen wie Untertassen
befinden.

Definition 10. Wir sagen, dass eine Menge M gleichmdchtig zu einer Menge

N st (abgekiirzt M ~ N ), wenn es eine bijektive Abbildung von M auf N
qibt.

Die folgenden Aussagen sind zwar intuitiv klar, aber man muss sie strikt
aus der Definition der Gleichméchtigkeit herleiten.

Satz 7. Die Relation der Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation, das
hewfst, fiir beliebige Mengen L, M und N gilt:

(i) M ~ M. (Reflexivitdt)
(i1) Genau dann M ~ N, wenn N ~ M. (Symmetrie)
(iii) Wenn L ~ M und M ~ N, dann L ~ N. ( Transitivitdt)

Beweis. (i) Die identische Abbildung von M in M ist bijektiv.
(ii) Wenn M gleichméchtig zu N ist, dann gibt es eine bijektive Abbildung
f M — N, und zu dieser existiert eine Umkehrabbildung ¢ : N — M,
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die bekanntlich ebenfalls bijektiv ist.!9 Also ist N gleichméchtig zu M. Die
umgekehrte Implikation beweist man ebenso.

(iii) Ist L gleichméchtig zu M und M gleichméchtig zu N, so gibt es
bijektive Abbildungen g : L — M und f : M — N. Thre Verkettung f o g ist
eine Abbildung von L in N, und nach Satz 5(i) und (iii) ist sie bijektiv. [

Man beachte, dass hier die leere Menge zugelassen ist. Von der leeren
Menge in eine beliebige andere Menge N gibt es genau eine Abbildung. Thr
Graph ist die einzige Teilmenge des Kreuzproduktes @ x N = &.

Wir konnen leicht klédren, ob eine Menge genau ein Element hat, ohne die
Zahl Eins definiert zu haben. Eine Einermenge kann man definieren als eine
Menge, die gleichméchtig zur Menge {Erde} ist. Ebenso kann man festlegen,
dass eine Zweiermenge eine solche Menge ist, die gleichméchtig zur Menge
{Sonne, Mond} ist.

Wir klassifizieren Mengen nach ihrer Michtigkeit,'! dhnlich wie man Le-
bewesen, Steuerpflichtige oder Schiiler in Klassen einteilt. So gibt es die Klas-
se der Einermengen, die Klasse der Zweiermengen usw., aber auch die Klasse,
die nur aus der leeren Menge besteht.

Definition 11. Die Machtigkeitsklasse einer Menge M wumfasst all diejeni-
gen Mengen, die gleichmdchtig zu M sind.

Nach der obigen Festlegung ist die Méchtigkeitsklasse der Menge {Erde}
gerade die Klasse der Einermengen. Statt Méachtigkeitsklasse sagen wir oft
kurz Klasse, was wohl niemand mit Steuerklasse oder sozialer Klasse ver-
wechseln wird. Ein Element einer Klasse nennt man auch einen Vertreter
oder Reprisentanten der Klasse.

Satz 8. Jede Menge gehirt zu genau einer Klasse.

Beweis. Wegen der Reflexivitét gehort jede Menge zu mindestens einer Klas-
se, namlich ihrer eigenen. Angenommen, die Menge M gehort auflerdem zur
Klasse der Menge N, d.h. M ~ N. Wir miissen zeigen, dass diese beiden
Klassen iibereinstimmen.

Ist L in der Klasse von M, d.h. L ~ M, so ist wegen der Transitivitét
auch L ~ N. Somit ist die Klasse von M in der von N enthalten. Wegen der
Symmetrie gilt aber auch N ~ M, und wir sehen auf die gleiche Weise, dass
die Klasse von NNV in der Klasse von M enthalten ist. O]

0Da idy injektiv ist, folgt wegen Satz 4(ii) und Satz 5(ii), dass g injektiv ist, und da
idys surjektiv ist, folgt wegen Satz 4(ii) und Satz 5(iv), dass g surjektiv ist. Somit ist g
bijektiv.

"Djieser Begriff ist offenbar durch die Méchtigkeit von Gesteinsschichten motiviert.
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Wir sehen, dass man ein und die selbe Klasse auf verschiedene Weise
beschreiben kann. So ist die Klasse der Zweiermengen auch beschreibbar als
die Klasse der Menge {a, b}, wobei wir a und b hier als Objekte und nicht
als Variablen betrachten.

Nun wollen wir den Begriff einer Kardinalzahl definieren, so dass man
jeder Menge eine Kardinalzahl zuordnen kann, die angibt, wieviele Elemente
sie enthélt. Dann brauchen wir natiirlich fiir jede Klasse eine Kardinalzahl.
Anstatt Kardinalzahlen als neue Objekte zu erschaffen, gehen wir hier den
einfachen Weg, sie mit den Klassen gleichzusetzen.!?

Definition 12. Eine Kardinalzahl ist eine Mdchtigkeitsklasse von Mengen.
Insbesondere ist Null (abgekiirzt 0) die Klasse, die nur die leere Menge enthdlt,
FEins (abgekiirzt 1) die Klasse der Einermengen, Zwei (abgekiirzt 2) ist die
Klasse der Zweiermengen usw.

Man kann fiir ein und die selbe Kardinalzahl verschiedene Bezeichnungen
vereinbaren, z. B.

B fiinf, 5,V o
fiir die Klasse der Menge {Wasser, Feuer, Erde, Holz, Metall}.

Definition 13. Die Michtigkeit einer Menge M, abgekiirzt |M]|, ist die
Mdichtigkeitsklasse von M.

Da wir unendliche Mengen bisher nicht ausgeschlossen haben, sprechen
wir nicht von der Anzahl, sondern der Machtigkeit. So ist zum Beispiel

2] =0,
[{Erde}| =1,
|{Sonne, Mond}| = 2,
|{Caesar, Pompeius, Crassus}| = 3,
(. 4,0, O} = 4,
|{ Wasser, Feuer, Erde, Holz, Metall}| =5, . ..

Nun hat der Satz ,,In der taoistischen Tradition gibt es fiinf Elemente“ einen
mathematischen Sinn.

12Das ist nicht ganz befriedigend (weil man dann nicht von der Menge der Kardinalzah-
len sprechen kann), aber fiir diese erste Einfithrung ausreichend.
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2.2 Operationen mit Kardinalzahlen

Wir kommen jetzt zu den Rechenoperationen. Die Addition ldsst sich mit
Hilfe der Vereinigung von Mengen einfiithren. Dabei ist gewisse Vorsicht ge-
boten. Obwohl die Mengen

{a,b,c}, {b,d}
drei bzw. zwei Elemente haben, hat die Vereinigungsmenge
{a,b,c,d}

nur vier Elemente, was wir nicht als Summe von 3 und 2 definieren wollen.
Wir diirfen bei der Definition der Addition nur Mengen betrachten, die kein
gemeinsames Element besitzen. Zwei solche Mengen heiflen elementfremd
oder disjunkt.'® Offensichtlich ist die Menge M genau dann disjunkt zur
Menge N, wenn M NN = Q.

Ein weiteres Problem besteht darin, dass die selbe Kardinalzahl durch ver-
schiedene Mengen dargestellt werden kann. Man muss gewissermaflen sicher-
stellen, dass beim Rechnen mit Stédbchen das selbe Ergebnis herauskommt
wie beim Rechnen mit Fingern.

Satz 9. Sind K, L, M und N Mengen mit der Eigenschaft
K~M und L~N
und ist K disjunkt zu L und ist M disjunkt zu N, so gilt
KUL~MUN.

Beweis. Die Gleichmiéchtigkeit von K und M bedeutet, dass es eine bijektive
Abbildung f : K — M gibt, und wegen der Gleichméchtigkeit von L und
N gibt es eine bijektive Abbildung g : L — N. Wir definieren nun eine
Abbildung

h:KUL— MUN

wie folgt: Ist © € K, so setzen wir h(z) = f(z), ist hingegen x € L, so
setzen wir h(z) = g(z). Da K und L nach Voraussetzung keine gemeinsamen
Elemente haben, geraten diese beiden Vorschriften nicht in Konflikt. Wenn
wir zeigen konnen, dass h bijektiv ist, dann ist der Beweis abgeschlossen.
Zum Beweis der Injektivitat betrachten wir Elemente u # v in K U L.
Liegen beide in K, so ist h(u) = f(u) und h(v) = f(v), aber diese Bilder

13Die Verwendung des lateinischen Wortes disjunkt (deutsch: getrennt) hat nichts mit
der logischen Disjunktion zu tun.
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sind wegen der Injektivitdt von f verschieden. Analog behandelt man den
Fall, dass u und v beide in L liegen. Ist aber v € K und v € L, so gilt
h(u) = f(u) € M und h(v) = g(v) € N, und da M und N disjunkt sind,
folgt auch in diesem Fall h(u) # h(v). Genauso behandelt man den Fall, dass
uw € L und v € K. Wir sehen also, dass h injektiv ist.

Zum Beweis der Surjektivitdt betrachten wir ein beliebiges Element y
von M U N. Dann ist y € M oder y € N. Im ersten Fall gibt es wegen der
Surjektivitit von f ein x € K, so dass f(z) = y, wiahrend es im zweiten Fall
wegen der Surjektivitidt von g ein z € L gibt, so dass g(x) = y. In beiden
Féllen folgt h(z) =y, also ist die Abbildung h surjektiv. O

Definition 14. Sind m und n Kardinalzahlen, so definieren wir ihre Summe,
abgekiirzt m + n, als die Mdchtigkeit von M U N, wobet M und N solche
disjunkten Mengen sind, dass |M|=m und |[N| = n.

Diese Definition erfordert eine Erlauterung. Erstens muss man sicherstel-
len, dass man zu vorgegebenen Kardinalzahlen disjunkte Représentanten M
und N finden kann. Das ist intuitiv klar und kann auch streng begriindet
werden.!* Zweitens muss man sich iiberzeugen, dass man bei anderer Wahl
der Reprisentanten dieselbe Kardinalzahl als Summe erhélt. Das ist aber
gerade der Inhalt von Satz 9.

Die Definition der Addition schliefit den Fall ein, dass einer der Summan-
den gleich Null ist. Wegen M U @ = M gilt

m+0=m (1)

fiir alle Kardinalzahlen m.
Nun kommen wir zu den Rechengesetzen der Addition.

Satz 10. Flir alle Kardinalzahlen m und n gilt das Kommutativgesetz
m-+n=n-+m,
und fir alle Kardinalzahlen [, m und n gilt das Assoziativgesetz
(l+m)+n=1+(m+n).

Beweis. Fiir die erste Behauptung wéhlen wir disjunkte Représentanten M
und N der Kardinalzahlen m und n, d. h. [M| = m, |[N| =nund MNN = .
Nach Satz 2 gilt das Kommutativititsgesetz der Vereinigung

MUN=NUM.

4Hat man zuniichst irgendwelche Repriisentanten M und N, so kann man sie durch die
disjunkten Reprisentanten M x {a} und N x {b} ersetzen.
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Hier haben wir also zwei Beschreibungen der selben Menge, und fiir ihre
Maéchtigkeit gilt

IMUN|=|NUDM|.
Mit der Definition der Addition folgt die erste Behauptung.

Zum Beweis der zweiten wihlen wir Reprasentanten L, M und N fiir die
gegebenen Kardinalzahlen [, m und n. Es geniigt nicht, dass LN M NN = &
ist, sondern wir miissen sie so wéhlen, dass L disjunkt zu M, L disjunkt
zu N und M disjunkt zu NNV ist. Man sagt dann, die Mengen seien paarweise
disjunkt.

Nach Satz 2 gilt das Assoziativgesetz der Vereinigung

(LUMYUN =LU(MUN).

Aus der paarweisen Disjunktheit folgt auch, dass L U M disjunkt zu N und
dass L disjunkt zu M U N ist. Also gilt nach der Definition der Addition

|ILUM]|+ |N|=|L|+ |MUN|.
Eine weitere Anwendung der Definition liefert
(L] + [M]) + [N| = || + ([M] + | N]).
Wegen |L| = I, |M| = m und |N| = n ist das genau unsere Behauptung. [

Als Néchstes wenden wir uns der Multiplikation zu. Um z. B. 3 -2 zu
berechnen, wiirde man zunéchst daran denken, drei disjunkte Zweiermengen
zu vereinigen, z. B. die Mengen {a, b}, {c,d} und {e, f}. Wie aber driickt
man aus, dass es sich um drei Mengen handelt? Die Kardinalzahl 3 haben
wir {iber Dreiermengen definiert, und mit etwas Nachdenken findet man, dass

hier die Dreiermenge
{{a, 0}, {c,d}. {e, f}}

im Spiel ist. In der Tat konnte man das Produkt von Kardinalzahlen m und n
so definieren, dass man eine Menge der Méchtigkeit m wahlt, deren Elemente
ihrerseits Mengen der Méchtigkeit n sind, und all diese Elemente vereinigt.
Dann wére der Beweis der Rechengesetze aber sehr miihsam.

Geschickter ist es, die zu zdhlenden Objekte in einem rechteckigen Schema
anzuordnen:

o O R

b
d
S
Sie fiillen dann die Felder einer Tabelle, und diese Felder entsprechen genau
den Elementen eines Kreuzproduktes. Das bringt uns auf die Idee, das Pro-

dukt von Kardinalzahlen mit Hilfe des Kreuzproduktes ihrer Repréisentanten
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zu definieren. Genau wie bei der Addition muss man sicherstellen, dass das
Ergebnis nicht von der Wahl der Représentanten abhéngt.

Satz 11. Sind K, L, M und N Mengen mit der Figenschaft
K~M und L~ N,

so gilt
K XL~ MXN.

Der Beweis dieses Satzes ist dem von Satz 9 dhnlich (sogar einfacher, da
die Disjunktheit keine Rolle spielt) und ist als Ubungsaufgabe 14 zu bear-
beiten. Er rechtfertigt folgende Definition.

Definition 15. Sind m und n Kardinalzahlen, so definieren wir ihr Produkt,
abgekiirzt m - n, als die Mdchtigkeit von M X N, wober M und N solche
Mengen sind, dass |M|=m und |N| = n.

Man beachte, dass fiir jede Menge M gilt M x @ = @. Also folgt fiir alle
Kardinalzahlen m, dass
m-0=0.

AuBlerdem gibt es eine bijektive Abbildung f : M — M x {a}, namlich
f(x) = (x,a) (vgl. auch Aufgabe 12b). Folglich gilt fiir alle Kardinalzahlen
m, dass

m-1=m.

Zur Herleitung der Rechengesetze der Multiplikation beweisen wir zu-
néchst dhnliche Gesetze fiir das Kreuzprodukt:

Satz 12. Fliir beliebige Mengen M und N gilt
M x N~ N x M,
und fiir beliebige Mengen L, M und N gilt
(LXM)Xx N ~Lx(MxN).
Beweis. Wir definieren eine Abbildung
f:MxN— N x M,

indem wir festlegen

f((zy) = (y,2).
Diese Abbildung ist bijektiv (z. B. weil man leicht eine Umkehrabbildung
angeben kann), und die erste Behauptung folgt.
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Wir definieren eine Abbildung
g: (LXxM)xN—Lx(MxN)
durch die Festlegung

9(((z,9),2)) = (z.(y.2)).

Auch diese Abbildung ist offensichtlich bijektiv, woraus die zweite Behaup-
tung folgt. O]

Oft unterscheidet man nicht zwischen den verschachtelten geordneten
Paaren ((z,y),z) und (z, (y, z)) und schreibt sie als sogenannte Tripel

(z,y, 2).

So bilden z. B. die Koordinaten eines Punktes beziiglich eines Koordinaten-
systems im Raum ein Tripel. Zwei Tripel (r,s,t) und (x,y,2) sind genau
dann gleich, wenn r =z, s =y und ¢t = 2.

Aus Satz 12 ergeben sich die vertrauten Rechengesetze der Multiplikation:

Satz 13. Fiir beliebige Kardinalzahlen m und n gilt das Kommutativgesetz
m-n=mn-m,
und fiir beliebige Kardinalzahlen [, m und n gilt das Assoziativgesetz
(l-m)-n=1-(m-n)
sowie das Distributivgesetz
l-(m+n)=1-m+1-n.

Beweis. Zum Beweis des Kommutativgesetzes wahlen wir Reprédsentanten
M und N der Kardinalzahlen m und n. Nach Satz 12 ist

|[M x N| =|N x M|,

und mit der Definition der Multiplikation folgt hieraus das Kommutativge-
setz.

Zum Beweis des Assoziativgesetzes wihlen wir Reprasentanten L, M und
N von [, m und n. Aus Satz 12 folgt

(L x M) x N|=|Lx (M x N)|.
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Mit der Definition der Multiplikation ergibt sich
|Lx M| -|[N|=|L|- M x Nj
und, durch nochmalige Anwendung,
(IL] - [M]) - [N] = [L[ - (|M] - [N]).

Damit ist das Assoziativgesetz bewiesen. Der Beweis des Distributivgesetzes
ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe. O

Es gibt eine weitere Operation mit Kardinalzahlen, ndmlich das Poten-
zieren. Auch diese ldsst sich mit Hilfe einer Mengenoperation einfiihren.

Definition 16. Die Menge aller Abbildungen von einer Menge M in eine
Menge N bezeichnen wir mit NM.

Ahnlich wie bei den fritheren Mengenoperationen miissen wir nachpriifen, dass sich die
Miéchtigkeit der Potenz nicht &ndert, wenn wir M und N durch gleichméchtige Mengen
ersetzen.

Satz 14. Sind K, L, M und N Mengen mit der Figenschaft
K~M und L~N,

so gilt
LK ~ NM,

Beweis. Die Voraussetzungen besagen, dass es bijektive Abbildungen
p:M—>K und q:L— N

gibt. Mit Ihrer Hilfe kénnen wir jeder Abbildung f : K — L eine Abbildung M — N
zuordnen, ndmlich go fop. (Aufgrund von Satz 4 ist eine Klammersetzung hier {iberfliissig.)
Mit Hilfe der Umkehrabbildungen

r: K —- M und s:N—L

von p und ¢ kénnen wir aber auch jeder Abbildung g : M — N eine Abbildung K — L
zuordnen, ndmlich sogor.

Kommt g wir oben beschrieben von einer Abbildung f : K — L, also g = go f op, so
folgt wegen por =idg und so g =idy, dass

sogor=soqo fopor=idpo foidg = f,

wobei wir Satz 4 angewendet haben. Wir erhalten also die Abbildung f zuriick.

Ordnet man hingegen einer Abbildung g : M — N erst auf die oben beschriebene
Weise eine Abbildung f : K — L und dieser wiederum eine Abbildung M — N zu, so
erhéilt man die Abbildung g zuriick, wie man auf dhnliche Weise nachpriifen kann.

Die oben konstruierten Abbildungen zwischen L* und N sind also die Umkehrab-
bildungen voneinander, und nach Satz 4 sind sie bijektiv. O
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Der Satz rechtfertigt folgende Definition.

Definition 17. Sind m und n Kardinalzahlen, so definieren wir die Potenz n™ als die
Michtigkeit der Menge N™ | wobei M und N Mengen mit |M| =m und |N| = n sind.

Satz 15. Flir beliebige Kardinalzahlen I, m und n gelten die Potenzgesetze

(m . n)l _ ml . nl’ nl+m — nl _nm7 nl.m — (nl)m.
Beweis. Wir wihlen Représentanten L, M und N fiir die Kardinalzahlen [, m und n. Laut
einer Ubungsaufgabegilt

(M x N)E ~ M* x NE,

also
(M x N)¥| = |M" x N*|.

Wir konnen die linke Seite mit Hilfe der Definition der Potenz und die rechte Seite mit
Hilfe der Definition des Produktes umschreiben:

|M x N|'E = | M%) - [N

Nun schreiben wir die linke Seite mit Hilfe der Definition des Produktes und die rechte
Seite mit Hilfe der Definition der Potenz um:

(|M] - [N = [ NI

Dies ist das erste Potenzgesetz.
Zum Beweis des zweiten Potenzgesetzes wahlen wir die Reprisentanten so, dass L und
M disjunkt sind, und definieren eine Abbildung

NEOM — NEx NM,

das heifit, wir ordnen jeder Abbildung f : L UM — N ein geordnetes Paar (g, h) von
Abbildungen g : L — N und h : M — N zu. Wir setzen nédmlich g(z) = f(z) fir
alle z € L, und wir setzen h(z) = f(z) fiir alle x € M. (Man nennt {ibrigens g die
Einschriankung von f auf L und h die Einschrinkung von f auf M.) Umgekehrt definieren
wir eine Abbildung

NE x NM 5 NEOM

das heifit, wir ordnen jedem Paar (g, h) von Abbildungen g : L — N und h: M — N eine
Abbildung f: LUM — N zu. Dazu setzen wir f(z) = g(x), falls x € L, und wir setzen
f(z) = h(x), falls © € M ist. Wegen der Disjunktheit von L und M kommen diese beiden
Vorschriften nicht in Konflikt.

Es ist klar, dass die eben konstruierten Abbildungen zwischen N*VM und N* x NM
die Umkehrabbildungen voneinander sind, sie sind also nach Satz 4 bijektiv. Damit haben
wir bewiesen, dass

NEOM o NE o NM,

Nehmen wir von beiden Seiten der Gleichung die Michtigkeit und wenden wir wie im
ersten Teil des Beweises die Definitionen der Potenz, des Produktes und der Summe an,
so erhalten wir das zweite Potenzgesetz.

Der Beweis des dritten Potenzgesetzes ist Inhalt einer Ubungsaufgabe. O
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Es sei m eine beliebige Kardinalzahl. Wahlen wir einen Représentanten M, so gibt es
genau eine Abbildung @ — M, also gilt

m® = 1.
Ist M nicht leer, so gibt es keine Abbildung M — &, also gilt
m#0 = 0"=0.
Es gibt genau eine Abbildung M — {a}, also gilt
1m =1.

Jedem Element z von M kénnen wir eine Abbildung f : {a} — M zuordnen, indem wir
f(a) = z festlegen. Auf diese Weise erhalten wir eine bijektive Abbildung M — Mfe},

und es folgt

mlzm.

Mit Hilfe der Potenzgesetze finden wir auch, dass

2t =l =,

241 2 1

m
m3=m =m -m =m-m-m

und so weiter.

Wir haben gesehen, dass die Rechengesetze fiir das Produkt von Kardi-
nalzahlen sehr einfach aus den Gesetzen fiir das Kreuzprodukt folgen. Die
auf S. 25 angedeutete alternative Einfiihrung des Produktes als mehrfache
Vereinigung héitte uns die Arbeit sehr erschwert. Trotzdem ist sie fiir An-
wendungen wichtig und wird auch als Zugang in der Schule gew&hlt. Um sie
korrekt zu machen, benotigen wir einen allgemeineren Begriff der Vereini-

gung.

Definition 18. FEs sei M eine Menge von Mengen. Die Vereinigung der
Elemente von M ist die Menge aller Objekte x, fiir die es eine Menge X € M
gibt, so dass x € X. Ist M nicht leer, so ist der Durchschnitt der Elemente
von M ist die Menge aller Objekte x derart, dass fiir jede Menge X € M
qilt x € X.

So ist z. B. die Vereinigung der Elemente von

M = {{a,al7 u},{d,h},{b, d7s}}

gleich der Menge {a,b,d, h, s, u}, und der Durchschnitt der Elemente von M
ist {d}.

Satz 16. Es sei M eine Menge von paarweise disjunkten Mengen, und fiir
jede Menge X € M gelte |X| = n. Wir bezeichnen die Vereinigung der
Elemente von M mit P. Ist |IM| =m, so gilt |P| =m - n.
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Beweis. Wir wéhlen einen Reprédsentanten N fiir die Kardinalzahl n. Fiir jede Menge
X € M koénnen wir nach Voraussetzung eine bijektive Abbildung f : N — X wihlen. Um
die Abhingigkeit der Abbildung f von der Menge X auszudriicken, schreiben wir f(n) =
g(X,n). (Wir sind wie im Beweis von Satz 15 von (PM)M zu PM*¥ iibergegangen.) Es
geniigt zu zeigen, dass g : M X N — P bijektiv ist.

Gilt g(X,n) = g(X’,n’), so ist die linke wie auch die rechte Seite der Gleichung
ein gemeinsames Element von X und X', und wegen der paarweisen Disjunktheit folgt
X = X’. Aus der Injektivitét der fiir X gew#hlten Abbildung f folgt nun n = n’. Somit
ist g injektiv.

Ist y € P, so gibt es nach Definition der Vereinigung ein X € M, so dass y € X,
und wegen der Surjektivitdt der zu X gehorigen Abbildung f gibt es ein n € N, so dass
f(n) =y, das heifit g(X,n) = y. Somit ist g surjektiv. O

2.3 Vergleich von Kardinalzahlen

Zunéchst einige Vorbemerkungen. Wir erinnern uns daran, dass man eine
Menge durch eine Eigenschaft definieren kann, die ihre Elemente charakteri-

siert, wie z. B.
{z | = ist ehrlich}.

Mitunter ist eine Aussageform, die eine Variable x enthélt, nicht fiir alle
Objekte definiert, die man an Stelle von x einsetzen kénnte. So ist z. B.
unklar, ob die Aussageform , z ist ehrlich“ beim Ersetzen von x durch einen
Apfel zu einer wahren oder falschen Aussage wird. Oft ist eine Aussageform
nur fiir die Elemente einer gewissen Menge definiert, wie im gegebenen Fall
fiir die Menge M der Menschen. Diejenigen Elemente von M, die ehrlich sind,
bilden dann eine Teilmenge, die wir so bezeichnen:

{x € M | z ist ehrlich}

(gelesen: Menge aller z in M mit der Eigenschaft .,z ist ehrlich®).

Nun wenden wir uns dem eigentlichen Thema zu. Bisher haben wir nur
definiert, was es heifit, dass zwei Mengen gleichméchtig sind. Sind sie es nicht,
so fragt man sich, welche von beiden mehr Elemente enthélt. Bisher haben
wir aber nicht definiert, was es heifit, dass eine Kardinalzahl gréfler als eine
andere ist.

Definition 19. Wir sagen, dass eine Menge N mdchtiger oder gleichmdchtig
zur Menge M ist, wenn es eine injektive Abbildung von M in N gibt.

Man kann das selbe im Wesentlichen auch {iber den Begriff der Surjekti-
vitdt ausdriicken.

Satz 17. Gibt es eine surjektive Abbildung von g : N — M, so gibt es eine
ingektive Abbildung von f : M — N, die aufSerdem die Eigenschaft gof = idy,
hat. Ist M nicht leer, so gilt auch die Umkehrung.
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Beweis. Angenommen, eine surjektive Abbildung g : N — M ist gegeben.
Dann miissen wir fiir jedes x € M einen Wert f(x) aus der Menge

{ye Ngly) ==}

wahlen. Wegen der Surjektivitéit von g sind diese Mengen nicht leer, man kann
also fiir jedes x einzeln einen Wert f(z) wihlen. Dass dies aber gleichzeitig
fiir alle x moglich ist, kann nicht aus den offensichtlichen Mengenaxiomen
hergeleitet werden, sondern muss als zusétzliches Axiom (das sogenannte
Auswahlaxiom) vorausgesetzt werden. Wir haben es bereits im Beweis von
Satz 16 benutzt.

Die Umkehrung ist Gegenstand der Ubungsaufgabe 19. Ist M leer und N
nicht, so gibt es natiirlich keine Abbildung von N in M. m

Um zu einer Aussage iiber Kardinalzahlen zu kommen, miissen wir zei-
gen, dass sich nichts dndert, wenn wir die vorkommenden Mengen durch
gleichméchtige Mengen ersetzen.

Satz 18. Gilt fir die Mengen K, L, M und N, dass
K~M, und L~ N,

so ist N genau dann mdchtiger oder gleichmdchtig zu M, wenn L mdchtiger
oder gleichmdchtig zu K 1st.

Beweis. Aufgrund unserer Voraussetzungen gibt es bijektive Abbildungen
p: K — M, q: N — L.

Ist N méchtiger oder gleichméchtig zu M, so gibt es eine injektive Abbildung
f M — N. Die Abbildung go fop: K — L ist dann nach Satz 5 eben-
falls injektiv, also ist L méachtiger oder gleichméchtig zu K. Die Umkehrung
beweist man analog mit Hilfe der Umkehrabbildungen von p und g¢. O]

Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt.

Definition 20. Wir sagen, dass die Kardinalzahl m kleiner oder gleich der
Kardinalzahl n ist (abgekiirzt m < n), wenn eine Menge N der Mdchtigkeit
n mdchtiger oder gleichmdchtig zu einer Menge M der Mdchtigkeit m ist.

Man kann ,m < n*“ als Aussageform betrachten, die zwei Variablen m
und n enthélt, an deren Stelle man Kardinalzahlen einsetzen kann. Eine
Aussageform mit zwei Variablen nennt man auch Relation. So gibt es z. B.
die Enthaltenseinsrelation C sowie die Relation ~ der Gleichméchtigkeit fiir
Mengen. Bei < spricht man von der Kleiner-Gleich-Relation fiir Kardinalzah-
len. Folgende Eigenschaften ergeben sich sofort aus fritheren Betrachtungen.
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Folgerung 1. (i) Fir beliebige Kardinalzahlen m gilt m < m. (Reflexi-
vitiit)

(11) Fiir beliebige Kardinalzahlen I, m und n gilt: Wenn I < m und m < n,
dann ist | < n. (Transitivitit)

Aussage (i) ist klar, weil es fiir einen beliebigen Repréisentanten M von
m die identische Abbildung idy, gibt. Aussage (ii) folgt leicht aus Satz 5(i).
Beispiel. Wir konnen jetzt leicht nachpriifen, dass z. B. 3 < 4 gilt. Dazu
wéhlen wir Reprédsentanten, sagen wir M = {Caesar, Pompeius, Crassus}
und N = {&, #, O, $}, und definieren eine injektive Abbildung f : M — N
etwa durch folgende Wertetabelle:

x H Caesar ‘ Pompeius ‘ Crassus

fl@) | & & | O

Die Aussage 4 < 3 ist hingegen falsch. Um das zu beweisen, miissen wir
zeigen, dass es keine injektive Abildung N — M gibt. Im Wesentlichen muss
man dazu alle moglichen Abbildungen durchprobieren. Wir werden spéter
eine einfachere Begriindung kennenlernen.

Definition 21. Wir sagen, dass eine Kardinalzahl m kleiner als eine Kar-
dinalzahl n ist (abgekirzt m < n), wenn m < n, aber m # n ist.

Es gibt eine analoge Relation zwischen Mengen:

Definition 22. Eine Menge L heifst echte Teilmenge der Menge M (ab-
gekiirzt L € M), wenn L eine Teilmenge von M, aber nicht die Menge M
selbst ist.

Auf den ersten Blick konnte man meinen, dass fiir eine echte Teilmenge
L von M auch |L| < |M| gelten miisste, aber das ist falsch! Es kann vor-
kommen, dass eine Menge M gleichméchtig zu einer echten Teilmenge L ist,
mit anderen Worten, dass es eine injektive Abbildung f : M — M gibt,
die nicht surjektiv ist. Stellen wir uns ein gespanntes Gummiband als eine
Strecke vor und bewegen die Endpunkte aufeinander zu, bis das Band gerade
noch straff ist, so hat sich jeder Punkt der Strecke an einen neuen Ort be-
wegt. Die dadurch gegebene Abbildung der Strecke in sich selbst ist injektiv,
aber nicht surjektiv. Das ist allerdings kein Existenzbeweis auf streng logi-
scher Ebene. Die Existenz einer solchen Abbildung ist vielmehr ein Axiom
der Mengenlehre.

Um fiir zwei Mengen M und N nachzupriifen, ob |[M| < |N| gilt, geniigt
es also nicht, eine injektive nichtsurjektive Abbildung M — N oder eine
surjektive nichtinjektive Abbildung N — M zu finden, sondern man muss
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u.a. zeigen, dass es keine injektive Abbildung N — M geben kann oder
dass es keine surjektive Abbildung M — N geben kann. Wenn man alle
Abbildungen auflisten kann, ist das leicht.

Beispiel. Betrachten wir die Menge

M ={a,b,c}.

Die Menge ihrer Teilmengen ist

P = {@,{a},{b},{c},{a, b}, {a,c},{b,c}, {a,b,c}}.

Man kann nachpriifen, dass P méchtiger ist als M, d. h. |[M| < |P|. Ist das
bei allen Mengen so?

Satz 19 (Cantor). Ist M eine beliebige Menge und P die Menge ihrer Teil-
mengen, so ist |M| < |P|.

Beweis. Wir kénnen eine Abbildung F': M — P durch die Festlegung
F(z) = {z} fir alle z € M

definieren. Diese ist offensichtlich injektiv, also |M| < |P|.

Nun sei F eine beliebige Abbildung von M in P. Fiir jedes x € M hat
die Aussage = € F(z) einen Wahrheitswert, da F(z) eine Teilmenge von M
ist. Wir kénnen also die Teilmenge

L={reM|x¢F(x)}

von M bilden, das heifit L. € P. Nun sei u irgend ein Element von M. Wenn
u € F(u) ist, so ist laut Definition v ¢ L, ist hingegen u ¢ F(u), so gilt
u € L. Auf jeden Fall kénnen die Mengen F'(u) und L nicht iibereinstimmen,
das heifit, es gibt kein u € M mit der Eigenschaft F'(u) = L, und somit ist
F nicht surjektiv. Da F': M — P beliebig war, ist |M| # |P)|. O

Die Idee fiir diesen Beweis stammt aus der seit dem griechischen Altertum
bekannten Antinomie vom liigenden Kreter.
Die Kleiner-Gleich-Relation hdngt eng mit der Addition zusammen:

Satz 20. Fir Kardinalzahlen m und n gilt m < n genau dann, wenn es eine
Kardinalzahl 1 gibt, so dass m + 1 =n.

Bewers. Wir wiahlen Repréasentanten M und N der Kardinalzahlen m und n.
Ist m < n, so gibt es eine injektive Abbildung f : M — N. Wir bezeichnen
den Wertebereich von f mit K und setzen L = N\ K. Wegen der Injektivitét
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von f ist M ~ K. Auflerdem gilt N = K U L, und wegen der Disjunktheit
von K und L folgt
|K|+[L] = [N].

Hier ist |K| = m und |N| = n, und wir brauchen nur [ = |L| zu setzen.
Umgekehrt folgt aus der Existenz einer Kardinalzahl [ mit der Eigenschaft
m+1 = n, dass es disjunkte Mengen M und L gibt, so dass |M| =m, |L| =1
und |M U L| = n. Die durch g(z) = = gegebene Abbildung g : M — M U L
ist injektiv, und die Ungleichung m < n folgt. ]

Fiir die Kleiner-Gleich-Relation gelten die folgenden Monotoniegesetze.
Satz 21. Fir alle Kardinalzahlen k, [, m und n gilt:
(i) Wenn k <1 undm <n, dann k+m <[+ n.
(i) Wenn k <l undm <n, dann k-m <1[-n.

Beweis. Der Beweis im Fall der Addition ist eine Ubungsaufgabe.

Fiir den Fall der Multiplikation wéhlen wir Mengen K, L, M und N, so
dass |K| =k, |L| = [, |M| = m und |N| = n. Nach unseren Voraussetzungen
gibt es injektive Abbildungen f : K — L und g : M — N. Wir definieren
eine Abbildung h : K x M — L x N durch

h((z,y)) = (f(2),9(y)).

Wir behaupten, dass h injektiv ist. Angenommen, die geordneten Paare (r, s)
und (¢, u) aus dem Kreuzprodukt K x L werden von h auf das selbe Element
von M x N abgebildet, d. h.

h((r,s)) = h((t,u)).

Nach unserer Definition bedeutet dies, dass

(f(r).9(s)) = (f(t), g(u)).

Zwei geordnete Paare gelten dann als gleich, wenn sie in ihren vorderen
und ihre hinteren Eintrdgen {ibereinstimmen, also ist die letzte Gleichung
dquivalent zu

fry=f@) und  g(s) = g(u).
Wegen der Injektivitidt von f und g folgt hieraus, dass r = ¢t und s = w ist,
das heif3t
(r,s) = (t,u).

Somit ist A injektiv. O]
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Satz 22 (Schroder-Bernstein). Gibt es eine injektive Abbildung von M in N
und eine injektive Abbildung von N in M, so ist M gleichmdchtig zu N .

Bevor wir zum Beweis kommen, vermerken wir:

Folgerung 2. Gelten fiir Kardinalzahlen m und n die beiden Aussagen
m<n und n <m,
50 1St m = n.

Diese Eigenschaft der Kleiner-Gleich-Relation nennt man auch Antisym-
metrie.
Eine weitere Eigenschaft ist die Totalitdt — Fiir beliebige Kardinalzahlen
m und n gilt
m<n oder n<m.

Letzteres mag offensichtlich erscheinen, aber der Beweis ist sehr schwer. Ubli-
cherweise fithrt man ihn erst, nachdem man Ordinalzahlen eingefiihrt hat,
und das Auswahlaxiom spielt dabei eine wichtige Rolle. Erst aus der Anti-
symmetrie und der Totalitét folgt, dass die Aussage m < n die Negation der
Aussage n < m ist (vgl. Aufgabe 22(a))!

Um Satz 22 logisch korrekt zu beweisen, miissen wir Abbildungen f einer Menge M
in sich selbst etwas néher betrachten.

Definition 23. Es sei f eine Abbildung der Menge M in sich selbst und L eine Teilmenge
von M. Wir sagen, L sei abgeschlossen unter der Abbildung f, wenn fiir jedes Element x
von L auch f(x) € L ist. Zur Abkiirzung sagen wir auch, L sei f-abgeschlossen.

Natiirlich ist M selbst f-abgeschlossen. Der Durchschnitt von f-abgeschlossenen Teil-
mengen K und L ist ebenfalls f-abgeschlossen. Fiir jedes Element = dieses Durchschnitts
gilt ndmlich z € K und = € L, also wegen der f-Abgeschlossenheit von K und L auch
f(z) € K und f(x) € L, und das bedeutet f(x) € K N L. Das Gleiche gilt fiir den
Durchschnitt einer beliebigen nichtleeren Menge von Teilmengen von M.

Satz 23. Ist f : M — M wund ist K C M, so gibt es unter allen f-abgeschlossenen
Teilmengen von M, die K enthalten, eine kleinste (genannt der f-Abschluss von K ).

Wenn wir sagen, dass L die kleinste solche Menge ist, dann meinen wir, dass L in
jeder anderen f-abgeschlossenen Teilmenge, die K enthélt, enthalten sein muss. Es ist
nicht offensichtlich, dass es eine solche Menge gibt. Ist z. B. | M| # 1, so gibt es unter den
nichtleeren Teilmengen von M keine kleinste.

Beweis von Satz 23. Essei L der Durchschnitt aller f-abgeschlossenen Teilmengen von M,
die K enthalten. Dieser Durchschnitt existiert, weil M selbst eine von diesen Mengen ist,
und er ist in jeder dieser Mengen enthalten. Er ist, wie wir gesehen haben, f-abgeschlossen,
und offensichtlich enthélt er die Menge K. O
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Mitunter kann man den f-Abschluss einer Teilmenge K praktisch auf die folgende
Weise bestimmen. Fiir jedes ¢ € K muss f(x) zum f-Abschluss gehoren, also fiigt man
diese Elemente zu K hinzu. Ist die entstehende Menge noch nicht f-abgeschlossen, so muss
man das Verfahren wiederholen. Kommt man nach mehreren Wiederholungen zu einer f-
abgeschlossenen Teilmenge, so hat man den f-Abschluss gefunden. Es kann allerdings
vorkommen, dass dieses Verfahren nie zum Ende kommt.

Fiir den Beweis des Satzes von Schroder-Bernstein ben6tigen wir noch einen Hilfs-
satz.!®

Lemma 1. Ist f: M — M eine injektive Abbildung, K eine Teilmenge von M und L ihr
f-Abschluss, so gibt es fiir jedes y € L\ K ein x € L, so dass f(z) =vy.

Beweis. Angenommen, zu einem gegebenen y gibt es kein solches z. Dann ist auch L\ {y}
eine f-abgeschlossene Teilmenge, und wegen y ¢ K enthélt sie die Menge K. Dann ist
aber L nicht mehr die kleinste derartige Menge. Dies widerspricht der Voraussetzung, dass
L der f-Abschluss von K sein soll. Somit war unsere Annahme falsch. O

Beweis von Satz 22. Wir nehmen zunéchst an, dass M und N disjunkt sind, und definie-
ren eine Abbildung h der Menge M U N in sich selbst durch die Festlegung

h(z) = f(x), fallsze M,
h(z) = g(x), fallsz e N.

Wegen der Injektivitdt von f und g und der Disjunktheit von M und N ist auch A in-
jektiv. Wir bezeichnen das Komplement des Wertebereiches von f in N mit K und den
h-Abschluss von K mit L. Nun definieren wir eine Abbildung 7 : M — N wie folgt.

(a) Ist x € M\ L, so setzen wir i(z) = f(z).

(b) Ist hingegen x € M N L, soist x € L\ K, und nach Lemma 1 gibt es ein y € L,
so dass h(y) = x. Aus der Definition von h folgt, dass dann y € N und g(y) = «.
Wegen der Injektivitit von g ist y eindeutig bestimmt, und wir setzen i(z) = y.

Dies ist korrekt, weil M die Vereinigung der disjunkten Mengen M \ L und M N L ist.

Nehmen wir an, dass es Elemente u # v von M gibt, die von i beide auf das selbe
Element y € N abgebildet werden. Es kénnen nicht beide zu L gehoren, denn dann wére
f(w) = f(v) im Widerspruch zur Injektivitéit von f. Es ist auch nicht moglich, dass keines
von beiden zu L gehort, denn dann wire g(y) = v und g(y) = v. Es bleibt nur der Fall,
dass eines von ihnen zu L gehort, sagen wir uw ¢ L, v € L. Dann ist einerseits f(u) =y
und deshalb y ¢ K, andererseits ist g(y) = v, wobei y € L. Nach Lemma 1 gibt es ein
x € L, so dass h(z) = y, und aus der Definition von h folgt, dass z € M und f(z) = y.
Wegen der Injektivitit von f ist dann & = u, also u € L. Das ist ein Widerspruch, also
war unsere Annahme falsch, und 7 ist injektiv.

Zum Beweis der Surjektivitdt betrachten wir ein beleibiges Element y von N. Ist
y € L, so wird das Element ¢(y) durch ¢ auf y abgebildet. Ist hingegen y ¢ L, so ist
auch y ¢ K, also gibt es ein x € M, so dass f(z) = y. Wére x € L, so wire wegen
der h-Abgeschlossenheit von L auch y € L. Das ist ein Widerspruch, also ist ¢ L und
i(z) = y. Somit ist ¢ surjektiv.

15Tn der Tradition von Euklids , Elementen“ bezeichnet man einen Hilfssatz als Lemma
(Mehrzahl Lemmata).
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Unter der Voraussetzung, dass M und N disjunkt sind, haben wir also bewiesen, dass
1 bijektiv ist und somit die Mengen M und N gleichméchtig sind.

Sind M und N nicht disjunkt, dann kénnen wir disjunkte Mengen P und @ finden, so
dass P ~ M und @ ~ N. Wie im Beweis von Satz 18 erhalten wir aus f und g injektive
Abbildungen P — @ sowie @ — P. Nach dem bereits Bewiesenen ist P ~ @, und mit
Satz 7 folgt M ~ N. O
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3 Natiirliche Zahlen

3.1 Endliche Mengen

Wir wollen die FEigenschaft, endlich zu sein, definieren. Die hier gewéhlte Her-
angehensweise geht von der Vorstellung aus, dass man eine endliche Menge
erhélt, wenn man zur leeren Menge mehrmals je ein Element hinzufiigt. Das
darf man aber nur endlich oft tun. Leider ist dies keine Definition, denn in
einer solchen darf der zu definierende Begriff nicht verwendet werden. Wir
fithren zunéchst einen Hilfsbegriff ein.

Definition 24. FEs sei M eine Menge und P die Menge threr Teilmengen.
FEine Teilmenge I von P heifst induktive Menge von Teilmengen in M, wenn
sie folgende Figenschaften hat:

(i) @ €.
(i1) Fiir jedes K € T und a € M ist KU{a} € Z.

Wenn wir schon wiissten, was endlich heifit, so miisste die Menge der
endlichen Teilmengen von M induktiv sein. Leider ist dies im Allgemeinen
nicht die einzige induktive Menge von Teilmengen in M, denn auch die Menge
P ist induktiv. Ist aber die Menge M endlich (was immer das auch heiflen
moge), dann sollte auch jede Teilmenge endlich sein.

Definition 25. Die Menge M heifst endlich, wenn P die einzige induktive
Menge von Teilmengen in M ist.

Eine endliche Menge ist also dadurch charakterisiert, dass eine beliebige
induktive Menge von Teilmengen aus sdmtlichen Teilmengen besteht.

Satz 24. Es sei f : M — N eine Abbildung.
(i) Ist N endlich und f injektiv, so ist M endlich.
(ii) Ist M endlich und f surjektiv, so ist N endlich.
Bevor wir diesen Satz beweisen, ziehen wir eine Folgerung.
Folgerung 3. Fine Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich.

Ist ndmlich M eine Teilmenge von N, so ist die durch f(z) = z fiir alle
x € M definierte Abbildung injektiv.
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Beweis von Satz 2/. (i) Wir beweisen zunéchst die Folgerung, die ja einen
Spezialfall darstellt. Es sei Z induktiv in M. Wir definieren eine Menge J
von Teilmengen von N wie folgt. Sie umfasst alle Elemente von Z sowie alle
Teilmengen von N, die nicht in M enthalten sind, d. h.

J=TU{LCN|L¢Z M}

Wir wollen zeigen, dass J induktiv in N ist. Zunéchst ist offenbar @ € J.
Nunsei L € Jund be N.Ist b ¢ M oder L Z M, so ist LU {b} nicht in M
enthalten, gehort also zu J. Ist hingegen L C M und b € M, so ist L U {b}
ein Element der induktiven Menge Z, also auch von 7.

Damit ist J induktiv in der endlichen Menge N und besteht folglich
aus allen Teilmengen von N. Ist nun K C M, so ist auch K C N, also
K € J, und aus der Definition von J folgt K € Z. Also besteht Z aus allen
Teilmengen von M. Da Z beliebig war, ist M endlich.

Nun kommen wir zum allgemeinen Fall einer injektiven Abbildung f :
M — N. Wir bezeichnen den Wertebereich von f mit M’. Ist nun Z eine
induktive Teilmenge von Mengen in M, so erhalten wir fiir jedes K € Z eine

Teilmenge
K'={f(z) |z € K}

von M’ und diese Teilmengen bilden, weil jedes Element von M’ von der
Form f(x) ist, eine induktive Menge Z’ von Teilmengen in M’. Da M’ nach
dem Bewiesenen endlich ist, gehort jede Teilmenge von M’ zu Z', und wegen
der Injektivitat von f gehort jede Teilmenge von M zu 7.

(ii) Nach Satz 17 gibt es eine injektive Abbildung N — M, und die
Behauptung folgt aus (i). O

Zwischen gleichméchtigen Mengen gibt es bijektive Abbildungen in beiden
Richtungen, und Behauptung (i) zeigt:

Folgerung 4. Ist von zwei gleichmdchtigen Mengen die eine endlich, so auch
die andere.

Nun kénnen wir die Objekte unseres ersten Zahlbereichs einfiihren.

Definition 26. Unter einer natirlichen Zahl verstehen wir eine Kardinal-
zahl, die die Mdchtigkeit einer endlichen Menge ist.

Fiir uns sind Kardinalzahlen ja Méachtigkeitsklassen, und die Folgerung
sagt uns, dass eine natiirliche Zahl als Klasse betrachtet ausschliefilich aus
endlichen Mengen besteht.

Bezeichnen wir die Méchtigkeiten der Mengen M und N in Satz 24 mit
m und n, so erhalten wir:
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Folgerung 5. Gilt fiir eine Kardinalzahl m und eine natirliche Zahl n die
Ungleichung m < n, so ist auch m eine natirliche Zahl.

Wir konnen nun Satz 20 fiir natirliche Zahlen konkretisieren.

Satz 25. Fir natiirliche Zahlen m und n gilt m < n genau dann, wenn es
eine natirliche Zahl | gibt, so dass m +1 =n.

Beweis. Gilt m < n, so gibt es nach Satz 20 eine Kardinalzahl [, so dass
m + | = n ist. Nach Satz 10 ist dann aber auch [ + m = n, und wiederum
mit Satz 20 folgt [ < n. Nun schlieflen wir mit Satz 24, dass [ eine natiirliche
Zahl ist.

Die Umkehrung folgt direkt aus Satz 20. O]

Fiir den niichsten Satz benétigen wir einen Hilfssatz.¢

Lemma 2. Ist M eine endliche Menge und a ein Objekt, so ist M U {a}
endlich.

Beweis. Wir brauchen nur den Fall zu behandeln, dass a ¢ M ist. Es sei J
eine induktive Menge von Teilmengen in M U {a}. Wir betrachten

I={LeJ|a¢L}

Dies ist offensichtlich eine induktive Menge von Teilmengen in der endlichen
Menge M, also die Menge aller Teilmengen von M. Es geniigt zu zeigen, dass
J die Menge aller Teilmengen von M U {a} ist.

Ist irgendeine Teilmenge L von M U {a} gegeben, so betrachten wir die
Teilmenge K = L\ {a} von M. Nach dem Bewiesenen gilt K € Z, also
K € J. Nun gibt es zwei Falle. Ist a ¢ L, so ist L = K also L € J. Ist
hingegen a € L, so ist L = K U {a}, und da J induktiv ist, folgt auch in
diesem Fall L € 7. O

Satz 26. Sind M und N endliche Mengen, so sind auch M UN und M x N
endlich.

Beweis. Wir widmen uns zunéchst der Vereinigung. Es sei J die Menge
derjenigen Teilmengen L von N, fiir die M U L endlich ist. Da M endlich ist,
gilt @€ J.Ist nun L € J und b € N, so ist nach Satz 2

MU(LU{b})=(MUL)U/{b},

und mit Lemma 2 folgt, dass diese Menge endlich ist, d. h. LU {b} € J.
Wir haben gezeigt, dass J induktiv in N ist, und da N endlich ist, folgt
insbesondere N € J.

Der Beweis fiir das Produkt ist dhnlich (Aufgabe 23). O

16Sjehe FufBnote auf S. 37.
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Folgerung 6. Die Summe und das Produkt von natirlichen Zahlen sind
natirliche Zahlen.

Bevor wir ein weiteres Resultat anfiihren, fithren wir einen leicht verstiand-
lichen Begriff ein.

Definition 27. Es seien a und b Elemente einer Menge M. Die Transposi-
tion von a und b in der Menge M ist die Abbildung t: M — M, die gegeben
ist durch die Vorschrift

t(a) =, t(b) = a, t(z) =z firallex e M\ {a,b}.

Es ist offensichtlich, dass eine Transposition ¢ in einer Menge M die Ei-
genschaft

hat und bijektiv ist.

Wir haben eben einige Sétze kennengelernt, mit denen man zeigen kann,
dass gewisse Mengen endlich sind. Den folgenden Satz kann man u. a. fiir
den Nachweis benutzen, dass gewisse Mengen unendlich sind.

Satz 27. Es sei M eine endliche Menge. Eine Abbildung f : M — M ist
genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.

Beweis. Es sei Z die Menge derjenigen Teilmengen K von M, fiir die jede
injektive Abbildung h : K — K auch surjektiv ist. Offensichtlich ist & € 7.
Nun sei K € Z und a € M. Um zu zeigen, dass auch K U{a} € T ist, geniigt
es den Fall a ¢ K zu betrachten.

Sei also g eine injektive Abbildung von K U{a} in sich selbst. Angenom-
men ¢ ist nicht surjektiv. Dann gibt es ein Element b, das nicht im Werte-
bereich von ¢ liegt. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass a = b ist.
Dann konnen wir eine injektive Abbildung h : K — K durch die Festlegung
h(z) = g(z) definieren. Wegen K € 7 ist h surjektiv. Aufgrund der Injekti-
vitdt von g liegt aber g(a) nicht im Wertebereich von h. Dieser Widerspruch
zeigt, dass unsere Annahme falsch war, also muss ¢ surjektiv sein.

Nun kommen wir zum Fall a # b. Wir bezeichnen die Transposition von a
und b in K U{a} mit ¢. Da t bijektiv ist, ist tog nach Satz 5 ebenfalls injektiv,
aber wegen g = t o (t o g) nicht surjektiv. Das Element a gehért nicht zum
Wertebereich von to g, denn aus a = t(g(x)) wiirde bei Anwendung von t auf
beiden Seiten b = g(x) folgen. Wir kénnen also im vorangehenden Argument
g durch to g ersetzen und stoSen wieder auf den erwiinschten Widerspruch.!”

"Fiir fortgeschrittene Leser lisst man den allgemeinen Fall weg und merkt stattdes-
sen nur an, dass man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (abgekiirzt 0.B.d.A.) a = b
annehmen kann.
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Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir eine surjektive Abbildung
f M — M. Nach Satz 17 gibt es eine injektive Abbildung g : M — M,
so dass f o g = idy;. Nach dem bereits Bewiesenen ist g bijektiv, hat also
nach Satz 6 eine Umkehrabbildung &, die ebenfalls bijektiv ist. Nun gilt nach
Satz 4

f="Ffolgok)=(fog)ok=F,
und f ist folglich injektiv. O]

Folgerung 7. Ist N eine echte Teilmenge einer endlichen Menge M, so ist
[NT < [M].

Wire namlich |[N| = |M|, so gébe es eine bijektive Abbildung h : M — N,
und wir erhielten eine Abbildung f : M — M mit dem Wertebereich N durch
die Festlegung f(x) = h(x) fiir alle z € M.

Satz 28. Sind M und N endliche Mengen, so gibt es eine injektive Abbildung
M — N oder eine injektive Abbildung N — M.

Beweis. Es sei Z die Menge derjenigen Teilmengen K von M mit der Eigen-
schaft, dass es eine injektive Abbildung K — N oder eine injektive Abbildung
N — K gibt. Wir wollen zeigen, dass Z induktiv in M ist.

Da es immer eine injektive Abbildung @ — N gibt, ist & € Z. Ange-
nommen, K € Z und a € M. Um zu zeigen, dass K U {a} € T ist, konnen
wir wieder a ¢ K annehmen. Gibt es eine injektive Abbildung N — K, so
gibt es offensichtlich auch eine injektive Abbildung N — K U {a}. Nun be-
trachten wir den Fall, dass es eine injektive Abbildung f : K — N gibt. Ist
diese auch surjektiv, so hat sie nach Satz 6 eine injektive Umkehrabbildung
N — K, und wir sind wieder im ersten Fall. Gibt es hingegen ein Element b
von N, das nicht im Wertebereich von f liegt, so definieren wir eine Abbil-
dung g : K U{a} — N durch die Festlegung g(a) = b und g(z) = f(z) fur
x € K. Dann ist g injektiv.

In jedem Fall erhalten wir also K U {a} € Z. Damit ist Z induktiv in M,
und da M endlich ist, gilt auch M € 7. O

Aus diesem Satz folgt die Totalitdat der Kleiner-Gleich-Relation fiir natiirli-
che Zahlen:

Folgerung 8. Fiir beliebige natiirliche Zahlen m und n qilt m < n oder
n <m.

Wie wir auf S. 36 erwdhnt haben, gilt dies auch fiir die Kleiner-Gleich-
Relation auf den Kardinalzahlen, was wir aber in dieser Vorlesung nicht be-
weisen werden. Immerhin haben wir im Beweis von Satz 28 die Endlichkeit
von N nicht benutzt.
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Die Gesamtheit aller Mengen kann keine Menge sein, sonst kénnte man
die Menge aller Mengen bilden, die nicht Element von sich selbst sind, was
ghnlich wie im Beweis von Satz 19 zu einem Widerspruch fiithren wiirde.
Darum ist zunéchst unklar, ob die Gesamtheit aller Kardinalzahlen bzw.
aller natiirlichen Zahlen eine Menge ist. Man kann aber die Mengenlehre so
entwickeln (was wir hier nicht ausfithren wollen), dass die natiirlichen Zahlen
tatsédchlich eine Menge bilden, fiir die sich die von N. Bourbaki eingefiihrte
Abkiirzung N durchgesetzt hat.®

3.2 Vollstindige Induktion

Enthélt eine Aussageform eine Variable n, so wird sie beim Ersetzen von n
durch ein Objekt zu einer Aussage, nimmt also einen der Werte w oder f an.
Deshalb betrachtet man sie in der Informatik als Funktion mit der Zielmenge
{w, f} und kiirzt sie z. B. durch A(n) ab. Diese Schreibweise ist auch in der
Mathematik iiblich.

In der Logik unterscheidet man zwischen Deduktion (Ableitung einer spe-
ziellen Aussage aus einem allgemeingiiltigen Gesetz) und Induktion (Riick-
schluss auf ein allgemeingiiltiges Gesetz aus bekannten Spezialfillen). Die
Induktion stellt zwar den Haupterkenntnisweg in den Experimentalwissen-
schaften dar (auch wenn sie dort nicht unter diesem Namen erwahnt wird),
aber fiir die Mathematik ist sie wertlos. Trotzdem gibt es eine Beweismetho-
de, bei der die Giiltigkeit einer Aussage, beginnend mit einem Spezialfall,
auf immer mehr Fille (ndmlich natiirliche Zahlen) ausgeweitet wird. Kann
man sie auf diesem Wege fiir alle natiirlichen Zahlen beweisen, so spricht
man von vollstandiger Induktion. Die Methode wird durch folgenden Satz
gerechtfertigt.

Satz 29. Es sei N eine Teilmenge von N mit folgenden Eigenschaften:
(i) 0 € N.
(ii)) Wennn € N ist, so ist auchn+1 € N.
Dann ist N = N.
(Die Zahl n + 1 nennt man bekanntlich den Nachfolger der Zahl n.)

Beweis. Es sei m eine beliebige natiirliche Zahl. Das bedeutet, dass es eine
endliche Menge M gibt, so dass |M| = m. Es sei Z die Menge der Teilmengen
K von M mit der Eigenschaft |K| € N. Wegen der Eigenschaft (i) von N ist
gel.

18 An der Tafel wird das fettgedruckte N meist als N wiedergegeben.
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Nun sei K € Z und a € M. Dann gibt es zwei Fille. Ist a € K, so ist
KU{a} =K eZ Ist a¢ K, so sind K und {a} disjunkt, also

[K U {a}| = [K|+ {a}] = [K| + 1.

Wegen |K| € N folgt aus der Eigenschaft (ii), dass |K U{a}| € N, also auch
in diesem Fall K U {a} € 7 ist.

Wir haben bewiesen, dass Z induktiv ist. Da M endlich ist, ist insbeson-
dere M € Z, also m € N. [l

Folgerung 9. FEine Aussageform A(n) sei fir alle natiirlichen Zahlen n de-
finiert. Gilt die Aussage A(0) und gilt fiir jede natiirliche Zahl ,wenn A(n),
dann A(n+ 1), so gilt A(n) fir alle natiirlichen Zahlen n.

Diese Folgerung kann den Beweis von Aussagen iiber alle natiirlichen
Zahlen erheblich vereinfachen oder iiberhaupt erst ermdéglichen, denn beim
Beweis der Aussage fiir eine bestimmte natiirliche Zahl darf man nun anneh-
men, dass die Aussage bereits fiir den Vorgénger dieser Zahl gilt (wenn es
einen gibt).

Den Beweis der Aussage A(0) nennt man den Induktionsanfang, den Be-
weis der Aussage ,wenn A(n), dann A(n + 1)“ nennt man den Induktions-
schritt. Diesen fithrt man fiir jede einzelne natiirliche Zahl n. Da es un-
endlich viele solche Zahlen gibt, muss man ein Argument finden, dass fiir
jede dieser Zahlen funktioniert. Nichtsdestotrotz héilt man wéahrend des In-
duktionsschritts die Zahl n fest. Die Aussage A(n) nennt man in diesem
Zusammenhang die Induktionsvoraussetzung und die Aussage A(n + 1) die
Induktionsbehauptung.

Mit dieser Methode kann man zahlreiche Aussagen iiber natiirliche Zahlen
beweisen, wie z. B. den folgenden Satz.

Satz 30. Sind m und n # 0 natirliche Zahlen, dann gibt es natirliche Zahlen
q und r, so dass
m=q-n+r und r <n.

Beweis. Wir halten eine beliebige natiirliche Zahl n fest und fithren den
Beweis durch vollstéindige Induktion nach m.
Ist m = 0, so konnen wir ¢ = 0 und r = 0 setzen, denn es gilt

0=0-n4+0 und 0<n,

weil wir n # 0 vorausgesetzt haben. Damit ist der Induktionsanfang abge-
schlossen.
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Nun nehmen wir an, dass es fiir gegebene natiirliche Zahlen m und n # 0
natiirliche Zahlen ¢ und r gibt, so dass

m=q-n+r und r<n.

(Dies ist die Induktionsvoraussetzung.) Wir miissen beweisen, dass dann auch
die Aussage gilt, die man daraus durch Ersetzung von n durch n+1 gewinnt,
also im vorliegenden Fall die Aussage

Es gibt natiirliche Zahlen ¢’ und 7/, so dass

!/

m+l=q -n+7r und 7 <n.

(Dies ist die Induktionsbehauptung.) Wenn uns das gelingt, dann ist der
Beweis auf Grund von Folgerung 9 abgeschlossen.!?
Laut Induktionsvoraussetzung und Assoziativgesetz (Satz 10) gilt

m+l=(gn+r)+l=q-n+(r+1).

Aus r < n folgt laut Aufgabe 26, dass r+1 < n. Nun unterscheiden wir zwei
Falle.

o Ist 7+ 1 #mn,soist r+ 1 < n. Also gilt die Behauptung fiir m + 1,
wenn wir ¢ = ¢ und ' = r + 1 setzen.

o Ist r+1=mn, soist
m+l=qg-n+1-n=(¢+1) n.

Also gilt die Behauptung fiir m + 1, wenn wir ¢ = ¢+ 1 und ' = 0
setzen.

Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen. O]

Man beachte, dass Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehauptung
keine Beweisschritte sind. Es ist allenfalls sinnvoll, sich zu Beginn des In-
duktionsschrittes klarzumachen, was man benutzen darf und was man zu
beweisen hat. Besonders die Gewinnung der Induktionsbehauptung aus der
Induktionsvoraussetzung mittels Ersetzung von n durch n+1 an allen Stellen
ist ndmlich eine hiufige Fehlerquelle.

19Mehr Hilfe kann die Methode der vollstindigen Induktion nicht leisten. Von hier an
muss man wie in jedem Beweis weitere Ideen einbringen.
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3.3 Ordnungen

Ordnungen kommen in vielen praktischen Situationen vor. So gibt es auf
jedem Hiihnerhof eine Hackordnung, und man hat die Buchstaben des Al-
phabets geordnet. Die Aussage ,a (kommt) vor b“ kiirzen wir durch a < b
ab. Ahnlich wie bei der Kleiner-Gleich-Relation ist es niitzlich, auch hier
Gleichheit zuzulassen. So ist z. B. a < a.

Definition 28. Die Aussage x <y sei fiir alle Objekte x und y einer Menge
M definiert. Man nennt < eine Ordnung auf M, wenn fir alle Elemente x,
y und z von M gilt:

(i) x <y oder y <X x. (Totalitdt)
(11) Wenn x <y und y = z, dann x =< z. (Transitivitat)
(i1i)) Wenn x <y und y 2 x, dann x = y. (Antisymmetrie)

Zu jeder Relation gibt es die umgekehrte Relation, die man mit dem
gespiegelten Symbol bezeichnet:

=y bedeutet, dass y = .

Die umgekehrte Relation einer Ordnung ist wieder eine Ordnung. So ist die
GroBer-Gleich-Relation die umgekehrte Relation zur Kleiner-Gleich-Relation.
Verlangt man an Stelle der Totalitdt nur die Eigenschaft

x =X z fiir alle z (Reflexivitét),

so erhélt man den Begriff der Halbordnung. Die Enthaltenseinsrelation C
ist z. B. eine Halbordnung auf der Menge aller Teilmengen einer gegebenen
Menge.

Fiir verschiedene Ordnungen, die in dem selben Kontext auftauchen, soll-
te man verschiedene Symbole verwenden. In der Mathematik kommen u. a.
<, 2 und < als Symbole fiir Ordnungen vor.

Die Ordnung auf dem Alphabet dient bekanntlich zur Ordnung von Ein-
tragen im Worterbuch oder Lexikon. Wir wollen den mathematischen Gehalt
zunéchst im Fall von Hausnummern wie 1, 2, 2a, 2b, 3, ... verstehen. Es han-
delt sich dabei um geordnete Paare aus dem Kreuzprodukt

N x {_,a,b,c,...,z}.

(Zwar kommt die Null als Hausnummer nicht vor, aber es schadet nicht,
sie vorsorglich mit einzubeziehen.) Die Menge N und das Alphabet (in das
wir das Leerzeichen vor allen Buchstaben aufnehmen) haben offensichtliche
Ordnungen.
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Definition 29. Es sei < eine Ordnung auf der Menge M und = eine Ord-
nung auf der Menge N. Wir definieren eine Relation < auf der Menge M x N
(genannt lexikographische Ordnung) wie folgt.

Die Aussage (v,w) < (x,y) bedeutet:

v < x, und wenn v =x, dann w <X y.

Man priift nach (siehe Aufgabe 29) dass dies tatsdchlich eine Ordnung
ist. Die Aussage (v, w) < (z,y) konnte man auch so formulieren:

v <z oder (v=xund w < y).

Dabei tritt allerdings zusétzlich die Relation < auf, wobei v < x bedeutet,
dass v < x und v # x.

Definition 30. Eine Ordnung auf einer Menge M wird Wohlordnung ge-
nannt, wenn jede nichtleere Teilmenge von M ein kleinstes Element beziiglich
dieser Ordnung hat.

Satz 31. Die Kleiner-Gleich-Relation auf der Menge der natirlichen Zahlen
st eine Wohlordnung.

Die Wohlordnung der natiirlichen Zahlen erlaubt eine allgemeinere Art
der vollstédndigen Induktion, bei der man im Induktionsschritt die Giiltig-
keit der Behauptung nicht nur fiir den Vorgénger, sondern fiir alle kleineren
natiirlichen Zahlen benutzen darf. Dazu betrachtet man einfach die Menge
der natiirlichen Zahlen, fiir die die zu beweisende Behauptung nicht gilt. Thr
kleinstes Element hat namlich die Eigenschaft, dass die fragliche Behauptung
fiir alle kleineren Zahlen gilt.

Beweis. Es sei M eine Teilmenge von N ohne kleinstes Element. Wir wol-
len durch vollstindige Induktion beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl n
folgende Aussage gilt:

Fiir jedes Element m von M ist n < m.

Zunéchst betrachten wir n = 0. Laut Definition der Kleiner-Gleich-Relation
gilt 0 < m fiir alle m € M, und es kann nicht 0 = m gelten, weil 0 dann das
kleinste Element von M wére. Damit ist der Induktionsanfang abgeschlossen.

Nun kommen wir zum Induktionsschritt. Betrachten wir also eine natiirli-
che Zahl n, fir die die obige Aussage gilt. Fiir jedes m € M gilt dann nach
Aufgabe 26, dass n+ 1 < m. Wéare n+ 1 ein Element von M, so wére es das
kleinste. Da es dieses nicht gibt, gilt fiir alle m € M auBerdem n + 1 # m,
zusammengefasst also n + 1 < m. Damit ist der Induktionsschritt beendet
und unsere Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
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Sie muss insbesondere auch gelten, wenn n € M ist, aber es gibt keine
Zahl m mit der Eigenschaft m < m. Wir haben somit bewiesen, dass eine
Teilmenge von N ohne kleinstes Element leer sein muss. Die Kontraposition
dieser Aussage ist die Behauptung des Satzes. m

Man kann auch auf der Menge MY eine lexikographische Ordnung < definieren, wenn
eine Ordnung =< auf M und eine Wohlordnung < auf N gegeben sind. Und zwar bedeutet
die Aussage f < g fiir Abbildungen f, g : N — M das Folgende: Es ist f = g oder fir das
kleinste Element & von M mit der Eigenschaft f(x) # g(z) gilt f(x) =< g(z). Es ldsst sich
beweisen, dass dies eine Ordnung ist. Sie gibt das Ordnungsprinzip im Lexikon wieder,
wenn wir Worter wie in der Prisenzaufgabe 6 als Abbildungen von N in ein Alphabet M
interpretieren (bei denen ab einer bestimmten Stelle nur noch Leerzeichen kommen). Wenn
auch =< eine Wohlordnung ist, braucht < trotzdem keine Wohlordnung zu sein. Unter allen
Zeichenketten, die nicht nur aus Leerzeichen bestehen, gibt es keine fritheste, weil man im-
mer noch Leerzeichen voranstellen kann. Auch im Branchentelefonbuch, wo Sonderzeichen
vor Buchstaben kommen, aber Sonderzeichen am Wortanfang oder direkt hintereinander
nicht zugelassen sind, kann man immer weiter nach vorn rutschen, indem man seinem
Firmennamen ein A, gefolgt von dem ersten Sonderzeichen, voranstellt.

Wir wollen noch einen Ausblick auf Ordinalzahlen geben, obwohl sie in dieser Vorle-
sung nicht benutzt werden. Eine Menge M zusammen mit einer Wohlordnung < nennt
man wohlgeordnete Menge. Genaugenommen ist eine wohlgeordnete Menge ein geordne-
tes Paar (M, <). Zwei wohlgeordnete Mengen (M, <) und (N, <) heilen dhnlich, wenn es
eine ordnungstreue bijektive Abbildung f : M — N gibt. (Dabei heifit f ordnungstreu,
wenn fiir beliebige Elemente z, y € M genau dann f(z) =< f(y) gilt, wenn z < y.) Wie
schon bei der Gleichméchtigkeit fassen wir wohlgerodnete Mengen in Ahnlichkeitsklassen
zusammen, und diese Klassen nennt man Ordinalzahlen. So ist z. B. ,,nulltens“ die Klasse
der leeren Menge mit ihrer offensichtlichen Ordnung, und die Ordinalzahl , drittens ist
z. B. die Klasse der Dreiermenge {a, b, c} mit der Ordnung a < b, b < ¢ und (somit) a < c.
Die endlichen Ordinalzahlen entsprechen eineindeutig den endlichen Kardinalzahlen, das
heifit den natiirlichen Zahlen.

Man addiert Ordinalzahlen, indem man disjunkte Représentanten M und N vereinigt
und auf M UN eine Ordnung festlegt, bei der jedes Element von M vor jedem Element von
N kommt, wahrend innerhalb von M und N die urspriinglichen Ordnungen beibehalten
werden. Diese Addition ist nicht kommutativ, wie man am Beispiel M = {x¥}, N = N
sieht. Des Weiteren definiert man die Multiplikation von Ordinalzahlen mit Hilfe der lexi-
kographischen Ordnung, wiahrend man fiir die Potenz eine abgewandelte lexikographische
Ordnung auf der Teilmenge von M? betrachtet, die aus denjenigen f : N — M besteht,
bei denen fiir alle z aufler endlich vielen der Wert f(x) gleich dem Anfangselement von M
ist. Damit eine Wohlordnung entsteht, benutzt man die umgekehrte Ordnung auf N.

Ein Abschnitt einer wohlgeordneten Menge (M, <) ist eine Teilmenge der Form {z €
M | z < y} fiir ein y € M; dieser wird wieder zu einer wohlgeordneten Menge. Die Klassen
der Abschnitte von (M, <) bezeichnet man dann als kleinere Ordinalzahlen als die Klasse
von (M, <). Die so definierte Kleiner-Gleich-Relation fiir Ordinalzahlen ist total, transitiv

und antisymmetrisch.
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3.4 Umkehroperationen

In der Schule wird die Subtraktion eingefiihrt, indem man das Wegnehmen
von Elementen einer Menge betrachtet, was auf den Begriff der Differenz-
menge hinauslauft. Leider léasst sich auf diese Weise die Differenz beliebiger
Kardinalzahlen nicht definieren. Wie wir auf S. 33 gesehen haben, gibt es eine
Menge M, die gleichméchtig zu einer echten Teilmenge NV ist. Nun haben wir

M\ N # &, M\M=o.

Bezeichnen wir |M| = |N| = m, so gibt es also verschiedene Kardinalzahlen,
die als Differenz m — m in Frage kommen!

Fiir natiirliche Zahlen kann so etwas wegen der folgenden Kiirzungsregeln
nicht passieren.

Satz 32. Es seien k, | und n natiirliche Zahlen. Ist
k+n=1[04+n,

so stk =1. Ist

so ist ebenfalls k = 1.
Fiir den Beweis benotigen wir

Lemma 3. Ist n eine Kardinalzahl und M eine Menge, so dass |M| =n+1,
dann ist M nicht leer, und fir jedes Element a von M gilt |M \ {a}| = n.

Beweis. Wir wihlen eine Menge N der Méchtigkeit n und ein Objekt b ¢ N.
Dann ist [N U {b}| = n + 1. Somit gibt es eine bijektive Abbildung f :
NU{b} — M. Wegen f(b) € M ist M # &. Nun gibt es zwei Fille.

Ist f(b) = a, so ist wegen der Injektivitéit f(z) # a fiir alle z € N, und
wir konnen eine Abbildung g : N — M \ {a} durch g(x) = f(x) definieren.
Diese ist offensichtlich bijektiv, und es folgt |N| = | M\ {a}|, was zu beweisen
war.
Ist hingegen f(b) # a, so bezeichnen wir die Transposition von a und f(b)
mit ¢. Dann ist t o f eine bijektive Abbildung, die b auf a abbildet, und die
Behauptung folgt wie im ersten Fall. O]

Beweis von Satz 32. Wir beweisen die erste Behauptung durch vollstéandige
Induktion nach n. Sie gilt offensichtlich fiir n = 0, weil k40 =k und [+0 =
ist. Damit ist der Induktionsanfang abgeschlossen.
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Nun kommen wir zum Induktionsschritt. Nehmen wir also an, dass die
Behauptung des Satzes fiir eine gewisse Zahl n richtig ist. Gilt nun

k+(n+1)=101+(n+1),
also laut Assoziativgesetz
(k+n)+1=(I+n)+1,

so wéhlen wir eine Menge M, so dass |M| = (k + n) + 1. Fiir ein Element
a € M folgt aus Lemma 3 sowohl |M\ {a}| = k+n als auch |M \ {a}| = [+n,
das heifit

E+n=1+n.

Nun folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass k£ = [.
_ Der Beweis der Kiirzungsregel fiir die Multiplikation ist Gegenstand einer
Ubungsaufgabe. n

Der Satz rechtfertigt folgende Definition.

Definition 31. Es seien m und n natirliche Zahlen. Gibt es eine natirliche
Zahl k, so dass n + k = m, so nennt man k die Differenz von m und n,
abgekiirzt m — n. Ist n # 0 und gibt es eine natirliche Zahl k, so dass
n -k =m, so nennt man k den Quotienten von m und n, abgekiirzt*® m : n.

Die Rechenoperationen zur Ermittlung der differenz bzw. des Quotienten
nennt man bekanntlich Subtraktion bzw. Division. Aus Satz 25 erhalten wir:

Folgerung 10. Die Differenz von natirlichen Zahlen m und n existiert ge-
nau dann, wenn m > n ist, und dann gilt m —n < m.

Fiir die Existenz des Quotienten gibt es keine unabhéngige Charakteri-
sierung. Man setzt fest:

Definition 32. FEs seien m und n natirliche Zahlen. Man nennt m ein
Vielfaches von n, wenn es eine natirliche Zahl k gibt, so dass n -k = m.
Man nennt n einen Teiler von m und sagt, m sei durch n teilbar, wenn m
ein Vielfaches von n und auflerdem n # 0 ist. Als Abkiirzung schreibt man
n|m (gelesen ,n teilt m*).

20In englischsprachigen Lindern schreibt man den Quotienten als m <+ n, und das ent-
sprechende Zeichen findet man auch auf den meisten Taschenrechnern.
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Der Quotient m : n existiert also genau dann, wenn n | m. Zahlen, die
durch 2 teilbar sind, nennt man auch gerade Zahlen, alle anderen natiirlichen
Zahlen heiflen ungerade.

Fiir die Subtraktion und die Division gelten neben den offensichtlichen
Folgerungen aus der Definition

m—0=m, m—m =0, m:1=m, m:m=1

weitere Rechengesetze, z. B. die Assoziativgesetze der Subtraktion und der
Division sowie weitere Distributivgesetze.

Satz 33. Es seien [, m und n natirliche Zahlen. Ist n > 1, so gilt
(m+n)—Il=m+ (n—1), m-(n—10)=m-n—m-1.
Ist n durch [ teilbar, so gilt
(m-n):l=m-(n:1).
Sind m und n durch | teilbar, so gilt
(m+n):l=m:l+n:l

Beweis. Wir beweisen das erste dieser Gesetze. Ist n > [, so gibt es nach
Satz 25 eine natiirliche Zahl k, so dass [+k = n. Nach Definition der Differenz
ist nun £ = n — [, und wegen der Kommutativitdt und Distributivitit der
Addition gilt

(m+k)+l=m+k+1)=m+(+k)=m+n.
Daraus folgt nach Definition der Differenz, dass
(m+4+n)—Il=m+k.

Setzen wir hier den Ausdruck fiir k£ ein, so folgt das Assoziativgesetz der
Subtraktion.

Ersetzt man im obigen Beweis iiberall ,+*“ durch ,,-“ und ,,—* durch ,,:*,
so erhdlt man den Beweis des Gesetzes (m-n):l=m-(n:1).
Die anderen Gesetze sind in einer Ubungsaufgabe zu beweisen. [

Um fiir gegebene natiirliche Zahlen m und n # 0 anhand der Defini-
tion festzustellen, ob m durch n teilbar ist, miisste man theoretisch alle
natiirlichen Zahlen k daraufhin priifen, ob k£ - n = m ist. Das ist praktisch
unmoglich. Zum Gliick folgt aus n > 1 nach Satz 21, dass k- n > k, also
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kommen fiir k£ sowieso nur die natiirlichen Zahlen in Frage, die nicht grofer
als m sind.

Man kann sich die Arbeit weiter erleichtern, indem man die Division mit
Rest benutzt. Man subtrahiert dazu die Zahl n so oft von m, wie es geht.
Bleibt kein Rest, so ,,geht die Division auf“. Dass dieses Verfahren immer zum
Ende kommt, wird durch Satz 30 begriindet, den wir jetzt noch verfeinern.

Satz 34. Sind m und n # 0 beliebige natirliche Zahlen, dann gibt es ein-
deutig bestimmte natiirliche Zahlen q und r, so dass

m=q-n+r und r < n.

(Man nennt q den abgerundeten Quotienten und r den Rest bei der Division
von m durch n.)

Bewers. Die Existenz von ¢ und r wurde bereits in Satz 30 bewiesen. Nun zur
Eindeutigkeit. Angenommen, die natiirlichen Zahlen ¢’ und " haben ebenfalls
die Eigenschaften

m=q -n+r und r’ < n.

Dann ist
gn+r=q -n+r

bzw. aufgrund der Kommutativitét
r+q-n=r+q  n.

Wegen der Totalitéit muss ¢ < ¢ oder ¢’ < ¢ sein?!. Es geniigt, den ersten
Fall zu betrachten. Laut Definition der Differenz ist

r=0"+4¢-n)—q-n,
und nach Satz 33 und Kommutativgesetz
r=r'+( -n-qgn)=r+(@-q-n
Angenommen, es ist ¢ — ¢ # 0. Dann wére ¢’ — ¢ > 1, also nach Satz 21
(d—q)-n>1-n, "+ (¢ —q)-n>r+n.

Nach Satz 20 ist ' +n > n, und wegen der Transitivitdt wiirde r > n folgen,
was den Voraussetzungen widerspricht. Also ist die Annahme falsch, und es
muss ¢’ — ¢ = 0 sein. Durch Einsetzen folgt » = r’, und nach Definition der
Differenz ist ¢’ = q. O

21Djese Fallunterscheidung ist geschickter als die nach r und r’.
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3.5 Rekursive Definition

Beispiel. In der Schule wird die Potenz nicht wie in Definition 17 als Anzahl
von Abbildungen eingefiihrt, weil das die Schiiler {iberfordern wiirde. Statt
dessen schreibt man etwa

mkd:efm‘mn..-m,
k Faktoren
wobei m und k natiirliche Zahlen bezeichnen. Die Abkiirzung ,def* {iber
oder unter dem Gleichheitszeichen soll besagen, dass links ein noch undefi-
nierter Ausdruck steht und rechts, was damit gemeint ist.?? Wir werden diese
Schreibweise nicht benutzen, sondern im Text vermerken, wenn es sich um
eine Definition handelt.

Dass die obige Definition der Potenz unbefriedigend ist, merkt man spétes-
tens, wenn man ein Computerprogramm schreiben will, das nach jeder Ein-
gabe von Zahlen m und k die Potenz m”* berechnet. Dann muss man die
Rechenschritte vorgeben, deren Anzahl aber vorher nicht bekannt ist. Zum
Gliick sehen diese Schritte alle gleich aus: Man beginnt mit

m’ =1

und schreitet von einer Potenz zur nachsten immer mit Hilfe der selben For-
mel fort:

mn+1 :mn -m

Diese beiden Gleichungen bilden eine sogenannte rekursive Definition.

Beispiel. Mit der Zahl n! (gelesen ,,n Fakultéit“, auf Englisch ,n factorial®)
ist Folgendes gemeint:
nl'=1-2-3-...-n.

Auch hier ist die Formel unbefriedigend, weil sie fiir n < 3 nicht stimmt und
weil man genauer sagen miisste, was mit den Auslassungspunkten gemeint
ist. Legt man aber fest, dass

ol=1, (n+1)!=nl-(n+1) furalleneN,

so hat man alle Informationen zur Berechnung fiir beliebig grofie n.

Beispiel. Haben sich Kinder im Kreis aufgestellt, so wird beim Aufsagen eines
Abzéhlreims bei einem Kind a begonnen und bei jeder folgende Silbe zum
linken Nachbarn iibergegangen. Nummeriert man die Silben durch, so wird
jeder natiirlichen Zahl n ein Kind zugeordnet.

22 Apgtelle von < wird unter dem Einfluss der Informatik auch := geschrieben.
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In den drei betrachteten Beispielen wird jeweils einer natiirlichen Zahl
nach der anderen ein Element einer gegebenen Menge M zugeordnet. Um von
einer Abbildung g : N — M zu sprechen, muss aber die gesamte Zurodnung
gewissermaflen sofort gegeben sein. Dass diese Abbildung g existiert, folgt
aus

Satz 35 (Rekursionssatz). Es sei f: M — M eine Abbildung einer Menge
in sich selbst. Ist a ein Element von M, so gibt es genau eine Abbildung
g:N —= M, so dass g(0) = a ist und fir alle n € N gilt

g(n+1) = flg(n)). (2)

Beweis. Es geniigt, den Graphen der Abbildung g zu finden. Dazu betrachten wir die
Abbildung A der Menge N x M in sich selbst, die durch

h((n,y)) = (n+1,f(y)

gegeben ist, und bezeichnen den h-Abschluss der Einermenge {(0,a)} mit G.

Es sei K die Menge aller n € N, fiir die es ein y € M gibt, so dass (n,y) € G. Wegen
(0,a) € G ist 0 € K. Wegen der Abgeschlossenheit von G unter h ist mit (n,y) auch
h((n,y)) € G, das heiBt (n+ 1, f(y)) € G und somit n + 1 € K. Also hat K die beiden
Eigenschaften aus Satz 29, und es folgt K = N.

Es sei L die Menge aller n € N, fiir die es nur ein y € M mit der Eigenschaft
(n,y) € G gibt. Ist (0,y) € G\ {(0,a)}, dann gibt es nach Lemma 1 ein (m,z) € G, so
dass h((m,z)) = (0,y), also m + 1 = 0, was unméglich ist. Somit ist 0 € L. Wir wollen
zeigen, dass fiir n € L auch n + 1 € L ist. Angenommen, es gibt ¢t € M und v € M, so
dass (n+1,t) € G und (n + 1,u) € G. Nach Lemma 1 muss es wegen n + 1 # 0 Paare
(k,v) € G und (I,w) € G geben, so dass

(n+1,t) =h((kv)),  (n+1u)=h((lw)),
mit anderen Worten,
n+1l=k+1, t= f(v), n+l=10+1, u= f(w).

Nach Satz 32 ist n = k und n = [, und wegen n € L ist v = w, also t = u. Damit haben
wir bewiesen, dass auch n 4+ 1 € L ist. Somit hat L die beiden Eigenschaften aus Satz 29,
so dass L = N ist.

Die Menge G hat also alle charakteristischen Eigenschaften eines Graphen und definiert
somit eine Abbildung g : N — M. Wegen (0,a) € G ist g(0) = a. Ist nun (n,y) € G, also

y=9(n),
so ist auch (n+ 1, f(y)) € G, also
fy) = g(f(n)).

Setzen wir die eine Gleichung in die andere ein, so folgt die im Satz geforderte Eigenschaft
von g.

Durch Umkehrung des letzten Schlusses sieht man, dass der Graph einer Abbildung g
mit den geforderten Eigenschaften das Paar (0, a) enthalten und abgeschlossen unter h sein
muss. Er muss also G enthalten, kann aber als Graph keine weiteren Punkte enthalten. [
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Will man aus der sogenannten Rekursionsformel (2) eine Formel fiir, sagen
wir, g(100) gewinnen, so muss man schreiben

9(100) = f(g(99)).

Auf der rechten Seite kommt aber wieder die unbekannte Abbildung ¢ vor,
und setzt man dafiir die gegebene Definition ein, so erhélt man

9(100) = f(f(g(98))).

Féhrt man so fort, dann gelangt man schliefllich zu ¢(0), wofiir man den
vorgegebenen Wert a einsetzen kann. Aus diesem Grund spricht man von
einer rekursiven (lat. riicklaufigen) Definition.

Nun wollen wir den Satz auf die eingangs angefiithrten Beispiele anwenden.
Im ersten Beispiel hilt man m fest und betrachtet f(z) = x - m, im dritten
Beispiel ist f(z) der linke Nachbar von z. Im zweiten Beispiel ist der Satz
nicht unmittelbar anwendbar. Man kann aber eine Abbildung f der Menge
N x N in sich selbst durch

flx,n)=(x-(n+1),n+1)

definieren. Der Satz liefert dann die Abbildung g(n) = (n!,n), und man
braucht sie nur noch mit der Abbildung h(z,n) = x zu verketten.

Wenn man wie in der Schule die Potenz rekursiv definiert, muss man
auch die Potenzgesetze unter Benutzung dieser Definition beweisen. Aussagen
itber rekursiv definierte Objekte werden meist durch vollstdndige Induktion
bewiesen.

Beispiel. Wir beweisen das erste Potenzgesetz

(l-m)*=10"-m"

fiir natiirliche Zahlen [, m und n durch vollstdndige Induktion nach n. Es
gilt fiir n = 0, weil alle nullten Potenzen gleich 1 sind. Angenommen, das
Potenzgesetz gilt fiir eine natiirliche Zahl n. Nach Definition ist

(I-m)"™ = (-m)"-(I-m).
Nach Induktionsvoraussetzung ist hier die rechte Seite gleich
"-m"-1-m,

wobei wir die Klammern wegen des Assoziativgesetzes weglassen. Dieser Aus-
druck ist aufgrund des Kommutativgesetzes gleich

"-1-m"-m,
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und laut Definition der Potenz ist dies gleich

ln+1 . mn+1

Wir haben also die Induktionsbehauptung
(l . m)n+1 — ln+1 . mn+1

bewiesen.
Man kann auch Potenzen von Abbildungen f einer Menge M in sich selbst
rekursiv definieren:

10 =idyy, fr = fo f™ fiir allen € N. (3)
Es gelten die Potenzgesetze, ndmlich
fm+n _ fm o ]L‘n7 fmn — (fm)n

Wenn f und g miteinander kommutieren, d. h. wenn fog = go f, so gilt
auch

(fog)"=/f"og"
Die Beweise sind wortliche Kopien der Beweise fiir natiirliche Zahlen unter
Benutzung von Satz 4.

Will man Potenzen einer Menge M definieren, so beginnt man iiblicher-
weise?® bei n = 1:

M'= M, M™M= M" x M fiir alle n € N\ {0}.
Auch hier gelten Potenzgesetze, ndmlich
(M x N)* ~ M" x N", M~ M™ x M™, M™™ ~ (M™)".

Die Beweise sind wieder analog zu denen fiir natiirliche Zahlen und verwen-
den Satz 12. Analog zu Tripeln (z,y, z) definiert man Quadrupel (w, x,y, 2),
Quintupel, Sextupel, Septupel, Oktupel usw., deren Namen man mit lateini-
schen Ordnungszahlwortern bildet, und allgemein spricht man von n-Tupeln.

Héufig reichen die Buchstaben des Alphabets nicht aus, um alle Objekte
in einer mathematischen Argumentation zu bezeichnen. Dann verwendet man
denselben Buchstaben mehrmals und fiigt zur Unterscheidung Indizes?* an.
So kénnte man ein n-Tupel z. B. mit (xq, xs, ..., z,) bezeichnen.

ZMan konnte mit M° eine Einermenge bezeichnen, z. B. {@}.
24Die Mehrzahl des lateinischen Wortes index ist indices.
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Angenommen, wir haben die Variablen z; fiir gewisse Indizes ¢ mit Werten
belegt. Die besagten Indizes bilden eine Teilmenge M von N, und die Werte
gehoren zu einer Menge N. Dann haben wir faktisch jedem Element ¢ von
M ein Element x; von N zugeordnet, also eine Abbildung g : M — N
definiert, ndmlich g(i) = x;. Ist insbesondere M = {m,m+ 1,m +2,...,n}
ein Abschnitt der natiirlichen Zahlen, so bilden die Zahlen z,,, 11, Tma2,
..., x, eine Folge. Wir sehen also, dass man eine Folge auch als Abbildung
verstehen kann. So ldsst sich eine unendliche Folge xg, x1, zo, ... auch als
Abbildung g : N — M interpretieren.

In diesem Sinne kann man Folgen rekursiv definieren (vgl. Aufgabe 35).
Die Folge der Fibonaccizahlen ist wie folgt definiert:

ro=1, x1 =1, xp0=2x,+ 2,y firallen e N.

Um auch dies durch Satz 35 zu rechtfertigen, miisste man z. B. die durch
f(z,y) = (y,z + y) definierte Abbildung der Menge N x N in sich selbst
betrachten und die aus dem Anfangswert (1,1) resultierende Abbildung ¢ :
N — N x N mit der Abbildung h(x,y) = x verketten.

Wir wollen nun Summen- und Produktzeichen einfiithren. In einem Aus-
druck wie z + v+ z, in dem x, y und z natiirliche Zahlen bedeuten, brauchen
wir wegen des Assoziativgesetzes keine Klammern zu setzen. Es ist klar, was
mit einem Ausdruck wie

T7+Tg+ Tg+ ...+ Togs + Tosg
gemeint ist. Wegen der Mehrdeutigkeit der Auslassungspunkte und aus Platz-

griinden benutzt man die Abkiirzung

236

E Ty,
=7

gelesen ,,Summe der x-¢ fiir 4 von 7 bis 236“. Die Variable ¢ nennt man Sum-
mationsindex; hier kann man jede Variable benutzen, die in dieser Summe
nicht anderweitig belegt ist. Es gilt also z. B.

236 236

E xT; = E Ty
=7 r=7

Die Zahlen 7 und 236 nennt man die untere bzw. obere Summationsgrenze.
Genauso kiirzt man Produkte ab, z. B.

84
L1718 *X19 * ... T8g3 * T84 — Hl'j.
j=17
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Das Summenzeichen und das Produktzeichen sind die grofien griechischen
Buchstaben Sigma und Pi.

Ahnlich wie bei Potenz und Fakultit muss eine logisch einwandfreie De-
finition auch hier rekursiv sein. Man definiert also

m n+1 n
in:xm, Zwi: (sz> + 2,41 fiirn >m,

i=m i=m i=m

m n+1 n

H:Bi:xm, HlEi: Ha:z cXpyp  firn > m.
i=m i=m =m

Mitunter verwendet man diese Bezeichnungen auch, wenn m > n ist, in diesem Fall ist

Satz 36. Fir alle natirlichen Zahlen m < n < p und k > 1 gelten die
Assoziativgesetze

n

n n n » »
ZmrkZ%ZZ(xmLyz‘), Zmi+ inzzx“

1=m 1=n+1

und die Substitutionsregeln

n n+k k k—1
g Lit+k = E Ly, E Ti = g Tr—j-
i=m j=m+k =1 7=0

Wenn x; <y, fir alle i mit der Figenschaft m <1i < n ust, dann gilt

n n
DTS D Ui
i=m =m

Es gelten die analogen Aussagen fiir das Produktzeichen sowie das Distribu-

tivgesetz
n n
a- E T = E a- ;.
i=m i=m

Die hier vorkommenden Variablen x; und a bezeichnen natirliche Zahlen.

Beweis. Wir beweisen das zweite Assoziativgesetz fiir das Summenzeichen
durch vollstédndige Induktion nach n beginnend mit n = m + 1, also mit der
Aussage

m m—+41 m—+1
E T; + E T; = E Z;.
=l i=m+1 i=l
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Dies ist nichts anderes als die rekursive Definition, denn die zweite Summe
auf der linken Seite ist nach Definition gleich x,, ;.

Nun nehmen wir an, dass die Behauptung fiir eine Zahl n gilt, und formen
die linke Seite der Induktionsbehauptung mit Hilfe der rekursiven Definition
um:

m n+1 m n
E z; + E XT; = E T; + E Ti+ Tpy1 | -
i=l i=m+1 i=l i=m+1

Aufgrund des Assoziativgesetzes und der Induktionsvoraussetzung ist dies
gleich

m n n
<Z i+ Z xz) + Tpy1 = sz + ZTpt1,
i=l i=m+1 i=l
und durch eine weitere Anwendung der rekursiven Definition wird dies zur
rechten Seite der Induktionsbehauptung.

Nun beweisen wir die zweite Substitutionsregel. Fiir £ = 1 wird sie zur
Behauptung z; = x;. Nun nehmen wir an, dass sie fiir eine Zahl k£ > 1 gilt.
Nach der Definition des Summenzeichens und der Induktionsvoraussetzung
ist

k+1

k k—1
E Ti = E Ti+ Tht1 = E Tk—j + Tpt1.
i=1 i=1 §=0

Wir behaupten, dass der Index k — j gleich (k+ 1) — (j + 1) ist. In der Tat
gilt nach dem Assoziativgesetz der Addition und der Definition der Differenz

k=i)+0G+1)=0(k—-Jj)+Jj)+1=k+1,

und nach der selben Definition folgt die Behauptung. Damit ergibt sich

k—1 k—1
E :l’k—j = E :x(k+1)—(j+1)a
j=0 j=0

und nach der ersten Substitutionsregel (die in einer Ubungsaufgabe zu be-
weisen ist) ist dies gleich
(k—1)+1

Z L(k+1)—j-

j=0+1
(Zum besseren Verstdndnis kénnte man hier die Bezeichnung y; = (11)—;
verwenden.) Fassen wir zusammen, so erhalten wir

k+1 k

k
E Ti = Tpy1 + E T(k+1)—j = E T(k+1)—j>
i=1 j=1 §=0
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wobei wir erst das Kommutativgesetz und im letzten Schritt das erste Asso-
ziativgesetz fiir das Summenzeichen benutzt haben.
Die anderen Behauptungen sind in Ubungsaufgaben zu beweisen. [l

3.6 Stellenwertsysteme

Natiirliche Zahlen kann man einfach dadurch aufzuschreiben, dass man so
viele Striche zeichnet, wie die Zahl angibt. Dies wird iibersichtlicher, wenn
man die Zeichen biindelt, wie es noch heute bei Strichlisten iiblich ist, z. B.

il

Eine platzsparendere Variante haben die Maya erfunden, die die selbe Zahl
so notierten:

Die Wahl der Biindelgrofle ist offenbar durch die Anzahl der Finger einer
Hand motiviert. Nimmt man beide Hénde, so kommt man auf Zehnerbiindel,
aber hier hat man aus Griinden der Ubersichtlichkeit meist neue Zeichen
erfunden, unter anderem in Indien und China. Hier findet man z. B. die
chinesischen Zahlzeichen.

Bei grofien Zahlen ist das Biindeln allein kaum eine Erleichterung, aber
man kann die Biindel wiederum biindeln. Auf dem Rechenbrett wurde die
Anzahl der Biindel durch die Anzahl der Steinchen (lat. calculus, Mz. calculi)
in nebeneinanderliegenden Feldern wiedergegeben: Im rechten Feld die An-
zahl der Einer, links daneben die Anzahl der Biindel, wieder links daneben
die Anzahl der Biindel von Biindeln usw. Die Sumerer bildeten z. B. Zeh-
nerbiindel, fassten je sechs davon zu einem Biindel zusammen, von diesen
wiederum zehn, davon wiederum sechs usw. Daher stammt die Einteilung
der Stunde in 60 Minuten.

In allen Sprachen gibt es spezielle Worter fiir die Biindel, z. B. zehn,
hundert, tausend.?> Im Chinesischen werden Worter allgemein durch je ein
Zeichen notiert, aber fiir diese Zeichen hat man vereinfachte Versionen ein-
gefiithrt. Damit kann man problemlos alle Zahlen kleiner als einhunderttau-
send bezeichnen. Die Maya bildeten auf jeder Ebene Zwanzigerbiindel, deren
Anzahl sie mit Hilfe der Zeichen . bis = notierten. Diese Zeichen werden
mit etwas Abstand untereinander geschrieben, wobei die Einerstelle zuunterst
steht.

2Die Worter Million (VergroBerungsform von mille=tausend), Billion, Trillion, Qua-
drillion usw. haben wir aus dem Franzosischen tibernommen, die dazwischengeschobenen
Stufen Milliarde, Billiarde usw. sind {ibrigens in den USA unbekannt.
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Manche Kulturen (z. B. die babylonische und die chinesische) lieflen oft
die Zeichen fiir die Biindel weg, was natiirlich zu Verwechslungen fiithrte. Nur
drei Kulturen (die sumerisch-babylonische, die indische und die der Maya)
hatten die durchschlagende Idee, ein spezielles Zeichen fiir ein leeres Feld
einzufithren: In Babylon war dies ein blofles Trennzeichen, aber in Indien
bedeutete ein leerer Kreis bereits ,,$unya‘“, das heifit ,,nichts“ bzw. auf latei-
nisch ,nullum®. Die Maya benutzten fiir eine fehlende Stelle das stilisierte
Bild einer leeren Muschel.

Die indischen Zahlen sind iiber Arabien nach Europa gekommen, wobei
sich in der arabischen Welt letztlich die ostarabischen Ziffern durchgesetzt
haben.

ostarabisch: Y Y Y ¢ o0 1Y AN

westarabisch: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Aus der arabischen Ubersetzung ,,sifr* des Wortes ,,$tinya“ entstanden durch
Missverstindnisse die Worte ,,Ziffer und ,,Chiffre®.

In Zahlsystemen mit einer Null braucht man keine Zeichen fiir Biindel
mehr, sondern der Wert eines Zeichens ergibt sich aus seiner Stellung. Dar-
um spricht man von Stellenwertsystemen, und die Biindelgréfie nennt man
Grundzahl. Jede Grundzahl grofler als 1 ist moglich, und dem Wort |, Sys-
tem* wird das entsprechende lateinische?® oder griechische?” Adjektiv voran-

gestellt:

Grundzahl lateinisch grieschisch

2 binér, dual dyadisch

3 ternér triadisch

4 quaternér tetradisch

5 quinar pentadisch

6 senar hexadisch

7 septenér heptadisch

8 oktal oktadisch

9 nonar nonadisch

10 dezimal dekadisch

16 sedezimal?®  hexadekadisch
20 vigesimal ikosadisch
60 sexagesimal hexakontadisch

g g-adisch

26Dje Endungen sind z. T. dem Franzosischen angeglichen.
2"Die Endungen sind dem Deutschen angeglichen.
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Im g-adischen Zahlensystem benétigt man g verschiedene Zeichen, ge-
nannt Ziffern. Fiir Computer ist die Grundzahl zwei besonders geeignet. In
Programmiersprachen benutzt man auch die Grundzahlen zwolf und (friither)
acht.?? Beim Hexadezimalsystem verwendet man zusitzlich zu den Dezimal-
ziffern meist die Ziffern A =10, B=11, ..., F = 15.

Das System der Sumerer ist kein Stellenwertsystem im eigentlichen Sinne.
Man kann es aber als Sexagesimalsystem interpretieren, indem man immer
zwei benachbarte Ziffern zu einem Zeichen zusammenfasst. Ahnliche Systeme
mit unterschiedlichen Biindelgroflen entstehen jedesmal, wenn Einheiten in
eine Anzahl kleinerer Einheiten unterteilt werden, die nicht mit der Grund-
zahl vertraglich ist.

e In heutigen Zeitangaben wie 2:17:48, z. B. im Sport, folgen wir den
Sumerern und teilen die Stunde in sechzig Minuten und die Minute in
sechzig Sekunden ein, wir haben also immer noch zwei Sechserziffern (in
unserem Beispiel 1 und 4). Bei mehrstelligen Stundenangaben benutzen
wir aber nur Dezimalziffern.

e Man kann das Zahlensystem der Maya als gemischtes Stellenwertsys-
tem verstehen, in dem sich Fiinferziffern (notiert durch Punkte) und
Viererziffern (notiert durch Balken) abwechseln. In jeder Zweiergruppe
ist allerdings die Reihenfolge vertauscht.

e Die Maya hatten Monate zu zwanzig Tagen, also achtzehn Mohate im
Jahr (plus fiinf Ungliickstage). Bei der Angabe eines Datums war da-
durch die vorletzte Ziffer eine Achtzehnerziffer.

e Bis 1971 war das Britische Pfund in zwanzig Schillinge unterteilt und
ein Schilling in zwolf Pfennige (pence, abgekiirzt d fiir denarius).

Wir wollen nun untersuchen, wie und warum Stellenwertsysteme funk-
tionieren. Dabei betrachten wir der Einfachheit halber nur reine und keine
gemischten Stellenwertsysteme. Vorab eine Bemerkung. Es hat sich in der
Mathematik eingebiirgert, in Produkten die Zahlen vor den Variablen an-
zuordnen und das Multiplikationszeichen nur zwischen Zahlen zu schreiben.
Letzteres hat zur Folge, dass (im Unterschied zur Informatik) Variablen nur
aus einem Buchstaben bestehen diirfen. Auch wir werden diesem Brauch
folgen.

28Tn der Informatik hat sich das griechisch-lateinische Mischwort hezadezimal durch-
gestzt.
29Dort man macht solche Zahlen z. B. durch ein vorangestelltes 0x bzw. 0 kenntlich.
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Satz 37. Es sei g > 1 eine natiirliche Zahl. Unter einer Ziffer zur Grundzahl
g verstehen wir eine natiirliche Zahl kleiner als g. Zu jeder natiirlichen Zahln
qibt es eindeutig bestimmte Ziffern cy, c1, ..., von denen nur endlich viele*
nicht Null sind, so dass

n:co+clg+02g2+...

Man koénnte die Summe an einer Stelle abbrechen, nach der nur noch Nul-
len folgen. Es ist aber bequemer, sich das Nachdenken dariiber zu ersparen,
an welcher Stelle das genau geschieht. Man notiert Zahlen in Stellenwertsys-
temen durch die Folge ihrer von Null verschiedenen Ziffern, beginnend mit
der Stelle von hochstem Wert. Wenn man will, kann man links beliebig viele
Nullen anfiigen, was man mitunter wegen des einheitlichen Aussehens tut,
z. B. bei Tagesdaten wie 04.12.2008 oder Listeneintrégen wie 007.

Beispiel. Um die im Dezimalsystem geschriebene Zahl 625 ins ternédre System
umzuwandeln, dividieren wir entsprechend Satz 34 fortgesetzt durch 3:

625 =208-3+1

208=69-3+1
69 =23-34+0
23=T7-3+2
7T=2-3+1
2=0-34+2

Setzen wir jeweils eine Zeile in die vorhergehende ein, so erhalten wir3!

625 =((((2-3+1)-3+2)-34+0)-3+1)-3+1
=2.34+1-3*+2-334+0-32+1-3+1.

Die Reste ergeben also die Ternérziffern. Wenn man Zahlen in verschiedenen
Systemen gleichzeitig betrachtet, so muss man sie kenntlich machen, z. B.
durch Anfiigen der tiefgestellten Grundzahl:

625,0 = 2120115

Beweis von Satz 37. Entsprechend den Bemerkungen nach Satz 31 konnen
wir annehmen, dass die Behauptung gilt, wenn wir n durch eine beliebige

30Besser wiire es zu sagen, dass es ein k gibt, so dass ¢; = 0 fiir alle i mit der Eigenschaft
1 > k gilt.

31F{ir praktische Berechnungen ist die erste Zeile zu empfehlen, da sie mit weniger
Multiplikationen auskommt. Man kann sie mit dem Hornerschema iibersichtlich gestalten.
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kleinere natiirliche Zahl ersetzen. Nach Satz 34 gibt es natiirliche Zahlen ¢
und r < g, so dass
=qg+r.

Nach Satz 25 ist n > qg, und nach Satz 21 ist wegen g > 1 auch qg > q.
Aus der Transitivitat folgt n > ¢, und nach Induktionsvoraussetzung gibt es
Ziffern dy, dy, ..., von denen nur endlich viele nicht Null sind, so dass

g=dy+dig+dag®+ ...
Wir erhalten durch Einsetzen und mit Hilfe des Distributivgesetzes
n=r+(dy+dig+deg®+...)g=1r+dog+dig* +dag® + ...
Also gilt die Behauptung auch fiir die Zahl n mit den Ziffern
co=r, c=dy, ca=di, c3=dy,

Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir eine weitere Zifferndarstel-
lung
n=cy+cg+chg®+chg’+...

und setzen
r / ’ 2
q =C +Cg+c39”+ ...

Dann gilt n = ¢'g + ¢}, und nach der Eindeutigkeitsaussage von Satz 34 ist
co = ¢y und ¢ = ¢. Nach Induktionsvoraussetzung sind die Ziffern von ¢
eindeutig bestimmt, also gilt ¢; = ¢, co =), c3 = ¢4, ... ]

Der Gebrauch von Auslassungspunkten in Rechenausdriicken ist nicht ganz einwand-
frei. Strenggenommen hétte man die im Satz behauptete Zifferndarstellung unter Benut-
zung des Summenzeichens schreiben miissen:

k

i

n= § ¢g,
=0

wobei k eine geniigend grofle natiirliche Zahl ist, so dass ¢; = 0 ist fir alle i, die grofler
als k sind. Im Beweis erhéilt man aus der Induktionsvoraussetzung zunéchst die Ziffern-

darstellung
1
q=> d;g,
j=0

wobei [ geniigend grof} ist. Einsetzen ergibt

!
n=r-+ (Zdjgj> g.
§=0
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Mit dem Distributivgesetz und der Substitutionsregel aus Satz 36 folgt

! 141
n=r-+ Zdjng =r+ Zdi—wi,

j=0 i=1
und mit dem Assoziativgesetz aus dem selben Satz erhalten wir schliellich die behauptete

Zifferndarstellung von n.

Um in einem Stellenwertsystem schriftlich zu rechnen, braucht man eine
Additions- und eine Multiplikationstabelle (letztere auch ,kleines Einmal-
eins® genannt). Wir wollen beispielsweise diese Tabellen fiir das Ternérsystem
aufstellen. Die Rechnungen fiihren wir entweder durch Abzéhlen aus (ent-
sprechend den Definitionen 14 und 15), oder wir machen eine Nebenrech-
nung im Dezimalsystem, wie wir es in der Schule (wenn auch ohne strenge
Begriindung) gelernt haben. Dann wandeln das Ergebnis nach dem obigen
Verfahren ins Ternérsystem um. So ist z. B.

14+2=3,=105, 24+2=2.2=14,=11;.

Wir erhalten folgende Tabellen, wobei wir die Zeilen und Spalten fiir die
Ziffer 0 weglassen haben:

+ 1 2 112
11 2 10 111 2
2 (10 11 212 11

Wir haben uns auch erspart, jede Ternérzahl durch eine tiefgestellte 3 zu
kennzeichnen.

Mit Hilfe dieser Tabellen kann man im Ternérsystem schriftlich addieren
und multiplizieren, wie in der Schule gelernt:

221101212
1212202
221101
219211,2,2 0 2
210121112

(Eigentlich gibt es keine allgemeine Methode zur schriftlichen Addition von
mehr als zwei Zahlen. Man kann aber eine Zahl nach der anderen hinzufiigen.)
Wir erhalten somit

2211013 - 2123 = 2101211125.
Durch Riickverwandlung ins Dezimalsystem kann man die Probe machen:

685 - 23 = 15755.
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Fiir die nichste Uberlegung benétigen wir die dritte binomische Formel:
Sie besagt, dass fiir natiirliche Zahlen a > b und n gilt

a"—b" = (a—0b) Z a™ "'t

Der Beweis ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe.
Wie kann man an der Zifferndarstellung zweier natiirlicher Zahlen in ei-
nem Stellenwertsystem erkennen, welche von beiden die kleinere ist?

Satz 38. FEs seien n und n' natirliche Zahlen mit den Ziffernfolgen cqy, ¢y,
Co, . ..und ¢, ¢y, ¢, ... im g-adischen System. Es gilt genau dann n < n/,
wenn es eine natirliche Zahl j gibt, so dass c; # c;, und wenn fir die grofite
solche Zahl j gilt c; < c.

Da wir die Ziffern links mit Nullen auffiillen, benttigen wir keine Fallun-
terscheidung in Abhéngigkeit von der Stellenzahl. Wir erinnern daran, dass
jeweils nur endlich viele Ziffern von Null verschieden sind. Somit ist die Men-
ge der Stellen, an denen sich die Ziffern zweier Zahlen unterscheiden, endlich.
Sind die Zahlen verschieden, so ist diese Menge nach Satz 37 nicht leer und
hat nach Aufgabe 27 ein grofites Element.

Beweis. Es sei n # n’. Dann gibt es also eine grofite natiirliche Zahl j, so
dass ¢; # ¢ ist. Nach dem Assoziativgesetz aus Satz 36 ist

Jj—1 00
=Zci9i+zcigi7
n —chz+2c

wobei wir zwar den Summationsindex i formal bis oo (gelesen ,,unendlich®)
laufen lassen, aber in Wirklichkeit nur endlich viele Summanden von Null
verschieden sind. Fiir alle i gilt ¢; < g — 1 und ¢; > 0, also ¢;¢° < (g — 1)g°
und cg* > 0. Mit Satz 36 folgt

Z g—1 g+zczg,
i=0
> dg
i=j

3\
v
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Ersetzen wir in der dritten binomischen Formel die Zahlen a, b und n durch
g, 1 und j, so erhalten wir

J
(g-1> ¢ =g -1,
=1

was wir nach der zweiten Substitutionsregel aus Satz 36 auch so schreiben
konnen:

j—

(9-1> ¢' =g -1,

1
=0

Mit dem Assoziativgesetz aus dem selben Satz folgt

—_

j_

(g—1)g' =¢’ —1,

Il
o

7

und mit Satz 21 und dem Assoziativgesetz aus Satz 36 folgt

n<g + Zcigi =(c; +1)g’ + Z cig'.
i—j i=j+1

Ist ¢; < ¢}, nach Aufgabe 26 also ¢; +1 < ¢}, so folgt mit Satz 36

(e o] o0
n<dgt > ag =3 dg <,
i=j+1 i=j

also n < n'. Ist hingegen ¢; > ¢/, so zeigt man analog, dass n > n'. O

Die Kleiner-Gleich-Relation auf N entspricht also der abgewandelten lexikographi-
schen Ordnung (im Sinne der Potenzierung von Ordinalzahlen, s. S. 49) auf der Menge
der Ziffernfolgen, wenn wir diese als Abbildungen von N in die Menge {0,1,...,g—1} der
Ziffern auffassen.

Betrachten wir neben dem g-adischen auch das h-adische System, wobei
h eine Potenz von ¢ ist, sagen wir h = ¢*, so konnen aus der g-adischen
Darstellung
n:co+clg+02g2—|—...

einer natiirlichen Zahl leicht die h-adische Darstellung gewinnen. Wir fas-
sen dazu immer k aufeinanderfolgende Terme zusammen und klammern die
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hochstmogliche Potenz von ¢ aus:

n=(co+c19+ 0292 + ...+ ck_lgk_l)

+ (cp + Chy1g + Crpog® + .o cop19" DG

+ (Co + Copr19 + Coprag® + ... + C3k719k71)92k
+

+ (ck + 19 + Clk+292 + ...+ Clk+(k—1)gk71)glk
_|_

Strenggenommen miisste man ein weiteres Gesetz fiir das Summenzeichen benutzen und

schreiben

0o ) 0o k—1 )

docg' =D | D cnrw-ng’ | g"

i=0 1=0 \j=0
Nach einem Potenzgesetz ist ¢'* = h!, und nach der dritten binomischen
Formel ist

i + Clr19 + Cly29” + -+ Clk+(k—1)gk_1
<(g-DA+g+¢+.. +¢dH=¢g"-1<nh,

also eine h-adische Ziffer. Umgekehrt kann man aus der h-adischen Dar-
stellung die g-adische gewinnen, indem man die h-adischen Ziffern im g-
adischen System darstellt und die so gewonnenen Blocke einfach hinterein-
anderschreibt. Das wird in der Informatik fiir ¢ = 2 und h = 8 oder h = 16
angewendet sowie im téglichen Leben fiir ¢ = 10 und h = 1000. So schreibt
man z. B. eine Zahl im Dezimalsystem in der Form?3? 13.527.849 und benennt
beim Vorlesen praktisch ihre Ziffern im Tausendersystem.

3.7 Schriftliche Rechenverfahren

In der Schule macht man sich keine Gedanken, warum die schriftlichen Re-
chenverfahren funktionieren. Wir wollen sie nun begriinden und ansatzweise
verstehen, wie sie als Algorithmen in der arithmetisch-logischen Einheit eines
Prozessors umgesetzt werden koénnen.

Schriftliche Addition

Sind zwei natiirliche Zahlen im g-adischen System gegeben, so kénnen wir
die Ziffern ihrer Summe nicht einfach dadurch ermitteln, dass wir ihre Ziffern

32Im Englischen benutzt man statt der Punkte Kommas.
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Stelle fiir Stelle addieren, weil die dabei entstehenden Zahlen nicht immer
kleiner als g sind. Wir behaupten, dass die Summe zweier Ziffern a und b
im g-adischen System hochstens zweistellig ist, also von der Form ¢+ ug mit
Ziffern ¢ und u, und dass u < 1 ist. Sind a; und b; die Ziffern an der i-ten
Stelle, so ist der Beitrag zur Summe gleich

a;ig' + bigt = cig' +uig™,

der Ubertrag ist also zur (i 4+ 1)ten Stelle hinzuzufiigen. Darum muss man
mit der Einerstelle, also ¢ = 0, beginnen und zu immer héheren Stellen
fortschreiten. Nun miissen wir an einer Stelle aber bereits den Ubertrag u; <
1 von der vorhergehenden Stelle beriicksichtigen und erhalten

ai+bi+tu 1 <(g—-1)+@—-1)+1<1-g+(g—1).

Nach Satz 38 ist die Summe hochstens zweistellig, und es entsteht ein Uber-
trag u; 1 < 1 zur nédchsthoheren Stelle. Wir haben praktisch durch voll-
standige Induktion bewiesen, dass an allen Stellen héchstens der Ubertrag 1
auftreten kann.

Versucht man mehr als zwei Zahlen gleichzeitig zu addieren, so konnen
beliebig groBe Ubertrige mit beleibig vielen Stellen entstehen, und es han-
delt sich dann nicht mehr um einen Algorithmus. Wenn man z. B. versucht,
tausende von einstelligen Zahlen zu addieren, so hat man die Schwierigkeit
durch das schriftliche Verfahren nicht verringert, sondern rechnet praktisch
im Kopf. Der Ausweg, insbesondere fiir den Prozessor eines Computers, be-
steht darin, einen Summanden nach dem anderen zu einem Register zu ad-
dieren, das am Anfang die Zahl 0 und am Ende die Summe enthélt.

Schriftliche Subtraktion

Wir bezeichnen die ite Ziffer des Minuenden m mit q; und die ite Ziffer des
Subtrahenden n mit b;, wobei wir entsprechend Folgerung 10 natiirlich m > n
voraussetzen. Im Fall a; > b; entsteht der Beitrag a;g" — b;g* zur Differenz.
Andernfalls benutzt man die Tatsache, dass sich der Wert des Minuenden
nicht dndert, wenn man seine néchsthéhere Ziffer um eins verringert (was
den Minuenden um ¢**! verringert) und dafiir die Zahl a; um g erhsht. Dies
nennt man die Borgetechnik. Sie versagt aber in dieser einfachen Form, wenn
die zu verringernde Ziffer eine Null ist.

Geschickter ist die Erweiterungstechnik, die darauf beruht, dass eine Ver-
ringerung des Minuenden um ¢! das Selbe bewirkt wie eine Vergréfierung
des Subtrahenden um ¢*+'. Bei Anwendung dieser Technik ist der Ubertrag
also der nédchsthoheren Stelle des Subtrahenden zuzuschlagen. Wir behaup-
ten, dass der Ubertrag hochstens 1 sein kann. An der iten Stelle ist bereits
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ein Ubertrag u; < 1 von der (i — 1)ten Stelle zu beriicksichtigen. Dabei gibt
es zwei Falle.

Ist a; > b; + u;, so erhalten wir als ite Ziffer der Differenz die Zahl
¢; = a;— (b;+u;), die nicht grofler als a;, also kleiner als g ist, und es entsteht
kein neuer Ubertrag, d. h. u;;1 = 0. Dies tritt insbesondere ein, wenn a; > b;
ist. An der hochsten solchen Stelle j entsteht also kein neuer Ubertrag, und
nach Satz 38 stimmen wegen m > n die Ziffern an allen hoheren Stellen
iiberein, so dass ¢; = 0 fiir ¢ > j ist.

Ist hingegen a; < b;+u;, so erhéhen wir a; um g und dafiir die néchsthchere
Stelle des Subtrahenden um 1. Als ite Ziffer der Differenz ergibt sich

¢i = (a;i +g) — (bi +w) = a; + (g — (bi + w;)),

was nach Satz 33 wohldefiniert ist. Aulerdem gilt in diesem Fall a; + g <
g+ (b; +w;), so dass ¢; < g ist; wir erhalten also tatséchlich eine g-adische
Ziffer. In diesem Fall pflanzt sich ein Ubertrag ;11 = 1 zur niichsthéheren
Stelle fort.

Somit funktioniert das schriftliche Subtraktionsverfahren.

Schriftliche Multiplikation

Man zerlegt den zweiten Faktor (den Multiplikator) n in Terme der Form
bj¢’ und benutzt das Distributivgesetz. Damit wird die Multiplikation auf
das Teilproblem zuriickgefiihrt, den ersten Faktor (den Multiplikanden) m
mit einer Zahl der Form bg’ zu multiplizieren. Nach dem Assoziativgesetz
kann man erst mit b und dann mit ¢/ multiplizieren, wobei der zweite Schritt
eine Verschiebung der Ziffern um j Stellen nach links und das Auffiillen der
freigewordenen Stellen mit Nullen bewirkt. Diese Nullen werden im Zwischen-
ergebnis meist nicht mitgeschrieben.

Um nun den Multiplikanden m mit einer Ziffer b des Multiplikators zu
vervielfachen, geht man stellenweise von rechts nach links vor. Wir behaup-
ten, dass die auftretenden Ubertrige kleiner als g — 1 sind. Steht an der iten
Stelle des Multiplikanden die Ziffer a;, so liefert sie den Beitrag a;bg'. Kommt
von der (i — 1)ten Stelle bereits ein Ubertrag u; < g — 1 hinzu, so erhalten
wir

aib+u <(g=1)(g -1+ (g-1)=(9-1yg,

und nach Satz 38 ist a;b + u; = ¢; + w419 mit ¢ < g und w1 < g — 1.
Damit ist unsere Behauptung durch vollstindige Induktion bewiesen, und
somit funktioniert das schriftliche Multiplikationsverfahren.

Bei mehrstelligem Multiplikator miisste man mehrmals verschiedene Uber-
trage an die selbe Stelle des Multiplikanden schreiben. Deshalb behélt man
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die Ubertrige nur im Kopf. AuBerdem sind die Produkte mb;g’ zu addie-
ren. Um einen Algorithmus zu erhalten, muss man eines dieser Produkte
nach dem anderen berechnen und (entsprechend der Schlussbemerkung zur
Addition) zu einem Register hinzufiigen.

Schriftliche Division

Wir wollen eine natiirliche Zahl m mit Rest durch eine natiirliche Zahl n
dividieren, d. h. natiirliche Zahlen ¢ und r mit den Eigenschaften

m=qn-—+r, r<<n

finden, die ja nach Satz 34 existieren. Dazu bestimmt man zunéchst eine
natiirliche Zahl ¢ mit der Eigenschaft
¢ n >m.

Da die Multiplikation mit ¢° eine Verschiebung der g-adischen Stellen be-
wirkt, ist ein solches 7 leicht mit Hilfe von Satz 38 zu finden. (Natiirlich wird
man i moglichst klein wihlen, aber das ist nicht unbedingt notwendig.) Als
Néchstes bestimmt man den abgerundeten Quotienten ¢; und den Rest r; bei
der Division von m durch g'n, d. h.

m = c;g'n+r;, ri < g'n.

Wire ¢; > g, so hiitten wir m > ¢'™'n+r; > ¢"*'n im Widerspruch zur Wahl
von 7. Somit gilt
¢ < g,

das heif}t, ¢; ist eine g-adische Ziffer. Wenden wir das selbe Verfahren auf den
Rest r; an, so kénnen wir wegen r; < g‘n die Zahl 7 durch i — 1 ersetzen und

finden
_ i—1 i1
Ty = Ci—1g N+ Ti-1, ric1<g n.

Setzt man dies rekursiv fort, so kommt man schliellich bei ¢ = 0 an, und
durch Einsetzen findet man
m = (c;g" + ...+ co)n + 1o,
also '
q=c¢qg +...+co, r=r.

Mit diesem Verfahren wird die Division von m durch n auf mehrere Di-
visionen durch Zahlen der Form ng® zuriickgefiihrt. Der Vorteil ist, dass hier
als abgerundete Quotienten nur Werte kleiner als g in Frage kommen. Einen
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besseren Algorithmus als die wiederholte Subtraktion haben wir dafiir aber
nicht. In der Praxis geniigt bei einstelligen Divisoren n die Kenntnis des klei-
nen Einmaleins, bei mehrstelligen Divisoren errét man ¢; durch einen Uber-
schlag, den man mitunter nachbessern muss. Bei Aufgaben wie 85472:17095
bringt das schriftliche Divisionsverfahren iiberhaupt keine Erleichterung im
Vergleich zum Kopfrechnen. Es gibt aber eine Grundzahl, bei der das Ver-
fahren einen wirklichen Algorithmus darstellt, namlich ¢ = 2. In diesem Fall
kommen fiir ¢; nur die Zahlen 0 und 1 in Frage, und die Bestimmung von ¢;
lduft auf einen Vergleich an Hand von Satz 38 hinaus.
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4 Ganze Zahlen

4.1 Operationen mit ganzen Zahlen

Es ist lastig, dass die Subtraktion natiirlicher Zahlen nicht uneingeschrénkt
ausfithrbar ist. Diese Formulierung ist allerdings etwas irrefithrend, weil sie
suggeriert, dass die Subtraktion existiere, wir sie aber nur nicht ausfiihren
kénnten. Gemeint ist, dass es nicht fiir beliebige natiirliche Zahlen m und n
eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl k gibt, so dass n + k = m ist.

Man erweitert den Bereich N der natiirlichen Zahlen zum Bereich Z der
ganzen Zahlen, in dem die bekannten Rechengesetze weiterhin gelten, aber
die Subtraktion uneingeschrinkt ausfiihrbar ist. Die Frage, wie man einen
solchen Zahlbereich konstruiert, wollen wir auf spéater verschieben.

Annahme 1. FEs gibt eine Menge Z mit Operationen Addition und Multi-
plikation, so dass N eine Teilmenge von Z ist und dass die Rechenopera-
tionen fiir ganze Zahlen, wenn wir sie auf natirliche Zahlen anwenden, mit
den friiher betrachteten Operationen tibereinstimmen. Auflerdem gelten fiir
beliebige ganze Zahlen a, b und ¢ die Kommutativ-, Assoziativ- und Distri-
butivgesetze

a+b=>b+a, a-b=">-a,
(a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c), (4)
a-(b+c)=a-b+a-c

Schliefslich gibt es fiir beliebige ganze Zahlen a und b genau eine ganze Zahl d,
so dass
a=>b+d.

Diese Zahl d bezeichnet man dann als Differenz von a und b, abgekiirzt a —b.

Aus den genannten Rechengesetzen folgen automatisch weitere, namlich
die Assoziativ- und Distributivgesetze der Subtraktion:

(a+b)—c=a+(b—c), (a—=b)—c=a—(b+c),

@-Bte=a—(b-c, aG-d=ab-awc O

Der Beweis ist ahnlich wie fiir natiirliche Zahlen, nur einfacher, weil man jetzt
keine Bedingungen fiir die Existenz der Differenzen nachpriifen muss. Zum
Beweis des zweiten Assoziativgesetzes bezeichnen wir (a —b) — ¢ mit d. Dann
ist d nach Definition diejenige Zahl, fiir die gilt a — b = ¢ + d. Dies bedeutet
wiederum nach der Definition der Differenz, dass a = b + (¢ + d). Dann gilt
aber nach Assoziativgesetz der Addition a = (b+ ¢) + d, also wiederum nach
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der Definition der Differenz d = a — (b + ¢), und durch Einsetzen erhalten
wir das Gewiinschte. Ahnlich beweist man die anderen Gesetze.

Mit Hilfe der Kommutativgesetze folgert man schliellich aus den angege-
benen (linken) Distributivgesetzen die rechten Distributivgesetze

(b+c¢)-a=b-a+c-a, (b—c)-a=b-a—c-a. (6)

Wendet man die Rechenoperationen auf Differenzen von ganzen Zahlen
an, so kann man das Ergebnis wieder als Differenz schreiben. Es gilt namlich
fiir beliebige ganze Zahlen a, b, ¢ und d

(a=b)+(c—d)=(a+c)—(b+4d),
(a—b)—(c—d)=(a+d)— (b+c), (7)
(a—b)-(c=d)=(a-c+b-d)—(a-d+0b-c).
Wir fithren erst den Beweis im Fall der Subtraktion: Indem wir nacheinander
das dritte und das zweite Assoziativgesetz der Subtraktion, das Kommuta-

tivitdtsgesetz der Addition, das erste Assoziativitdtsgesetz der Subtraktion
und wieder das Kommutativititsgesetz der Addition anwenden, erhalten wir

(a=b)—(c—=d)=((a—=b)—c)+d=(a—(b+¢))+d
=d+(a—(b+c¢))=(d+a)—(b+c)=(a+d)— (b+c).

Nun kommen wir zum Beweis im Fall der Multiplikation. Nach den Dis-
tributivgesetzen der Subtraktion ist

(a—0b)-(c—d)=(a=b)-c—(a—=b)-d=(a-c—b-¢c)—(a-d—b-d).
Dies ist nach der eben bewiesenen Formel fiir die Subtraktion gleich
(@-c+b-d)—(b-c+a-d),

und durch Anwendung des Kommutativgesetzes folgt die Behauptung.
Der Beweis im Fall der Addition ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe.
Der neue Zahlbereich Z soll nicht unnétig grof sein.

Annahme 2. Jedes Element der Menge Z ist eine Differenz natiirlicher
Zahlen.

Dies ist eigentlich keine einschrinkende Bedingung. Angenommen, wir
haben einen Zahlbereich Z konstruiert, der die Annahme 1 erfiillt. Eine Teil-
menge von Z, die die Menge N enthilt und abgeschlossen®® unter Additi-
on, Multiplikation und Subtraktion ist, erfiillt ebenfalls die Annahme 1 und

33Dieser Begriff der Abgeschlossenheit ist analog zu dem in Definition 23 betrachteten.
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zusitzlich die Annahme 2. Die Rechengesetzen (4.1) zeigen, dass wir dafiir
die Menge aller Differenzen natiirlicher Zahlen nehmen kénnen.
Mit Hilfe von Annahme 2 kénnen wir zeigen, dass fiir alle ganzen Zahlen
a gilt
a+0=a, a—0=a, a-0=0, a-1=a

(und die analogen Gleichungen, die man mit den Kommutativgesetzen erhilt).
In der Tat, wir kénnen a = m — n fiir geeignete natiirliche Zahlen m und n
schreiben, und dann ist

(m—n)+0=m—-(nm—-0)=m-n, (m—n)—0=m—(n+0)=m-—n,

(m—n)-0=m-0—n-0=0, (m—n)-1=m-1—n-1=m—n.

Die Definition der Differenz besagt im Spezialfall a = 0, dass es zu jeder
ganzen Zahl b genau eine ganze Zahl e gibt, so dass b+ e = 0 ist. Man nennt
e die zu b entgegengesetzte Zahl. Laut Definition der Differenz kénnen wir
sie als 0 — b schreiben. Es hat sich eingebiirgert, dafiir die Abkiirzung —b zu
verwenden. Ebenso kann man anstelle von 0+ b auch +b schreiben, was aber
das selbe wie b ist und darum kaum vorkommt.

Wenn wir in den Rechengesetzen (4.1) fiir je zwei Variablen Null einsetzen,
ergeben sich folgende Regeln fiir beliebige ganze Zahlen a, b, ¢ und d:

a+(—d)=a—d, (=b) +c=c—b, (=b) + (—=d) = —(b+d),

a—(—d)=a+d, (=b) —c=—(b+c), (=b) — (—=d) =d -,
—(c—d)=d—c,

a-(—d)=—a-d, (=b)-c=—b-c, (=b)-(—d)=0b-d.

Setzen wir drei Variablen gleich Null, so folgt
—(—d) =d.

Das Minuszeichen in einem Ausdruck —n, wobei n eine natiirliche Zahl ist,
nennt man ein Vorzeichen.3 Da sich die Assoziativgesetze (5) der Subtrak-
tion schwer einpréigen lassen, verwandelt man lieber jede Differenz mit Hilfe
der ersten oben genannten Vorzeichenregel in eine Summe, so dass man nur
noch die Assoziativgesetze der Addition benotigt.

34In mathematikdidaktischen Schriften kommt die irrige Auffassung vor, Vorzeichen sei-
en grundsétzlich von Operationszeichen zu unterscheiden, es werden sogar Bezeichnungen
wie n~ oder ~n vorgeschlagen.
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4.2 Vergleich von ganzen Zahlen

Wir wollen auch fiir ganze Zahlen iiber eine Kleiner-Gleich-Relation verfiigen.
Auch hier verschieben wir den Beweis ihrer Existenz auf spéter.

Annahme 3. Es gibt eine Ordnung auf der Menge der ganzen Zahlen, die
bei Anwendung auf natirliche Zahlen mit der bereits betrachteten Kleiner-
Gleich-Relation tbereinstimmt (weshalb wir sie mit dem selben Symbol <
bezeichnen), so dass das Monotoniegesetz der Addition aus Satz 21 auch fir
ganze Zahlen a, b, ¢ und d gilt, namlich

Wenn a < b und c<d, dann a+c < b+d.

Fiir den Begriff der Ordnung verweisen wir auf Definition 28 und merken
an, dass aus der Totalitdt die Reflexivitit folgt.

Aus der Annahme 3 lassen sich eine Reihe von Folgerungen ableiten. Die
erste ist die Aquivalenz

a—b<c—d <<= a+d<b+ec (8)

Aus der linken Ungleichung und der (nach Reflexivitét giiltigen) Ungleichung
—(c—d) < —(c—d) folgt ndmlich mit Annahme 3, dass (a —b) — (c—d) <0,

nach (4.1) also (a+d) — (b+c¢) < 0, und wiederum mit Annahme 3 die rechte
Ungleichung. Ahnlich zeigt man die Umkehrung.

Folgerung 11. Fiir ganze Zahlen a und b gilt genau dann a < b, wenn
—b < —a gqilt, und genau dann, wenn es eine natirliche Zahl p gibt, so dass

a+p=>.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich, wenn wir in (8) @ und ¢ gleich Null
setzen und dann d durch a ersetzen.

Die Aussage 0 < p gilt fiir alle Kardinalzahlen p, insbesondere fiir alle
natiirlichen Zahlen p. Mit Annahme 3 folgt daraus a < a+p. Zum Beweis der
Umkehrung schreiben wir a = k£ — [ und b = m — n mit natiirlichen Zahlen
k, I, m und n, was nach Annahme 2 mdoglich ist. Aus

a<b

folgt nach (8)
E+n<Il+m.

Laut Satz 25 existiert eine natiirliche Zahl p, so dass
(k4+n)+p=1+m.
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Mit den Rechengesetzen fiir ganze Zahlen und der Definition der Differenz
erhalten wir
(p+k)+n)—(m+1)=0

und mit (4.1) schliefllich

(p+k)—1) — (m—n) =0.

Wiederum mit der Definition der Differenz und einem Assoziativgesetz der
Subtraktion ergibt sich
p+(k—1)=m—n. O

Die zweite Aussage von Folgerung 11 ist sogar im Fall a = 0 interessant:

Folgerung 12. Fine ganze Zahl ist genau dann eine natirliche Zahl, wenn
sie grofler oder gleich Null ist.

Wenden wir die erste Aussage von Folgerung 11 auf die Zahlen a und 0
an, so erhalten wir mit der Totalitét:

Folgerung 13. Eine ganze Zahl ist eine natiirliche Zahl oder die entgegen-
gesetzte Zahl einer natirlichen Zahl.

Wegen der Antisymmetrie konnen nur fiir die Zahl Null beide Fille gleich-
zeitig eintreten.

Folgerung 14. Fiir beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen a und b
gilt a-b# 0.

Dies ist offensichtlich fiir von Null verschiedene natiirliche Zahlen a = m
und b = n, denn aus m > 1 und n > 1 folgt nach Satz 21, dass m-n > 1-1.
Die anderen nach Folgerung 13 mdoglichen Fille

a=—m und b = n,
a=mund b = —n,
a=-mund b= —n

behandelt man mit Hilfe der Vorzeichenregeln fiir die Multiplikation.
Die letzte Folgerung ist dquivalent zu ihrer Kontraposition, ndmlich:

Folgerung 15. Gilt a - b = 0 fiir ganze Zahlen a und b, so ist a = 0 oder
b=0.
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Es gibt also keine von Null verschiedenen ganzen Zahlen a und b, so dass
a-b =0 ist. Aus diesem Grunde sagt man, dass es unter den ganzen Zahlen
keine Nullteiler gibt.

Fiir die Addition ganzer Zahlen braucht man keine Kiirzungsregel wie
in Satz 32, denn aus a + ¢ = b+ ¢ folgt (a + ¢) —c = (b+ ¢) — ¢, woraus
man mit Hilfe von (5) leicht die Aussage a = b folgert. Hingegen gibt es eine
Kiirzungsregel fiir die Multiplikation ganzer Zahlen.

Folgerung 16. Gilt a-c = b-c fiir ganze Zahlen a, b und ¢, wobei ¢ # 0, so
1st a = b.

Nach Folgerung 15 folgt aus (a — b) - ¢ = 0 némlich a — b = 0, und nach
Definition der Differenz ist dies gleichbedeutend mit der Behauptung.

In der Annahme 3 haben wir das Monotoniegesetz der Multiplikation aus
Satz 21 nicht erwéhnt, weil es leider nicht in vollem Umfang fiir ganze Zahlen
gilt.

Folgerung 17. Fiir beliebige natiirliche Zahlen m und ganze Zahlen c, d gilt:
Wenn ¢ <d, dannm-c <m-d.

Der Beweis ist Gegenstand von Aufgabe 47.

4.3 Konstruktion der ganzen Zahlen

Wir wissen noch nicht, ob die Annahmen 1 und 2 aus Abschnitt 4.1 richtig
sind. Nehmen wir noch fiir einen Augenblick an, das sei der Fall. Dann ist
die durch

flm,n)=m—n

definierte Abbildung f : NxN — Z surjektiv. Um festzustellen, ob f injektiv
ist, betrachten wir Paare (k,l) und (m,n) von natiirlichen Zahlen mit der
Eigenschaft f(k,l) = f(m,n), das heifit

k—l=m—n.
Nach Definition der Differenz und nach den Rechengesetzen folgt
k=l+(m-—n)=(I+m)—n,

also

k4+n=101+m. 9)
Da wir die Umformungen auch in umgekehrter Reihenfolge vornehmen kon-
nen, ist die Bedingung (9) dquivalent zu f(k,l) = f(m,n). Man findet leicht
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Beispiele fiir verschiedene Paare natiirlicher Zahlen mit dieser Eigenschaft,
etwa (0,0) und (1,1), also ist f nicht injektiv. Fiir jedes Element a von Z
haben wir die Menge

{(m,n) € N x N | f(m,n) = a}, (10)

die wegen der Surjektivitdt von f nicht leer ist.
Wenn wir auf der Menge N x N die Relation der Differenzengleichheit,
abgekiirzt®® ~, dadurch definieren, dass

(k,1) ~ (m,n), wenn f(k,l) = f(m,n),

S0 ist ~ eine Aquivalenzrelation, d. h. sie ist reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv. Mit dem Analogon von Satz 8 folgt daraus, dass die Menge N x
N in Aquivalenzklassen zerfillt, und diese sind genau die Mengen in (10).
Gliicklicherweise kénnen wir die Relation ~ mittels (9) und die Rechenope-
rationen mittels (7) beschreiben, ohne die gesuchte Menge Z zu benutzen.

Damit konnen wir den unsicheren Boden der Annahmen verlassen und
mit der Konstruktion der ganzen Zahlen beginnen.

Definition 33. Wir definieren die Relation der Differenzengleichheit, ab-
gekiirzt ~, auf der Menge N x N wie folgt:

(k,1) ~ (m,n) genau dann, wenn k +mn =1+ m.

Wir definieren Operationen + und - auf N x N wie folgt:

(k, 1) 4+ (m,n) = (k+m,l+n),
(k,0)-(m,n)=(k-m+1-nk-n+1-m).

Satz 39. (i) Die Relation ~ auf N x N ist eine Aquivalenzrelation.
it) Ist (k1) ~ (KE',l") und (m,n) ~ (m',n’), so gilt
(ii) g
(k1) + (m,n) ~ (K, ') + (m',n),
(k, 1) - (m,n) ~ (K" - (m',n).

Beweis. (i) Die Relation ~ ist reflexiv, denn die Bedingung (m,n) ~ (m,n)
bedeutet nach Definition, dass m+n = n+m, was wegen der Kommutativitit
der Addition erfiillt ist.

Die Relation ~ ist symmetrisch, d. h.

35Da dies eine Relation zwischen geordneten Paaren ist, wihrend die Gleichmiichtigkeit
eine Relation zwischen Mengen war, ist trotz Verwendung des selben Symbols keine Ver-
wechslung zu befiirchten.
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wenn (k,[) ~ (m,n), dann (m,n) ~ (k,1),
denn nach dem Kommutativitatsgesetz der Addition gilt

wenn k+n=[0+m,dann m+1[{=n+ k.
Die Relation ~ ist transitiv, d. h.

wenn (k,l) ~ (m,n) und (m,n) ~ (p,q), dann (k,1) ~ (p,q).
Diese Aussage bedeutet:

Wenn k+n=0+mund m+qg=n+p, dann k+q =10+ p.

Es ist nicht leicht, dies unmittelbar zu beweisen. Aus kK +n = [ + m und
m + q = n + p folgt zundchst einmal, dass

(k+n)+(m+q)={+m)+ (n+Dp).

Mit Hilfe der Rechengesetze der Addition (Satz 10) kénnen wir beide Seiten
umformen und erhalten

(k+q)+ (m+n)=(+p)+ (m+n),

und nach der Kiirzungsregel (Satz 32) folgt nun die Behauptung.
(i) Es sei (k,l) ~ (K',1") und (m,n) ~ (m/,n’), das heifit

E+U=1+F, m+n =n+m.
Wir miissen nachpriifen, dass die geordneten Paare
(k, 1) + (m,n) und (K1) + (m/,n'),

das heifit
(k+m,l+n) und (K'+m' '+ n'),

differenzengleich sind. Mit anderen Worten, wir miissen zeigen, dass
(k4+m)+ " +n)=(U+n)+ (K +m).

Dazu addieren wir die gegebenen Gleichungen und erhalten
(k+1)+(m+n)=10+k)+ (n+m),

Daraus folgt das Gewiinschte mit Hilfe der Rechengesetze der Addition natiir-
licher Zahlen. )

Der Beweis fiir die Multiplikation ist Gegenstand der Ubungsaufgabe 49.

O
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Nun kénnen wir die ganzen Zahlen definieren. Bei Vorliegen einer Aquiva-
lenzrelation auf einer Menge zerfillt diese Menge in Aquivalenzklassen. Der
Beweis ist ganz &hnlich zu dem von Satz 8. Anstatt nun jeder Aquivalenz-
klasse eine ganze Zahl zuzuordnen, die man sich ja irgendwoher beschaffen
miisste, deklarieren wir einfach die Klassen selbst als ganze Zahlen.

Definition 34. Fine ganze Zahl ist eine Aquivalenzklasse von geordneten
Paaren natiirlicher Zahlen beziiglich der Relation der Differenzengleichheit.
Die Menge der ganzen Zahlen bezeichnen wir mit Z, die Klasse eines ge-
ordneten Paares (m,n) natirlicher Zahlen bezeichnen wir mit [m,n|. Wir
definieren die Addition und die Multiplikation ganzer Zahlen durch

[k, 0] 4 [m,n] = [k +m,l +n],
k- m,n]=[k-m+1-nk-n+l-ml.

Der vorangehende Satz zeigt, dass diese Definition korrekt ist. Nun kénnen
wir auch die Rechengesetze beweisen.

Satz 40. (i) Fir beliebige ganze Zahlen a, b und ¢ gelten die Rechengeset-
ze (4).

(i1) Die Subtraktion ganzer Zahlen ist uneingeschrinkt ausfihrbar.

(i1i) Die Abbildung i : N — Z, die durch i(n) = [n,0] gegeben ist, ist
ingektiv, und fir alle natiirlichen Zahlen m, n gilt

i(m+n) =i(m)+i(n), i(m-n)=1i(m)-i(n).

Beweis. (1) Wir beweisen zum Beispiel das Assoziativgesetz der Multiplika-
tion. Es sei a = [k, (], b = [m,n] und ¢ = [p, q]. Dann ist nach Definition

(a-b)-c= (k1] -[m,n])-[p,q = [km + In,kn + Im] - [p, q|
= [(km + In)p+ (kn + Im)q, (km + In)q + (kn + Ilm)p]
und
a-(b-c)=[k1]-(Im,n]-[p,q]) = [k,1] - [mp + ng, mq + np|
= [k(mp + nq) + l[(mq + np), k(mq + np) + [(mp + ng)].

Mit Hilfe der Rechengesetze fiir natiirliche Zahlen konnen wir priifen, dass
nicht nur die Aquivalenzklassen, sondern sogar die geordneten Paare selbst
gleich sind:

(km + In)p + (kn + Im)q = (kmp + Inp) + (kng + Imq)
= (kmp + knq) + (Inp + lmq) = k(mp + nq) + l(mgq + np),
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und fiir die zweiten Komponenten priift man es auf dhnliche Weise.

Ahnlich beweist man die anderen Rechengesetze.

(il) Wir miissen zeigen, dass es fiir beliebige ganze Zahlen a = [k, ] und
b = [m,n| genau eine ganze Zahl d = [r,s| gibt, so dass a = b + d. Dies
bedeutet laut Definition der Addition, dass [k,1] = [m + r,n + s|, und nach
Definition der ganzen Zahlen, dass k + (n + s) = [ 4+ (m + r). Nach den
Rechengesetzen der natiirlichen Zahlen ist das gleichbedeutend mit r + (I +
m) = s + (k + n), also nach Definition der ganzen Zahlen mit [r, s] = [k +
n,l + m]. Es gibt somit genau eine Losung, ndmlich d = [k 4+ n,[ + m].

(iii) Ist i(m) = i(n) fiir natiirliche Zahlen m und n, so bedeutet dies
(m,0) ~ (n,0), also m + 0 = n + 0 und somit m = n. Folglich ist 7 injektiv.
Laut Defintion gilt

[m, 0] + [n,0] = [m +n,0+4 0] = [m+n,0],
[m,0]-[n,0]=[m-n+0-0,m-04+0-n]=[m-n,0],

und hieraus folgen die anderen Behauptungen. O]

Der Satz beweist unsere Annahme 1 mit Ausnahme der Aussage N C Z.
Allerdings bietet die Aussage (iii) des Satzes einen hinreichenden Ersatz,
worauf wir spater noch zuriickkommen.

Zunéchst miissen wir noch eine Ordnung auf Z einfiihren, die der An-
nahme 3 geniigt. Zur Motivation nehmen wir fiir einen Augenblick an, all
unsere Annahmen wéren erfiillt. Da sich ganze Zahlen dann als Differenzen
natiirlicher Zahlen darstellen lassen, geht es um Aussagen der Form

k—I1<m-—n,

wobei k, [, m und n natiirliche Zahlen sind. Diese Aussage wére dann aber
nach (8) dquivalent zur Ungleichung

E+n<Il+m,

in der nur natiirliche Zahlen vorkommen. Wir konnen also die letztere Un-
gleichung zur Definition der Kleiner-Gleich-Relation auf ganzen Zahlen be-
nutzen, vorausgesetzt, ihre Giiltigkeit héngt nicht von der Wahl von Re-
prasentanten ab.

Satz 41. Es seien k, [, m, n, k', I', m' und n’ natiirliche Zahlen.
Ist (k1) ~ (K',1") und (m,n) ~ (m/,n’), so gilt

genau dann  k+n <Il+m, wenn k +n' <I'+m'.
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Beweis. Die Differenzengleichheit (k, 1) ~ (k’,l") bedeutet
k+1U=1+F.
Angenommen, es gilt die Ungleichung
k+n<l+m.

Um obige Gleichheit darauf anwenden zu kénnen, benutzen wir Satz 21 und
erhalten die Ungleichung

k+n+l <l+m+1,

wobei wir die Klammern wegen des Assoziativgesetzes weglassen koénnen.
Durch Einsetzen erhalten wir

I+ K +n<l+m+l,
und mit der Kiirzungsregel aus Aufgabe 31(a) folgt
n+k <m+1.
Aus der urspriinglichen Ungleichung folgt also diejenige mit (k’,1") an Stelle
von (k,1).
Die Relation (m,n) ~ (m/,n’) bedeutet
m+n'=n+m'.

Um mit ihrer Hilfe auch (m,n) durch (m’,n’) zu ersetzen, wenden wir wie-
derum Satz 21 an und erhalten

n+k+n<m+0U+n.

Einsetzen ergibt
n+k'+n <n+m+10,

und mit der Kiirzungsregel folgt
E+n <U+m.

Die Umkehrung beweist man analog oder fiihrt sie durch Vertauschung
der Bezeichnungen mit und ohne Strich auf das bereits Bewiesene zuriick. [

Der Satz rechtfertigt die folgende Definition.
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Definition 35. Wir definieren eine Relation < auf der Menge Z, indem wir
fiir beliebige natiirliche Zahlen k, I, m und n setzen

[k, l] < [m,n|, wenn k+n <l+m.
Satz 42. (i) Die Relation < auf der Menge Z ist eine Ordnung.
(ii) Es gilt die Annahme 3.

(i17) Isti: N — Z die Abbildung aus Satz J0, so gilt fir beliebige natiirliche
Zahlen m und n

genau dann i(m) <i(n), wenn m < n.

Beweis. Fiir Teil (i) miissen wir die drei Eigenschaften nachpriifen, die eine
Ordnung ausmachen. Dabei schreiben wir die vorkommenden ganzen Zahlen
in der Form a = [k,l], b = [m,n| und ¢ = [p,q|. Die Totalitit besagt, dass
fiir beliebige a und b gilt

a<b oder b<a,

das heifit
k+n<l+m oder mi+I<n-+k.

Dies gilt in der Tat wegen der Totalitit der Kleiner-Gleich-Relation auf N
(Folgerung 8) und der Kommutivitét.
Die Antisymmetrie besagt, dass fiir ganze Zahlen a und b gilt:

Wenn a < bund b < a, dann a = b.
Dies bedeutet laut Definitionen 35 und 34:
Wenn k+n<l4+m und m+I[I<n+k, dann k+n=1[01+m.

Letzteres gilt wegen der Antisymmetrie der Kleiner-Gleich-Relation auf N,
die sogar fiir Kardinalzahlen in Satz 22 bewiesen wurde, und der Kommuta-
tivitat.
Die Transitivitdt besagt, dass fiir ganze Zahlen a, b und c gilt:
Wenn a < bund b < ¢, dann a < c.
Dies bedeutet:
Wenn k+n<l+m und m+q¢<n+p, dann k+qg<I[+0p.

Wenden wir Satz 21 auf die ersten beiden Ungleichungen an, so erhalten wir

(k+n)+(m+q) <({+m)+ (n+p),
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und mit der Kiirzungsregel folgt die dritte Ungleichung. Die behauptete Im-
plikation ist also wahr.

(i) Zuséatzlich zu den bisherigen Bezeichnungen sei d = [r, s]. Angenom-
men, es gilt a < b und ¢ < d, das heifit

k+n<l4+m und p+s<qg+r.
Wir wollen zeigen, dass dann gilt a + ¢ < b + d, das heifit
(k+p)+(n+s)<{+q)+ (m+r),

wobei die Klammern natiirlich unnétig sind. Genau dies ist das Ergebnis,
wenn wir Satz 21 auf die beiden vorangehenden Ungleichungen anwenden.
(iii) Mit Hilfe der Definition der Abbildung i wird die Aussage i(m) < i(n)
zu [m, 0] < [n,0]. Nach Definition 35 bedeutet dies m +0 < 0+ n, und das
ist dquivalent zu m < n. O

Zwar hat sich unser Wunsch, dass Z die Menge N als Teilmenge enthélt,
nicht erfiillt, aber die Aussagen (iii) der Sétze 40 und 42 sind ein hinreichen-
der Ersatz, weil wir mit den Bildern der natiirlichen Zahlen unter der Abbil-
dung i genau so rechnen kénnen wie mit diesen Zahlen selbst.?® Gewdhnlich
benutzt man fiir die ganze Zahl [n, 0] einfach die Bezeichnung n. Dann wird
die Bezeichnung [m, n] iiberhaupt iiberfliissig, weil ja m —n das selbe bedeu-
tet.

Es gibt noch andere Moglichkeiten, den Zahlbereich Z zu konstruieren,
z. B. indem man zu den natiirlichen Zahlen weitere Objekte hinzunimmt.
Dann sind in den Beweisen der Rechengesetze allerdings umfangreiche Fall-
unterscheidungen notig. In der Schule wird dieser Weg vorgezogen, da man
dort die Beweise ohnehin meist weggelésst. Letztendlich kommt es nicht auf
die Methode zur Konstruktion der ganzen Zahlen an.

Man kann ndmlich beweisen, dass die Menge Z mit den Operationen +
und — durch ihre Eigenschaften (als minimale Erweiterung der natiirlichen
Zahlen unter Erhalt der Rechengesetze, in der die Subtraktion uneingeschréankt
ausfithrbar ist) im Wesentlichen eindeutig bestimmt ist. Das bedeutet, dass
es zwischen zwei solchen Erweiterungen Z und Z’ eine bijektive Abbildung
gibt, die jede natiirliche Zahl auf sich selbst abbildet und mit den Rechen-
operationen vertraglich ist. In diesem Sinne sind Z und Z’ dann isomorph
(griechisch fiir , gleichgestaltig®).

36Man #ndert einfach die bisherigen Bezeichnungen ab, indem man entweder den Werte-
bereich von ¢ mit IN bezeichnet oder diesen Wertebereich aus Z herausnimmt und durch N
ersetzt.
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Ganzzahlige Exponenten

Als Anwendung wollen wir nun fiir eine Abbildung f einer Menge M in sich
selbst den Begriff der Potenz, den wir in (3) nur fiir natiirliche Exponenten
definiert hatten, auf ganzzahlige Exponenten verallgemeinern, so dass die
Potenzgesetze

frt=froft, (fog)r=frog’  f=(f")

fiir alle miteinander kommutierenden Abbildungen f, g : M — M und alle
ganzen Zahlen a, b gelten. Wegen f° = id,; miisste als Spezialfall des ersten
Gesetzes dann gelten

idMIfOfil’ idMIfilof.

Dies zeigt mit Satz 6, dass unser Vorhaben nur realisierbar sein kann, wenn
f umkehrbar ist, und dass f~! dann gleich der Umkehrabbildung sein muss.

Nehmen wir also an, dass f eine Umkehrabbildung h besitzt. Fiir a = [k, (]
wére, wenn die Potenzgesetze gelten,

fa _ fk—l _ fk o f(—l)~l _ fk o hl.

Wir wiirden die rechte Seite gern als Definition nehmen. Dies ist nur dann
korrekt, wenn fiir alle natiirlichen Zahlen k, [, m und n mit der Eigenschaft
(k,1) ~ (m,n) gilt

ffohl=fmonm (11)

Dazu miissen wir zunéchst priifen, dass fiir beliebige natiirliche Zahlen m
und n gilt
fmohn:hnofm'

Im Fall m < n gibt es nach Satz 25 eine natiirliche Zahl p, so dass n+p = m,
und dann gilt nach Satz 4 und den Potenzgesetzen fiir natiirliche Exponenten

fmoh™=fm"o(hmohP) = (f"oh™) oh? = (foh)™oh?=idy o h? = h?,

und analog zeigt man, dass auch h™ o f™ = hP. Den Fall m > n behandelt
man dhnlich.
Wir sehen also, dass Gleichung (11) dquivalent ist zu

fkohl:hnofm.

Wenn wir beide Seiten von links mit f” und von rechts mit f! verketten, so
folgt
f"ofk:fmofl,
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Wir konnen auch die umgekehrte Implikation zeigen, indem wir von links
mit A" und von rechts mit h! verketten. Also ist (11) dquivalent zu der letz-
ten Gleichung, aber die ist wegen k + n = [ + m eine Folgerung aus den
Potenzgesetzen fiir natiirliche Exponenten.

Wir kénnen also fiir a = [k, ] definieren

fa — fk o ]’Ll,
wobei h die Umkehrabbildung von f bezeichnet.

4.4 Kombinatorik

Die Kombinatorik befasst sich mit der Abzéhlung endlicher Mengen, die ei-
ne gewisse Struktur aufweisen. In diesem Sinne gehort sie eigentlich in den
Abschnitt {iber natiirliche Zahlen.?” Dort haben wir bereits einige Abzihl-
probleme kennengelernt:

e Die Anzahl der geordneten Paare (z,y), wobei x zu einer Menge M

und y zu einer Menge N gehort, ist nach Definition 15 gleich |M]-|N]|.

e Die Anzahl der Abbildungen von einer Menge N der Méachtigkeit n in
eine Menge M der Méchtigkeit m ist nach Definition 17 gegeben durch

| MY | =m".

Im Fall N = {1,2,3,...,n} kénnen wir solche Abbildungen auch als n-
Tupel von Elementen aus M auffassen, welches nichts anderes darstellen
als die untere Zeile der Wertetabelle, vgl. S. 58. Die Aussage lautet dann

|M"| =m" (n>1).

In der Schule wird die Potenz natiirlicher Zahlen, wie wir schon bemerkt
haben, anders definiert, ndmlich rekursiv. Dann muss man die obige Formel
beweisen.

Da die Potenz M"™ ebenfalls rekursiv definiert ist, bietet sich dafiir die
vollstandige Induktion an. Die Formel gilt fiir n = 1, weil laut Definition gilt
M = M, m' = m.

Gilt die Formel bereits fiir eine natiirliche Zahl n, so folgt mit Hilfe der
rekursiven Definitionen und der Definition der Multiplikation, dass
| M™M= |M™ x M| = |M"| - |M|=m"-m=m"""
Das Abzidhlen injektiver Abbildungen fithrt auf folgenden Begriff.

3TWir kommen hier noch einmal darauf zuriick, weil wir fiir den folgenden Satz 43 ganze
Zahlen benétigen.
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Definition 36. Wir definieren das Pochhammer-Symbol fiir alle natirlichen
Zahlen m und n rekursiv nach n durch

(mo =1, (M)nsr = (m)n - (m —n).

Fir n > 1 gilt

n—1
(m)n = [[(m 1),
i=0
denn fiir festes m definieren die beiden Seiten Funktionen von n, die fiirn =1
den selben Anfangswert m haben und der selben Rekursionsformel geniigen.
Somit miissen sie nach Satz 35 iibereinstimmen. In einer weniger exakten
Schreibweise ist

(m)n:(n(m—1)(m—%)...(m—n+1)l,

n Faktoren
also im Spezialfall m =n
n—1 n
() = [[(n=5) =]]i=n!
=0 i=1

wobei wir die zweite Substitutionsregel aus Satz 36 benutzt haben.

Satz 43. Sind M und N endliche Mengen, wobei |M| =m und |[N| =n, so
gibt es (m),, injektive Abbildungen N — M.

Beweis durch vollstindige Induktion nach n. Wir halten die Menge M fest.
Es gibt genau eine Abbildung @ — M, und die ist injektiv, also ist die
Aussage fiir n = 0 beweisen.

Angenommen, die Aussage gilt fiir alle Mengen N der Méchtigkeit n. Nun
betrachten wir eine Menge N’ der Méachtigkeit n + 1. Nach Lemma 3 gibt es
ein Element @ € N’, und wenn wir N = N’ \ {a} setzen, dann ist |[N| = n.

Jede Abbildung g : N' — M hat eine Einschrankung auf NV; das ist die
Abbildung f : N — M, die durch die Vorgabe f(z) = g(z) fiir alle z € N
definiert ist. Wenn ¢ injektiv ist, so gilt das auch fiir die Einschrinkung f.
Umgekehrt gibt es im Allgemeinen mehrere Moglichkeiten, eine injektive Ab-
bildung f : N — M zu einer injektiven Abbildung g : N' — M fortzusetzen,
indem man den Wert g(a) festlegt. Den Wertebereich von f bezeichnen wir
mit

My ={y € M | Es gibt ein x € N, so dass f(z) = y}.
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Die Abbildung g wird genau dann injektiv sein, wenn ¢(a) nicht in My liegt,
d. h. wenn g(a) € M\ My. Wegen der Injektivitit von f ist [My| = |N|, also
gibt es

[M\ My| = [M]| = |Mg| =m—n

Moglichkeiten fiir die Wahl von g(a). Laut Induktionsvoraussetzung gibt es
(m),, injektive Abbildungen N — M, und jede von ihnen hat m — n ver-
schiedene injektive Fortsetzungen auf N’. Dabei sind die Mengen der Fort-
setzungen verschiedener Abbildungen N — M disjunkt. Nach Satz 16 ist die
Anzahl injektiver Abbildungen N" — M gleich

(m)n - (m —n),

und diese Zahl ist nach der rekursiven Definition gleich (m),+1. Somit gilt
die Behauptung auch fiir die Menge N’.

Bei der Berechnung von |M \ M¢| haben wir stillschweigend n < m vor-
ausgesetzt. Andernfalls gibt es nach Definition der Kleiner-Gleich-Relation
keine injektiven Abbildungen N — M. Nach Induktionsvoraussetzung ist
dann (m), = 0, und wir erhalten (m),1; = 0 (m — n), was die richtige
Anzahl der injektiven Abbildungen N — M angibt. [

Beispiel. Es sei M = {a,b,c,d} und N = {1,2,3}. Die Abbildungen f: N —
M sind durch die Tripel (f(1), f(2), f(3)) gegeben. Hier ist eine vollstandige
Liste:

(a,a,a), (a,a,b), (a,a,c), (a,a,d), (a,b,a), (a,b,b), (a,b,c), (a,b,d),
(a,c.a), (a,¢,b), (a,c.c), (a,e,d), (a,d a), (a,d, b), (a,d,c), (a,d, d),
(b,a,a), (b,a,b), (b,a,c), (b,a,d), (b,b,a), (b,b,b), (bb,c), (b,b,d),
(b,c,a), (byc,b), (b,c.c), (bye,d), (b,d,a), (b,d.b), (bd,c), (b d d),
(c.a,a). (¢,a,b), (c,a,c), (¢,a,d), (c,b,a), (c.b.b). (c.b,c), (c,b,d),
(c.eoa), (e,e,b), (c.c.c), (e,e.d), (e,dya), (c,d,b), (c,d,c), (c,d d),
(d,a,a),(d,a,b),(d,a,c), (d ad), (db,a), (d bb), (db,c), (dbd),
(d,c,a), (d,c,b), (d,c,c), (d,e,d), (d,d;a),(d dDb), (d dc), (ddd).

Die Tripel, die nicht injektiven Abbildungen entsprechen, sind ausgegraut.

In der klassischen kombinatorischen Terminologie nennt man Abbildun-
gen oder n-Tupel Variationen mit Wiederholung, und injektive Abbildun-
gen nennt man Variationen ohne Wiederholung.®® Der Begriff von Elemen-
ten einer Menge war damals nicht geldufig, man sprach von Dingen. Durch
Abzéahlen unserer Liste sehen wir, dass

38Man beachte, dass bei den Variationen mit Wiederholung die Variationen ohne Wie-
derholung mitgezéhlt werden.
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die Anzahl der Variationen mit Wiederholung
von 4 Dingen zur Klasse 3 gleich 64

ist, wiahrend

die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung
von 4 Dingen zur Klasse 3 gleich 24

ist. Dies erhalten wir natiirlich auch aus unseren Formeln:
43 = 64, (4)3=4-3-2=24.

Beispiel. Die moglichen Gewinnzahlen fiir die Gewinnklasse I im Spiel 77 sind
die siebenstelligen Endnummern, also die Variationen mit Wiederholung von
zehn Dingen (Ziffern) zur Klasse 7.

Beispiel. Die moglichen Sitzpléane fiir n Schiiler in einem Klassenraum mit m
Stiithlen sind die Variationen ohne Wiederholung von m Dingen zur Klasse n.

Die bijektiven Abbildungen einer Menge in sich selbst nennt man traditio-
nell Permutationen. Da nach Satz 27 jede injektive Abbildung einer endlichen
Menge in sich selbst auch surjektiv und somit bijektiv ist, erhalten wir als
Spezialfall von Satz 43:

Folgerung 18. Die Anzahl der Permutationen einer endlichen Menge der
Mdichtigkeit n ist gleich n!.

Ein weiteres kombinatorisches Problem ist die Abzahlung von Teilmen-
gen.

Satz 44. FEine endlichen Menge der Mdchtigkeit n hat 2™ Teilmengen.

Beweis. Ist M eine Teilmenge von N, so hat fiir jedes Element z von N
die Aussage € M einen Wahrheitswert, den wir mit f(x) bezeichnen. Auf
diese Weise erhalten wir eine Abbildung f : N — {w,f}. So wird z. B. der
Teilmenge {b,d} von {a,b,c,d} die Funktion mit der Wertetabelle

x‘abcd
fl@)|f w f w

zugeordnet. Ist umgekehrt eine Abbildung f : N — {w,{} gegeben, so er-
halten wir eine Teilmenge M = {z € N | f(z)}. Es gibt also genauso viele
Teilmengen, wie es Abbildungen N — {w,f} gibt. Fiir |[N| = n ist die An-
zahl solcher Abbildungen nach Definition 17 (vgl. Anfang dieses Abschnitts)
gleich 2. O]
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In der Mathematik ersetzt man in diesem Zusammenhang héufig w durch
1 und f durch 0, und man nennt die einer Teilmenge zugeordnete Funktion
f: N —{0,1} die charakteristische Funktion dieser Teilmenge.

Definition 37. Es seien n und k natirliche Zahlen. Die Anzahl der Teil-
mengen der Mdchtigkeit k in einer Menge der Mdchtigkeit n bezeichnet man
mit (), gelesen® ,n diber k*.

Man nennt diese Zahlen auch Binomialkoeffizienten, weil sie in der Formel
fiir die Potenz eines zweigliedrigen Terms (eines Binoms) vorkommen.

Satz 45 (erste binomische Formel). Fiir beliebige a, b € Z und n € N gilt
((l + b)n _ Zn: (n> an—kbk
o \F

Dabei sind natiirliche Potenzen von ganzen Zahlen wieder rekursiv defi-
niert, und die Potenzgesetze gelten auch in diesem Fall. Ohne Benutzung des
Summenzeichens kann man die Formel so schreiben:

(a+Db)" =a™ + (T)a"‘%r+ <Z)a”‘%9-+..,+ ( Tll)ab”‘14—b¢
/”L_

Zum Beweis benotigen wir folgende Eigenschaft der Binomialkoeffizienten,
die man auch zu ihrer Berechnung im Pascalschen Dreieck benutzt:

Lemma 4. Fiir natiirliche Zahlen n und k gilt

n . n _(n+1

k k+1) \k+1)
Beweis. Wir betrachten eine Menge N mit |[N| =n und M = N U {a} mit
a ¢ N. Essei N die Menge der Teilmengen der Méchtigkeit & von N und M

die Menge der Teilmengen der Méchtigkeit £+ 1 von M. Wir zerlegen M in
zwei disjunkte Teilmengen:

Muito ={L € M |a€ L}, Mopneo ={L €M |a ¢ L}

Wir behaupten, dass N gleichmichtig zu M o ist. Dazu ordnen wir
jeder Teilmenge K € N die Teilmenge

f(K) = KU {a}

39Die Englische Lesart ,,(from) n choose k“ macht die Herkunft noch deutlicher.
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von M und jeder Teilmenge L € M, o die Teilmenge

9(L) = L\ {a}

von N zu. Wegen a ¢ K gilt dann |f(K)| = k£ + 1, und wegen a € L
gilt |g(L)| + 1 = k nach Definition der Addition. Wir erhalten Abbildungen
f:N = Mpuiiq und g : Mpi o — N. Offensichtlich sind f und g Um-
kehrabbildungen voneinander, und unsere Behauptung ist bewiesen. Es folgt
|Mmit a| - (Z)

Die Elemente von Mgpe o sind nichts anderes als die Teilmengen der
Méchtigkeit k£ + 1 in N, also ist | Mooppe o] = (k+1) Insgesamt ergibt sich

MI= () + G- =

Beweis von Satz /5. Die Formel gilt fiir n = 0, weil dann beide Seiten laut
Definition gleich 1 sind.

Angenommen, die Formel gilt fiir eine Zahl n. Nach Definition der Potenz
und nach Induktionsvoraussetzung ist

(@+0)"™ =(a+b)-(a+b)"=(a+b)> (Z) a"r k.

k=0

Nach den Distributivgesetzen aus Satz 13 und Satz 36 sowie der Definition
der Potenz ist die rechte Seite gleich

i < > n— kbk+bz ( > n—kbk — i (Z) a(n_k)+1bk+i <Z) an—kbk—ﬁ—l.
k=0 k=0 k=0

In der zweiten Summe konnen wir (Z) = ((k +711)_1) und (im Exponenten)

n—k=(n+1)—(k+1) schreiben. Unter Benutzung der Substitutionsregel
aus Satz 36 wird unser Ausdruck zu

Z( > (n— k-l—lbk_i_nz—’—l( ) (n—i—l)—lbl.

k=0

Mit Hilfe von Satz 36 spalten wir von der ersten Summe den Term mit £ =0
ab. Weil es in einer Menge der Méchtigkeit n keine Teilmenge der Méchtigkeit
n + 1 gibt, ist (n_"H) = 0, und wir kénnen den Summationsindex k auch in
der ersten Summe bis n + 1 laufen lassen (und durch [ ersetzen). Nach dem
Assoziativgesetz aus Satz 36 erhalten wir

oo B () ()

Mit Hilfe des Lemmas und nach Wiedereingliederung des Terms mit [ = 0
folgt die Induktionsbehauptung. m
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Wem dieser Beweis zu uniibersichtlich ist, dem sei empfohlen, ihn ohne
Benutzung des Summenzeichens nachzuvollziehen. Dann erspart man sich die
Anwendung der Substitutionsregel auf Kosten der logischen Strenge.

Es gibt eine einleuchtende Begriindung, warum die Binomialkoeffizienten
in der Formel auftreten. Beim Ausmultiplizieren von

(a+b)"=(a+b)-(a+b)-... - (a+D)

J

~
n Faktoren

muss man sich bei jedem entstehenden Term entscheiden, aus welchen der
Faktoren a + b man den Summanden a und aus welchen man b nimmt. Man
muss also eine Teilmenge von Faktoren auswéhlen, bei denen man das b
nimmt, und von allen iibrigen ist dann das a zu nehmen. Ein Term a" *b*
entsteht dabei so oft, wie es Teilmengen der Machtigkeit £ gibt, also (Z) mal.
Man kann diese Argumentation zu einem streng logischen Beweis ausbauen,
was wir hier aber nicht tun werden.

Neben Variationen betrachtet man auch Kombinationen, bei denen es
nicht auf die Reihenfolge der Dinge ankommt. So sind z. B. (c¢,b,b) und
(b, ¢, b) verschiedene Variationen, stellen aber die selbe Kombination dar.
Um dies mathematisch exakt zu definieren, sollten wir besser die Sprache
von Abbildungen benutzen. Der Zusammenhang zwischen den Abbildungen
f,9:{1,2,3} = {a,b,c,d} mit den Wertetabellen

z |1 2 3 z |1 23
fl@)|c b b gz) [ b ¢ b

besteht darin, dass es eine Permutation p der Menge {1, 2,3} gibt (hier z. B.
die Transposition von 1 und 2), so dass g = f o p ist.

Definition 38. Die Kombinationen von m Dingen zur Klasse n sind die
Aquivalenzklassen von Abbildungen aus einer Menge N der Mdchtigkeit n in
eine Menge M der Mdichtigkeit m, wobei zwei Abbildungen f, g als dquivalent
gelten, wenn es eine Permutation p : N — N gibt, so dass g = f op. Be-
trachtet man nur injektive Abbildungen, so spricht man von Kombinationen
ohne Wiederholung, andernfalls von Kombinationen mit Wiederholung.

_ Man iiberzeugt sich leicht, dass die angegebene Relation tatséchlich eine
Aquivalenzrelation auf der Menge MY ist (Ubungsaufgabe 59).

Beispiel. Die Tippmoglichkeiten in der Lotterie 6 aus 49 sind die Kombina-
tionen ohne Wiederholung von 49 Dingen zur Klasse 6.

Beispiel. Die verschiedenen Dominosteine tragen die Kombinationen mit Wie-
derholung?® von 7 Dingen (], [-], .. ., E) zur Klasse 2.

4OFin Dominostein oder ein Wurf mit gleichen Augenzahlen heifit Pasch.

94


http://www.math.uni-bielefeld.de/~hoffmann/zaehlen/aufg12.pdf

Satz 46. Es seien m und n natirliche Zahlen.

(i) Die Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung von m Dingen zur

Klasse n ist gleich (7:)
m
= . n)

Beweis. (i) Es seien M und N Mengen der Méchtigkeiten m und n. Wir
ordnen jeder injektiven Abbildung f : N — M ihren Wertebereich zu. Jede
Teilmenge K der Michtigkeit n in M entsteht auf diese Weise, denn eine
bijektive Abbildung g : N — K kann man als injektive Abbildung N — M
umdeuten.

Haben zwei injektive Abildungen f; und fo den selben Wertebereich K,
so haben wir bijektive Abbildungen g1, g» : N — K. Ist p die Verkettung
von go mit der Umkehrabbildung von g¢;, so dass g = ¢g; o p, dann haben
wir fo = f1 o p. Ist andererseits f : N — M eine injektive Abbildung und
p: N — N eine bijektive Abbildung, so ist auch fop: N — M injektiv und
hat den selben Wertebereich wie f.

Wir sehen also, dass zwei Abbildungen genau dann den selben Wer-
tebereich haben, wenn sie dquivalent sind. Folglich gibt es genau so viele
Aquivalenzklassen wie Teilmengen der Méchtigkeit n.

(i) Halten wir eine injektive Abbildung f : N — M fest, so konnen wir je-
der Permutation p von N die zu f dquivalente Abbildung fop zuordnen. Nach
dem Beweis von Teil (i) entsteht jede Abbildung aus der Aquivalenzklasse
von f auf diese Weise fiir eine eindeutig bestimmte Permutation p. Wir er-
halten also eine bijektive Abbildung von der Menge der Permutationen von
N auf die Aquivalenzklasse von f.

Da es nach Teil (i) genau (’:) Aquivalenzklassen gibt und jede von ihnen
n! Abbildungen enthélt, gibt es nach Satz 16 insgesamt (Tg) - n! injektive
Abbildungen. Vergleichen wir dieses Ergebnis mit Satz 43, so erhalten wir
die behauptete Gleichung. m

(i1) Es gilt

Mit Hilfe der Aussage (ii) kann man Binomialkoeffizienten berechnen:

Folgerung 19. Die Zahl (m),, ist durch n! teilbar, und es gilt

(:’Z) = (m) : nl.

Nun wenden wir uns den Kombinationen mit Wiederholung zu.
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Beispiel. Die moglichen Ergebnisse beim Wiirfeln mit drei Wiirfeln aus einem
Becher sind die Kombinationen mit Wiederholung von 6 Dingen zur Klas-
se 3. Hier ist eine vollsténdige Liste, wobei wir Augenzahlen durch arabische
Ziffern wiedergeben und die Aquivalenzklasse, zu der ein Tripel gehort, durch
das Tripel in eckigen Klammern bezeichnen:

[1,1,1], [1,1,2], [1,1,3], [1,1,4], [1,1,5], [1,1,6],
1,2,2], [1,2,3], [1,2.4], [1,2,5], [1,2,6],
1,3,3], [1,3,4], [1,3,5], [1,3,6],

1,4,4], [1,4,5], [1,4,6],

1,5,5], [1,5,6],

1,6,6],

2.2,2], [2,2,3], [2.2,4], [2,2,5], [2.2,6],
2.3,3], [2,3,4], [2,3,5], [2,3,6],

2.4,4], [2,4,5], [2,4,6],

2.5,5], [2,5,6],

33,3, [3.3.4], [3,3,5], [3,3,6],
3.4.4], [3.4,5], [3,4,6],
35,5, [3.5,6],

44.4], (44,5, [4,4,6],

4,5,5], [4,5,6],

4,6,6],

5,5,5], [5,5,6],

5,6,6,

[6,6,6]

Satz 47. Die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung von m Dingen
zur Klasse n ist gleich (m+:_1).

[1,2,2]
[1,3,3]
[1,4,4]
[1,5,5]
[1,6,6]
2,2,2]
2,3,3]
[2,4,4]
[2,5,5]
12,6,6],
3,3,3]
[3,4,4]
[3,5,5]
[3,6,6]
[4,4,4]
[4,5,5]
[4,6,6]
[5,5,5]
[5,6,6]

Die Beweismethode von Satz 46 versagt hier, denn fiir beliebige Abbildun-
gen N — M konnen sowohl die Aquivalenzklassen als auch die Wertebereiche
verschiedene Miéchtigkeiten haben:

[3’ 47 5] - {(37 4’ 5)7 (37 57 4)7 (4’ 37 5)7 (47 57 3)7 (5’ 37 4)7 (57 47 3)}7 |{37 47 5}| = 3
3,3,5] ={(3,3,5),(3,5,3),(5,3,3)}, {3,3,5} = 2.
Der Beweis gelingt nur durch einen Kunstgriff.

Beweis. Laut Definition miissen wir die Anzahl der Aquivalenzklassen von
Abbildungen N — M abzihlen, wobei M und N Mengen mit den Méchtigkei-
ten m und n sind. Wir wéahlen

M={1,2,...,m}, N =A{1,2,...,n}.
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Eine Abbildung f : N — M stellen wir durch das n-Tupel

(f(1),...,f(n) € M™

dar. Zwei n-Tupel sind dquivalent, wenn eines aus dem anderen durch eine
Vertauschung der Eintrage hervorgeht. Zu jedem n-Tupel findet man ein
dquivalentes, in dem die Eintrdge in aufsteigender Reihenfolge angeordnet
sind, also

9(1) <9(2) <... < g(n).

Dabei gibt es in jeder Aquivalenzklasse nur ein aufsteigendes n-Tupel. Statt
Aquivalenzklassen kénnen wir also aufsteigende n-Tupel in M™ abzéhlen.

Da wir auch dafiir noch keine Formel haben, ordnen wir jedem aufsteigen-
den n-Tupel eine Folge von Punkten und Strichen zu, in der genau n Punkte
und m — 1 Striche vorkommen. Die Anzahl der Punkte vor dem ersten Strich
gibt die Anzahl der Einsen in unserem n-Tupel an, die Anzahl der Punkte
zwischen dem ersten und dem zweiten Strich die Anzahl der Zweien usw.,
bis schlieBlich die Anzahl der Punkte nach dem (m — 1)ten Strich die Anzahl
der Zahlen m angibt. Nach dieser Regel wird z. B. dem Septupel

(2,2,2,3,4,4,6)
aus der Menge {1,2,...,6}" die Folge
|eoe|o|oe| o

zugeordnet. Man {iberzeugt sich leicht, dass auf diese Weise eine bijektive
Abbildung zwischen aufsteigenden n-Tupeln und Folgen von m — 1 Strichen
und n Punkten hergestellt wird. Es geniigt also, diese Folgen abzuzéahlen.
Eine solche Zeichenfolge ist dadurch festgelegt, dass wir aus der Menge
der (m —1)+n Stellen diejenigen n Stellen auswihlen, an die wir die Punkte
setzen. Die Anzahl solcher Teilmengen ist nach Definition der Binomialkoef-
fizienten gleich ((m_rle"). [
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5 Rationale Zahlen

5.1 Operationen mit rationalen Zahlen

Durch die Erweiterung des Bereiches N der natiirlichen Zahlen zum Bereich
Z der ganzen Zahlen wurde die Subtraktion uneingeschriankt ausfiihrbar.
Man wiirde gern eine zweite Erweiterung vornehmen, um auch die Division
uneingeschriankt ausfithrbar zu machen. Die Elemente des neuen Zahlbereichs
Q nennt man rationale Zahlen.

Annahme 4. FEs gibt eine Menge Q mit Operationen Addition und Multi-
plikation, so dass Zi eine Teilmenge von Q ist und dass die Rechenoperatio-
nen fir rationale Zahlen, wenn wir sie auf ganze Zahlen anwenden, mit den
friiher betrachteten Operationen tibereinstimmen. Auflerdem gelten fiir belie-
bige Zahlen v, s und t in Q die gewohnten Kommutativ-, Assoziativ- und
Distributivgesetze

r+s=s+r, re-S=8-7,
(r+s)+t=r+(s+t), (r-s)-t=r-(s-t), (12)
r-(s+t)=r-s+r-t.

Des weiteren ist die Subtraktion auch in Q uneingeschrdnkt ausfihrbar, und
es wird auch die Division uneingeschrdinkt ausfihrbar, das heifit, fir beliebige
Zahlen v und s # 0 in Q g¢ibt es genau eine Zahlt € Q, so dass r = s-t gilt.
Diese Zahl t nennt man dann den Quotienten von r und s, abgekiirzt r : s.

Fiir alle t € Q gilt
t-0=0.
Dies folgt aus den obigen Gesetzen wegen
t-0=t-(0+0)=¢t-0+¢t-0

und der Eindeutigkeit der Differenz gelten 0 -t = ¢ -0 = 0. Die Gleichung
r =0 -t hat also fiir gegebenes r # 0 keine Losung, wahrend im Fall » = 0
jedes t eine Losung wére. Darum kann man die Existenz von r : 0 nicht
verlangen.

Wir behaupten, dass fiir jedes r € Q gilt

r-1l=r.

Wegen 1 # 0 gibt es namlich den Quotienten v = r : 1, so dass u-1 = r, und
aus dem Assoziativgesetz folgt (u-1)-1=wu-(1-1) = u-1. Nun folgt aus
der Definition von Quotienten auch, dass fiir beliebige r € Q gilt
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Genau wie im Fall der ganzen Zahlen folgert man wieder das rechte Dis-
tributivgesetz
(s+t)-r=s-r+t-r

sowie die Rechengesetze fiir die Subtraktion einschliefilich der Vorzeichenre-
geln fiir die Multiplikation, die wir hier nicht noch einmal anfithren wollen.
Diesmal kommt es uns mehr auf die Rechengesetze der Division an, ndmlich:

(res):t=r-(s:t), (r:s):t=r:(s-t), (r:s)-t=r:(s:t),
(r+s rot+s:t, (r—s):t=r:t—s:t, (13)

01
r:(—s)=—r:s, (—=r):(=s)=r:s.

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Variablen, durch die dividiert wird, von
Null verschiedene Zahlen bezeichnen. Man beachte, dass hier nur das rech-
te Distributivgesetz gilt. Die Beweise der Assoziativgesetze sind eine genaue
Kopie der Beweise fiir die analogen Gesetze (5) der Subtraktion, wobei man
+ durch - und — durch : zu ersetzen hat, wihrend man die Distributivge-
setze und Vorzeichenregeln der Division mit Hilfe ihrer Definition und den
entsprechenden Gesetzen der Multiplikation herleitet. Wir fithren hier als
Beispiel den Beweis des ersten Assoziativgesetzes vor, wobei wir natiirlich
t # 0 voraussetzen:

Bezeichnen wir s : ¢ mit u, so ist v nach Definition diejenige Zahl, fiir
die s =t - u gilt. Dann ist aber nach Kommutativ- und Assoziativgesetz der
Multiplikation

res=r-(t-u)=r-(u-t)=(r-u)-t,

also nach Definition (r-s) : ¢ = r-u, und durch Einsetzen folgt die gewiinschte
Behauptung. Insbesondere kann man durch eine Zahl ¢t # 0 dividieren, indem
man mit ihrem Kehrwert*' 1 :t multipliziert.
Als Spezialfall des Distributivgesetzes von Division und Subtraktion er-
halten wir
(—s):t=—s:t.

Damit folgt die zweite Vorzeichenregel in (13) aus der ersten. Diese ist nach
Definition von Quotienten dquivalent zu

r=(-r:s)-(=s)

und folgt somit aus einer Vorzeichenregel der Multiplikation und den Asso-
zitaivgesetzen in (13).

Hat.: ihrem Reziproken
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Aus Annahme 4 kénnen wir auch Regeln fiir das Rechnen mit Quotienten
herleiten, die uns auf eine Idee fiir die Konstruktion der rationalen Zahlen
bringen sollen. Am einfachsten sind die fiir Multiplikation und Division:

(14)

Der Beweis ist wieder eine Kopie der analogen Regeln (7) fiir Differenzen
ganzer Zahlen, wobei man + durch - und — durch : ersetzt. Insbesondere sieht
man, dass das Produkt von Null verschiedener Zahlen s und w wieder von
null verschieden ist und das Produkt ihrer Kehrwerte gleich dem Kehrwert
des Produktes ist. Als Spezialfall dieser Regeln erhalten wir

r:s=(r:s)-1=(r:s)-(u:u)=(r-u):(s-u),
tru=1-(t:u)=(s:s)-(t:u)=(s-t):(s-u).

Die Regeln fiir die Addition und Subtraktion

(res)+(t:u)=@-u+s-t):(s-u),

(T’:S)—(t:u):(r.u_g.t):(S_u) (15)

folgen nun mit Hilfe der Distributivgesetze, z. B.
(r:s)+t:u)=00-u):(s-u)+(s-t):(s-u)=r-ut+s-t): (s -u).

Ahnlich beweist man die Regel fiir die Subtraktion.
Auch der Bereich der rationalen Zahlen soll nicht unnétig grof3 sein.

Annahme 5. Jedes Element von Q ist ein Quotient*? ganzer Zahlen.

Dies ist keine einschrinkende Bedingung. Angenommen, wir haben einen
Zahlbereich Q konstruiert, der die Annahme 4 erfiillt. Eine Teilmenge von Q,
die Z enthélt und abgeschlossen unter Addition, Multiplikation, Subtraktion
und Division ist, erfiillt ebenfalls die Annahme 4 und zusétzlich die An-
nahme 5. Die obigen Rechengesetze zeigen, dass wir dafiir die Menge aller
Quotienten ganzer Zahlen nehmen koénnen.

Wir wollen auch fiir rationale Zahlen {iber eine Kleiner-Gleich-Relation
verfiigen. Den Beweis ihrer Existenz verschieben wir wieder auf spéter.

2Daher die Wahl des Buchstabens Q.
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Annahme 6. Es gibt eine Ordnung auf der Menge der rationalen Zahlen,
die bei Anwendung auf ganze Zahlen mit der bereits betrachteten Kleiner-
Gleich-Relation iibereinstimmt (weshalb wir sie mit dem selben Symbol < be-
zeichnen), so dass die Monotoniegesetze aus Annahme 3 und*® Folgerung 17
auch fir rationale Zahlen r, s, t und u gelten, namlich:

Wenn r < sund t < wu, dann r +t < s + u, (16)

wenn r < sund v > 0, dann r-u < s - u. (17)
Aus (16) folgt wie schon im Fall der ganzen Zahlen, dass
r<s <= —s<-—r.

Damit kann man die Spezialfille von (17) fir » = 0 bzw. s = 0 ergénzen
durch die Regel

wenn r < 0 und s <0, dann r - s > 0.

Wir definieren den (absoluten) Betrag einer rationalen Zahl r, abgekiirzt |r|,
durch
i T, wenn 7 > 0,
TN =
—r, wenn r < 0.

Dieser ist immer nichtnegativ, und durch eine Unterscheidung von vier Féllen
findet man die Regel
-] = r| - |s].
Eine kompliziertere Fallunterscheidung (siehe Aufgabe 63) beweist die Drei-
ecksungleichung
|+ s| < |r| +1s].

Die Aussage r < s bedeutet wieder, dass r < s und r # s ist. Eine Zahl
r heif3t positiv, wenn r > 0 ist, und negativ, wenn r < 0 ist. Wir sehen, dass
das Produkt zweier positiver oder zweier negativer rationaler Zahlen positiv
ist. AuBerdem ist der Kehrwert » = 1 : u einer positiven Zahl u positiv ist,
denn sonst wiirde aus (17) mit s = 0 folgen, dass 1 < 0.

Es lassen sich weitere Folgerungen ableiten, so z. B. fiir positive rationale
Zahlen s und u

r:s<t:u <= r-u<t-s. (18)

Multiplizieren wir ndmlich entsprechend der Regel (17) beide Seiten der lin-
ken Ungleichung mit s-u, so erhalten wir die rechte. Ersetzen wir v durch 1 : s
und s durch 1 : u, so ergibt sich die umgekehrte Implikation. Als Spezialfall
erhalten wir fiir positive rationale Zahlen s und u

1:s<1:u <= u<s.

43Mit etwas mehr Arbeit kénnte man (17) aus den anderen Annahmen folgern.
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5.2 Konstruktion der rationalen Zahlen

Wir wissen noch nicht, ob die Annahmen 4 und 5 richtig sind. Nehmen wir
noch fiir einen Augenblick an, das sei der Fall. Dann ist die durch

q(a,b) =a:b

gegebene Abbildung ¢ : Z x (Z \ {0}) — Q nach Annahme 5 und der letzten
Regel aus (13) surjektiv. Um festzustellen, ob sie injektiv ist, betrachten wir
Paare (a,b) und (¢,d) in Z x (Z\ {0}) mit der Eigenschaft ¢(a,b) = q(c, d),
das heifit

a:b=c:d.

Nach Definition der Division und den auf Annahme 4 beruhenden Rechen-
gesetzen folgt

also

a-d=b-c. (19)

Da wir die Umformungen in umgekehrter Reihenfolge vornehmen kénnen, ist
die letzte Bedingung dquivalent zu ¢(a,b) = ¢(c, d). Nun sieht man, dass die
Abbildung ¢ nicht injektiv ist, denn es gilt z. B. ¢(1,3) = ¢(2,6). Fiir jedes
Element r» von Q haben wir die Menge

{(a,0) € Zx(Z\{0}) | q(a,b) = r}, (20)

die wegen der Surjektivitit von p nicht leer ist.
Wenn wir auf der Menge Z x (Z\ {0}) die Relation der Quotientengleich-
heit, abgekiirzt ~, dadurch definieren, dass

(a,b) =~ (¢,d), wenn q(a,b) = q(c,d),

so ist & eine Aquivalenzrelation. Die entsprechenden Aquivalenzklassen sind
die Mengen in (20).

Nun wollen wir uns nicht mehr auf Annahmen verlassen und mit der
Konstruktion der rationalen Zahlen beginnen. Gliicklicherweise kénnen wir
die Relation ~ mittels (19) und die Rechenoperationen mittels (14) und (15)
beschreiben, ohne die gesuchte Menge Q zu benutzen.

Definition 39. Wir definieren die Relation der Quotientengleichheit, abge-
kiirzt =, auf der Menge Z x (Z \ {0}) wie folgt:

(a,b) =~ (¢,d) genau dann, wenn a-d ="5- c.
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Wir definieren Operationen + und - auf Z x (Z\ {0}) wie folgt:
(aab)+(cvd) = (ad—l—bc,bd),
(a,b) - (c,d) =(a-c,b-d).
Satz 48. (i) Die Relation ~ auf Z x (Z\{0}) ist eine Aquivalenzrelation.
(ii) Ist (a,b) = (a',V') und (¢,d) = (d,d'), so gilt
(@,b) + (e,d) = (d,¥) + (¢, &),
(a,b) - (c,d) =~ (a',b) - (c,d).

Beweis. Den grofiten Teil des Beweises von Aussage (i) erhalten wir aus dem
Beweis der analogen Aussage von Satz 39, indem wir + durch - ersetzen:
Die Relation ist reflexiv, denn die Bedingung (a,b) = (a,b) bedeutet nach
Definition, dass a-b = b-a, was wegen der Kommutativitat der Multiplikation
erfiillt ist. Die Relation = ist symmetrisch, d. h.

wenn (a,b) = (¢,d), dann (¢,d) =~ (a,b),
denn nach dem Kommutativgesetz der Multiplikation gilt
wenna-d=b-c,dannc-b=d-a.
Die Relation = ist transitiv, d. h.
wenn (a,b) = (¢,d) und (¢, d) = (e, f), dann (a,b) = (e, f).
Diese Aussage bedeutet:
Wenna-d=b-cundc- f=d-e,danna-f=0b-e.
In der Tat folgt aus den in dieser Aussage genannten Voraussetzungen, dass
(@-d)-(c-f)=(b-c)-(d-e),
also nach den Rechengesetzen (4)
((@-f)-¢)-d={((b-e)-c)-d
Da d nach Voraussetzung nicht Null ist, gilt wegen Folgerung 16, dass
(a-f)-c=(b-e)-c.

Ist ¢ # 0, so konnen wir auch ¢ kiirzen und sind fertig. Ist hingegen ¢ = 0, so
erhalten wir mit Folgerung 15, dass a = 0 und e = 0, also ist auch in diesem
Fall unsere Behauptung richtig.

103



(i) Es sei (a,b) = (a/,V') und (¢, d) =~ (¢, d’), das heift
a-b'=b-a und c-d=d-C.

Der Beweis, dass dann (a,b) - (¢,d) =~ (a/,V) - (¢, d'), ergibt sich wieder aus
dem analogen Beweis von Satz 39(ii), indem man + durch - ersetzt, und
braucht hier nicht vorgefiithrt zu werden.

Nun beweisen wir, dass

(a,b) + (c,d) =~ (a’,0") + (¢, d).
Dies bedeutet nach Definition der Addition, dass
(ad + be,bd) =~ (a'd + V', V'd),
und dies bedeutet wiederum nach Definition der Quotientengleichheit, dass
(ad + be)t'd = bd(a'd + V'),

wobei wir das Zeichen fiir die Multiplikation ganzer Zahlen wie iiblich weglas-
sen. Zum Beweis multiplizieren wir beide Seiten der gegebenen Gleichungen
mit dd’ bzw. bb’ und erhalten

(ab)(dd) = (ba')(dd'),  (ed')(bV) = (d) (D).

Addieren wir die linken und die rechten Seiten, so folgt die behauptete Glei-
chung mit Hilfe der Rechengesetze (4). O

Nun kénnen wir die rationalen Zahlen definieren. Jeder Aquivalenzklasse
von Paaren ganzer Zahlen beziiglich der Quotientengleichheit miissten wir ei-
ne rationale Zahl zuordnen. Anstatt uns diese von irgendwoher zu beschaffen,
deklarieren wir einfach die Aquivalenzklassen selbst als rationale Zahlen.

Definition 40. Die Menge Q ist die Menge der Aquivalenzklassen in Z X
(Z \ {0}) beziiglich der Relation der Quotientengleichheit. Die Elemente von
Q nennen wir rationale Zahlen, die Klasse eines Paares (a,b) bezeichnen
wir mit §. Wir definieren die Addition und Multiplikation rationaler Zahlen
durch die Festlegungen

a+c_a-d+b-c
b d b-d '’
e c_ac
b d b-d
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Der vorangehende Satz zeigt, dass diese Definition korrekt ist.

Traditionell spricht man von &quivalenten Briichen, die die selbe Zahl
darstellen. Inkonsequenter Weise benutzt man aber das Symbol des Bruches
als Bezeichnung der Zahl, was z. B. in Gleichungen wie % = % deutlich wird.
Fiir eine korrekte Darlegung braucht man eigentlich ein weiteres Symbol,
um einen Bruch im Unterschied von der durch ihn dargestellten Zahl zu
bezeichnen. Wir brauchen das nicht, denn fiir uns ist ein Bruch einfach ein
geordnetes Paar (a,b) € Z x (Z \ {0}), sein Zihler ist a und sein Nenner
ist b.

Nun koénnen wir den groBiten Teil von Annahme 4 beweisen.

Satz 49. (i) Fir beliebige rationale Zahlen r, s und t gelten die Rechen-
gesetze (12).

(11) Die Subtraktikon von rationalen Zahlen ist uneingeschrinkt ausfihrbar.

(11i) Die Division von rationalen Zahlen ist mit Ausnahme der Division
durch % uneingeschrankt ausfihrbar.

(iv) Die Abbildung j : Z — Q, die durch j(a) = ¢ gegeben ist, ist injektiv,
und es gilt

jla+b)=jla)+j®),  jla-b)=ja)-jb).
Beweis. (i) Wir beweisen z. B. das Distributivgesetz. Es sei

€42 L
d’ - f

r = S =

67

Dann ist nach Definition

re(s4t) =<

(E E>:g.cf+de_a(cf+de)
b Y

AT T A T A
wobei wir rechts die Malzeichen der Kiirze halber weglassen, und

e ac ae  (ac)(bf)+ (bd)(ae)

fobdof o (bd)(0f)
Laut Definition der Quotientengleichheit bleibt zu zeigen, dass
(alcf + de)) ((bd)(bf)) = (b(df)) ((ac)(bf) + (bd)(ae)).

Wenn man beide Seiten mit Hilfe des Distributivgesetzes ausmultipliziert, so
sind die Terme auf beiden Seiten aufgrund des Assoziativ- und Kommuta-

tivgesetzes gleich.

@
b d b
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Die Beweise der anderen Rechengesetze fiir die Multiplikation ergeben
sich wieder aus den Beweisen fiir die Addition ganzer Zahlen in Satz 40, indem
man + durch - ersetzt. Das Kommutativgesetz der Addition ist offensichtlich,
und der Beweis des Assoziativgesetzes ist Gegenstand von Aufgabe 64.

(ii)) Wegen (14) vermuten wir, dass die Differenz von rationalen Zahlen
r= ¢ und s = ¢ gleich

a-d—>b-c
b-d
ist, und in der Tat gilt nach Teil (i)

a-d=b-c ¢ (ad—bc)-d+ (bd)c (ad)d

bd  d (bd)d “Gdd b
(iii) Wegen (14) vermuten wir, dass fiir § # 2 der Quotient von s = <

und ¢t = % gleich

c-f

d-e
ist. In der Tat ist laut Definition e-1 # f -0, also darf d-e im Nenner stehen,
und

c-f e (cfle

c
d-e [ (de)f d
(iv) Fiir a, b € Z gilt nach Definition

a+bia-1+1-bia—|—b
1 1 1-1 1
a b_a b_a-b
11 1-1 1°

Ist j(a) = j(b), so ist nach Definition a -1 = 1-b, also a = b. Somit ist j
injektiv. [

Damit ist Annahme 4 mit Ausnahme der Relation Z C Q bewiesen, also
auch die daraus gezogenen Schliisse:

Folgerung 20. Fiir alle rationalen Zahlen gelten die Rechengesetze der Sub-
traktion (vgl. (5)) und der Division (13). Auferdem gelten die Regeln (14)
und (15) fir rationale Zahlen an Stelle von ganzen Zahlen.

Haben a und b den gemeinsamen Teiler d, gibt es also ganze Zahlen u und
v, so dass a = du und b = dv, so ist (a,b) = (u,v), also § = *, und man sagt,
dass (u, v) durch Kiirzen aus (a,b) und umgekehrt (a, b) durch Erweitern aus
(u,v) hervorgeht. Zu jedem Bruch findet man einen #dquivalenten, bei dem
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Zahler und Nenner teilerfremd sind, z. B. indem man durch den gréfiten ge-
meinsamen Teiler kiirzt. Einen solchen Bruch nennt man unkiirzbar. Wegen
(a,b) ~ (—a,—b) kann man in jeder Aquivalenzklasse ¢ einen unkiirzbaren
Vertreter mit positivem Nenner wéhlen, und mit Hilfe von elementarer Zah-
lentheorie kann man zeigen, dass dieser eindeutig bestimmt ist.

Briiche heiflen gleichnamig, wenn sie den selben Nenner haben. In diesem

Fall vereinfacht sich die Summe durch Kiirzung:

c a~b+b-c_a+c
b b-b b

+

a
b
Haben die Nenner zweier Briiche (a,b) und (c,d) ein gemeinsames Vielfa-
ches m, so findet man einen Vertreter fiir die Summe mit dem Nenner m. Es

gibt dann ndmlich ganze Zahlen x und y, so dass m = bx und m = dy, und
es folgt

a ¢ ar cy ar+cy

b d m m m
Insbesondere kann man fiir m das kleinste gemeinsame Vielfache von b und
d nehmen, welches als Hauptnenner der beiden Briiche bezeichnet wird. In
der elementaren Zahlentheorie lernt man, wie man das kleinste gemeinsame
Vielfache durch einen effizienten Algorithmus bestimmen kann.

Nun miissen wir noch die Kleiner-Gleich-Relation auf Q definieren. Wenn
Annahme 6 richtig ist, dann ist fiir ganze Zahlen a, b, ¢ und d, von denen b
und d nicht Null sind, die Aussage

a:b<c:d
nach (18) dquivalent zu
a-d<b-d.

Da in der letzteren Ungleichung nur ganze Zahlen vorkommen, fiir die die
Kleiner-Gleich-Relation ja mit der bisher betrachteten iibereinstimmen soll,
kénnen wir diese Ungleichung zur Definition der genannten Relation auf den
rationalen Zahlen benutzen, vorausgesetzt, die Giiltigkeit dieser Ungleichung
héngt nicht von der Wahl der Repréasentanten ab.

Satz 50. Es seien (a,b), (¢,d), (a',0') und (¢, d") Elemente von Z x (N\{0}).
Ist (a,b) =~ (a',V) und (c,d) ~ (¢, d'), so gilt

genau dann a-d <b-c, wenn a -d <b .

Fiir den Beweis bendtigen wir noch eine Kiirzungsregel fiir Ungleichungen
zwischen ganzen Zahlen.
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Lemma 5. Fiir alle ganzen Zahlen a, b und c gilt:
Wenna-c<b-cundc>0, dann a <b.

Bewers. Es gibt zwei Fille. Ist a - ¢ =b - ¢, so gilt a = b nach Folgerung 16.
Ist hingegen a - ¢ < b - ¢, so behaupten wir, dass sogar a < b folgt. Wire
néamlich @ > b, so wére nach Folgerung 17 a - ¢ > b - ¢ entgegen unserer
Voraussetzung. O

Beweis des Satzes. Die Quotientengleichheit (a,b) =~ (a’,V’) bedeutet
a-b'=0b-d.

Angenommen, es gilt die Ungleichung
a-d<b-c.

Um die obige Gleichheit anwenden zu kénnen, benutzen wir Satz 17(ii) und
erhalten wegen b’ > 0
a-d-b<b-c-V.

Durch Einsetzen ergibt sich
b-a-d<b-c-U,
und mit Lemma 5 folgt wegen b > 0, dass
a-d<b-c.
Analog folgert man hieraus mit Hilfe von (¢,d) = (¢, d') die Ungleichung
a-d<bv.-c.

Die Umkehrung fithrt man durch Vertauschung der Variablen mit und
ohne Strich auf das Beweisene zuriick. m

Der Satz rechtfertigt folgende Definition.

Definition 41. Wir definieren eine Relation < auf der Menge Q, indem wir
fuir beliebige ganze Zahlen a, b, ¢ und d, wobei b > 0 und d > 0 ist, festlegen:

%g CEZ’ wenn a-d<b-c.
Trotz der Einschrénkung b > 0, d > 0 ist die Relation < zwischen allen
rationalen Zahlen definiert, denn es gilt # = =. Nun wollen wir Annahme 6
beweisen.
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Satz 51. (i) Die Relation < auf der Menge Q ist eine Ordnung.
(ii) Fir rationale Zahlen gelten die Rechenregeln (16) und (17).

(i1i) Ist j : Z — Q die Abbildung aus Satz 49, so gilt fir beliebige ganze
Zahlen a und b

genau dann j(a) < j(b), wenn a <b.

Beweis. Fiir Teil (i) miissen wir die drei Eigenschaften nachpriifen, die ei-
ne Ordnung ausmachen. Dabei schreiben wir die vorkommenden rationalen
ZahleninderFormr:%,3:§undt:?,Wobeib>0,d>0undf>0.
Die Totalitdt besagt, dass fiir beliebige rationale Zahlen r und s gilt

r<s oder s<r,

das heifit
a-d<b-c¢ oder c¢-b<d-a.

Dies gilt in der Tat wegen der Totalitéit der Kleiner-Gleich-Relation auf Z
(Satz 42) und der Kommutivitét.
Die Antisymmetrie besagt, dass fiir alle rationalen Zahlen r und s gilt:

Wenn r < s und s <r, dann r = s.
Dies bedeutet laut Definition 41:
Wenn a-d<b-c¢c und c¢-b<d-a, dann a-d=0b-c.

Letzteres gilt wegen der Antisymmetrie der Kleiner-Gleich-Relation auf Z
(Satz 42) und der Kommutivitét.
Die Transitivitit besagt, dass fiir alle rationalen Zahlen r, s und ¢ gilt:

Wenn r < s und s <t, dann r < t.
Dies bedeutet:
Wenn a-d<b-¢c und c-f<d-e, dann a-f <b-e.

Wenden wir Satz 17(ii) auf die ersten beiden Ungleichungen an, so erhalten
wir wegen f > 0 und b > 0, dass

(@-d)-f<(b-c)-f,  b-(c-f)<b-(d-e).
Wegen der Transitivitit der Kleiner-Gleich-Relation auf Z folgt

(a-d)-f<b-(d-e),
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und mit Lemma 5 folgt wegen d > 0 die dritte Ungleichung. Die behauptete
Implikation ist also wahr.

(ii) Fithren wir zusdtzlich die Bezeichnung u = { ein, wobei h > 0, so
bedeutet r < s und t < u, dass

a-d<b-c, e-h<f-g.

Wegen
_a-f+b-e _c-h+d-g
r+t= b f s+u= i

bedeutet die zu beweisende Ungleichung r + ¢ < s 4 u, dass
(@ f4bee)-(d-h) <O f) (ch+d g)

Dies ergibt sich in der Tat, wenn wir entsprechend Satz 17(ii) beide Seiten
der ersten gegebenen Ungleichung mit f - h und die der zweiten mit b - d
multiplizieren und die erhaltenen Ungleichungen entsprechend Satz 17(i) ad-
dieren.

(iii) Mit Hilfe der Definition der Abbildung j wird die Aussage j(a) < j(b)
zu § < % Nach Definition 41 bedeutet dies a-1 < 1-b, und das ist dquivalent
zu a < b. O

Bemerkung. Ahnlich wie bei der Einfithrung der ganzen Zahlen hat sich unser
Wunsch, dass Z eine Teilmenge von Q sei, nicht erfiillt, aber auf Grund von
Satz 49(iv) und 51(iii) kénnen wir mit den Zahlen ¢ genau so rechnen wie
mit den ganzen Zahlen a selbst. Darum identifiziert man gewohnlich a mit
1 und somit Z mit einer Teilmenge von Q. Ahnlich wie die Bezeichnung
[m,n] wire nun auch die Bezeichnung ¢ nicht mehr nétig, weil a : b die
selbe rationale Zahl bezeichnet. Aus Griinden der Platzersparnis hat aber
im Gegenteil der Bruchstrich fast das Divisionszeichen verdringt, und zwar
nicht nur fiir Quotienten ganzer Zahlen.** Zur Vermeidung von Ober- und
Unterlédngen benutzt man auch geneigte Bruchstriche wie bei /2.

Eine rationale Zahl ist genau dann nichtnegativ, wenn sie sich in der Form
“ mit natiirlichen Zahlen m und n # 0 schreiben lésst. Solche Zahlen nennt
man Bruchzahlen. Nach Satz 34 gibt es natiirliche Zahlen ¢ und r, so dass

m = qgn + r und r < n, also ist
r
n

Anstelle von Ausdriicken wie 1+ £ schreibt man traditionell 13 und nennt
dies eine gemischte Zahl. Briiche (m,n) mit m < n nennt man echte Briiche.

4480 schreibt man z. B. fiir %+ 5 auch den Doppelbruch

o |ole
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Sie stellen Bruchzahlen dar, die kleiner als 1 sind. Briiche mit dem Zéhler 1
nennt man Stammobriiche.

Wir haben zuerst den Bereich N der natiirlichen Zahlen zum Bereich Z
der ganzen Zahlen erweitert, um die Subtraktion uneingeschréankt ausfithrbar
zu machen, und diesen dann zum Bereich Q der rationalen Zahlen, um das
Selbe fiir die Division zu erreichen. In der Schule geht man entsprechend der
Erfahrungswelt der Schiiler umgekehrt vor: Man erweitert den Bereich der
natiirlichen Zahlen zunéchst zum Bereich der Bruchzahlen, in dem die Divi-
sion uneingeschriankt ausfiihrbar ist, und diesen dann zum Bereich der ratio-
nalen Zahlen. Die Methoden sind analog zu den obigen und héngen im We-
sentlichen davon ab, welche Umkehroperation man jeweils uneingeschrankt
ausfithrbar machen will. Manchmal wird die Menge der Bruchzahlen mit Q>

bezeichnet.
Q
/N

Q>0 Z

N

Ganzzahlige Exponenten

Die Definition von Potenzen ganzer Zahlen mit natiirlichen Exponenten ver-
allgemeinert sich sofort auf Potenzen rationaler Zahlen, und die Beweise der
Potenzgesetze sind hierfiir giiltig. Wir konnen einen Schritt weitergehen und
fiir eine von Null verschiedene rationale Zahl r und eine ganze Zahl a die
Potenz r* definieren. Dazu sei a = [m,n| mit natiirlichen Zahlen m und n.
Wir setzen

r¢ =nr"rt.
Ist u der Kehrwert von r, so gilt r"u™ = (ru)® = 1, also r* = r™u". Wie
fiir Potenzen von bijektiven Abbildungen einer Menge in sich selbst beweist
man, dass die Definition nicht von der Wahl von m und n abhéngt, und dass
die Potenzgesetze

(rs)* =res®, Pt = papd, r® = (r)?.

fiir beliebige rationale Zahlen r # 0 und s # 0 und ganze Zahlen a und b
gelten. Wir bewiesen hier z. B. das erste Potenzgesetz. Ist v der Kehrwert
von s, so ist uv der von rs, und es gilt nach Definition und dem entsprechen-
den Potenzgesetz fiir natiirliche Exponenten

(rs)* = (rs)™(uv)" = r"s™u"v", res® = r"mu"smo".

Nach dem Kommutativgesetz stimmen beide Ausdriicke iiberein.
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5.3 Systembriiche

Die Addition oder der Vergleich von zwei Bruchzahlen kann erheblichen Re-
chenaufwand erfordern. Deshalb verwendet man in der Praxis stattdessen
meist Dezimalbriiche, die eng mit dem Dezimalsystem zusammenhéngen. Wir
betrachten hier ein Stellenwertsystem mit beliebiger Grundzahl g > 1 und
sprechen dann von Systembriichen. Dies sind Ausdriicke der Form

cjg e g T

wobei j eine natiirliche Zahl ist und die ¢; fiir alle ¢ > —j g-adische Ziffern
sind, von denen nur endlich viele nicht Null sind. Multiplizieren wir diesen
Systembruch mit ¢’, so erhalten wir eine natiirliche Zahl. Mit dem Mono-
toniegesetz (17) ergibt sich, dass sich Satz 38 sinngeméif auf Systembriiche
iibertragt.

Leider lassen sich nicht beliebige Bruchzahlen fracmn auf diese Weise
darstellen, denn aus %gj = d folgt fiir teilerfremde natiirliche Zahlen m
und n, dass n ein Teiler von ¢/ ist. Man kann aber jede Bruchzahl beliebig
gut durch Systembriiche annéhern.

Das geht praktisch durch schriftliche Division. Hier ist ein Beispiel im
Ternérsystem (mit der Grundzahl 3), wobei wir auf die Kennzeichnung durch
eine tiefgestellte 3 verzichten:

11:21=0,120102. ..
0
110
21
120
112
10

An dieser Stelle tritt der Rest 113 zum zweiten Mal auf, und von nun an wie-
derholen sich die Reste, also auch die Ziffern des abgerundeten Quotienten.
Das Ergebnis unserer bisherigen Rechnung lautet iibrigens

115 0,0000113

— = 0,120102
215 ’ - 215
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Wir wollen zeigen, dass sich allgemein jede Bruchzahl ™ durch einen
Systembruch mit 7 Nachkommastellen bis auf einen Fehler von weniger als
¢’ anniihern ldsst. Je groBer j ist, umso kleiner ist laut Aufgabe 62 die
Zahl ¢g=7. Man kann sogar fiir eine beliebig vorgegebene positive rationale
Zahl ¢ eine ganze Zahl j finden, so dass g7/ < ¢ ist. Nach der Bernoulli-
Ungleichung

g >1+jg—1)

aus Aufgabe 30 (die man fiir natiirliche Zahlen auch durch vollstdndige In-
duktion beweisen oder aus Satz 45 folgern kann) geniigt es namlich, j > ﬁ
zu nehmen.

Satz 52. Es sei g > 1 eine natirliche Zahl. Sind m und n # 0 natirliche
Zahlen, so gibt es fiir alle ganzen Zahlen i eindeutig bestimmte g-adische
Ziffern ¢; mit folgenden beiden Eigenschaften:

(i) Fir geniigend grofies i ist ¢; =0,

(i) fiir alle ganzen Zahlen j gilt

o0

Y g’ < % <Y ag+g.

i=—j i=—j
Auflerdem gilt dann:
(i1i) Es gibt beliebig kleine Zahlen i, fir die ¢; # g — 1 ist.

(iv) Es gibt natiirliche Zahlen k > 0 und | > 0, so dass fir alle i < —k gilt
Ci = Cj—y.

(v) Man kann k und l so wihlen, dass k+1 <mn oder ¢; =0 firi < —k.

Jede Folge von g-adischen Ziffern ¢; mit den Eigenschaften (i), (iii) und (iv)
kommt von einer Bruchzahl .

Bemerkung. Aussage (iv) besagt, dass die Ziffernfolge ab der kten Nachkom-
mastelle periodisch ist. Nach Aussage (iii) kommt z. B. im Dezimalsystem
keine Neunerperiode vor.

Beweis. Es seien m und n wie im Satz gegeben. Durch Subtraktion einer
geeigneten natiirlichen Zahl kénnen wir den Beweis auf den Fall 2 < 1, d. h.
m < n zuriickfithren. In diesem Fall muss ¢; = 0 fiir ¢ > 0 sein, weil die linke
Seite in (ii) sonst mindestens 1 wére, und damit ist (i) automatisch erfiillt.
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(ii). Nach Satz 34 gibt es natiirliche Zahlen ¢; und 7, so dass
mg = qn+ri, T <mn.

Dabei gilt
an < mg < ng, also ¢ <g.
Wir kénnen nun mit ¢; anstelle von m fortfahren und erhalten nacheinander

natiirliche Zahlen ¢, < g und r; < n, so dass

mg = qn + i,
r1g = @an + 7o,

T2g = q3n + T3,

Dividieren wir beide Seiten durch ng, so erhalten wir

m T _
—:<Q1+—1>9 L
n

n

r r _
2 () g
n n

T2 T3\ _
—=<Q3+—)9 g
n n

Durch fortlaufendes Einsetzen folgt

m T _ _ T _
T (a+ )t mag T (e ) g =
n n n
_ _ r; i
=09 + gy 2+---+<qj+g”)g 7.

Wir beweisen nun, dass c_; = g; fiir alle natiirlichen Zahlen j > 0 sein muss,
damit (ii) erfiillt ist. Dazu setzen wir den obigen Ausdruck fiir ™ in (i) ein.
Nach Satz 31 konnen wir annehmen, dass unsere Behauptung fiir alle ¢ < j
bereits bewiesen ist, also ist die Bedingung dquivalent zu

= T o o
c-j9 < <qy'+g]>g T < (e +1)g™
und schliellich zu -
c,quj+ﬁ<c,j+1,

wobei wir die Monotoniegesetze (16) und (17) (und ihre Kontraposition)
benutzt haben. Wegen 0 < % < 1 ist dies tatséchlich nur fiir c_; = g; erfiillt.
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(iii). Nach Aussage (ii) gilt fiir alle positiven j und k

Zci91+g"“—g>0a Zcig“rgﬂ—gég‘f

i=—k i=—j

Gébe es ein k, so dass ¢; = g — 1 fiir alle © < —F ist, so hdtten wir fiir j > k
nach der dritten binomischen Formel (Aufgabe 43)

[e's) [e'S) —k—1
g =Y agd=@g-1)> gd=9g"-g7
i=—j i=—k i=—j

also wiirden die linken Seiten in den obigen Ungleichungen ein und die selbe
Zahl ¢ darstellen. Wie wir vor dem Satz bemerkt haben, ist das fiir beliebig
grofle 7 unmoglich.

(iv) und (v). Tritt fiir ein & > 0 der Rest r, = 0 auf, so sind von da an
alle Reste (und folglich auch alle Ziffern ¢;) gleich Null. Andernfalls gibt es
nur n — 1 Moglichkeiten fiir die Reste, also tritt irgendwann ein Rest auf,
der schon frither vorgekommen ist, d. h. ry = r;.;, wobei [ > 0. Dann folgt

Tkal = Thaitl, Tkeo = Trair2 Uusw. Da die Reste ry, ..., rp;1 verschieden
sind, gilt £ +1 < n.
Zur letzten Aussage des Satzes kommen wir spéter. [

Auf Grund des Satzes schreibt man

wobei man die linke Seite in diesem Zusammenhang als gemeinen Bruch
bezeichnet, und nennt die unendliche Summe auf der rechten Seite einen pe-
riodischen Systembruch zur Grundzahl g. Man schreibt ihn im Stellenwert-
systen, indem man die Ziffern in der Reihenfolge absteigender Potenzen von
g aufzdhlt und nach der Einerstelle ein Komma einfiigt. Die Nachkommas-
tellen bis vor die kte nennt man Vorperiode, die nédchsten [ Stellen Periode.
Es ist iiblich, die Periode nur einmal zu schreiben und durch Uberstreichen
kenntlich zu machen. So ist z. B.

115
215

= 0,1201025.

Periode und Vorperiode sind nicht eindeutig bestimmt, aufler man besteht
auf kleinstmoglicher Lénge:

0,1201023 = 0,12010215 = 0,1201021201025.
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Der Beweis liefert eine weitere Methode zur Umrechnung von gemeinen
Briichen in g-adische Systembriiche, wobei die Rechnung auch im Dezimal-
system vorgenommen werden kann. Im obigen Beispiel ist m = 113 = 4,
n =213 =7 und g = 3. Wie im Beweis erhalten wir

4.-3=1-T+5,
5.3=2.7+1,
1:3=0-7+3,
3.3=1-7+2,
2.3=0-7+6,
6-3=2-7+4,

Da der Rest 4 = 115 schon zu Beginn aufgetreten ist, wiederholt sich von hier
an die Rechnung. Die abgerundeten Quotienten ergeben die Ternérziffern,
und wir erhalten wiederum das Ergebnis

Die Reste sind die selben wie zuvor, namlich 5 = 123, 1 = 13, 3 = 103, 2 = 23,
6 =203 und 4 = 113.

Beweis der letzten Aussage von Satz 52. Gegeben sei eine Folge von Ziffern
¢; mit den Eigenschaften (i), (iii) und (iv). Zunéchst betrachten wir den
Spezialfall eines echten Systembruchs, bei dem ¢; = 0 fiir ¢ > 0 ist, und wir
nehmen an, dass er rein periodisch ist, d. h. dass es eine natiirliche Zahl [ # 0
gibt, so dass fiir alle 1 < 0 gilt ¢; = ¢;_;. Wir fassen jeweils [ Summanden
zusammen und klammern eine geeignete Potenz von ¢ aus:

(corg™ + ey )+ ey + e )T

Wegen der Periodizitédt sind die Ausdriicke in allen Klammern gleich. Be-
zeichnen wir diese mit

p=cag tHcag i4. 4+cag

so ist nach der dritten binomischen Formel

Jl . . pgl .
Yoy =pl-g?):(1-g7) = Jg—1 g7'p:(1—g7").
=0

1
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Wegen (i) ist p< (g —1)(g* + g7 2+...+g7") =1— g’ Es folgt also
j

gt <4 - < > gt gt
i=0 U i=0

Setzen wir im Zidhler den Ausdruck fiir p ein und benutzen im Nenner die
dritte binomische Formel, so kénnen wir die g-adischen Ziffern ablesen:

Pyt g ey 4oy
d—1 (g—1(¢g1+¢2+...+1)

Auf dhnliche Weise kann man den allgemeinen Fall behandeln. Da man
die Periode an einer beliebigen Stelle k£ 4+ 1 beginnen lassen kann, braucht
die obere Summationsgrenze kein Vielfaches von [ mehr zu sein, und durch
Vergleich mit Bedingung (iii) folgt

oo o} -1 -2
; i Cok—19 T FCop—2g "+ ... FCk g
c,g = cqg + .
Z g Z g (G- D~ +g2+...+1) 9

1=—00 i=—k

Die Summe auf der rechten Seite hat wegen (i) nur endlich viele von Null
verschiede Summanden, stellt also eine rationale Zahl dar. [l

So haben wir z. B. im Dezimalsystem®*’

_ S 13 1 428571 47
1,3428571 = 1 428571-107' = — + — - =_.
342857 3 +0,428571 - 10 10 + 10 999999 35

Wie schon eingangs bemerkt, lassen sich Systembriiche leicht miteinander

vergleichen, weil sich Satz 38 sinngeméf ibertragt.

Satz 53. Es seien r und r’ Bruchzahlen mit den g-adischen Ziffern ¢; bzw. c;.
FEs gilt genau dann r < 1', wenn es eine ganze Zahl i gibt, so dass ¢; # ¢, ist,
und wenn fir die grofite solche Zahl i gilt ¢; < .

Beweis. Ist r < r', so folgt mit Eigenschaft (ii) fiir alle j

Y o<y dg+g

i=—j i=—j
Wegen r # 1’ gibt es ein i, so dass ¢; # ¢;, und wegen (i) gibt es unter diesen
ein grofftes. Wahlen wir —j < 4, so folgt aus der Giiltigkeit der Vergleichs-
regel fiir endliche Systembriiche, dass ¢; < ¢, ist. Durch Vertauschung der
Bezeichnungen folgt die analoge Aussage fiir v’ < r, und im Fall » = »’ folgt
wegen der Eindeutigkeitsaussage von Satz 52, dass ¢ + — = ¢, fiir alle i. [
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In der Praxis kommen neben Dezimalbriichen auch andere Systembriiche
vor. Computer benutzen intern Dualbriiche. Bei Maflangaben in Zoll ver-
wendet man traditionell nur Dualbriiche, die allerdings als gemeine Briiche
angegeben werden. So wird man z. B. nie ein Wasserrohr mit einer Nennwei-
te von % Zoll finden, wohl aber von % Zoll oder % Zoll (d. h. 0,15 oder 0,115
Zoll). Die Einteilung eines Zollstocks macht dies ebenfalls deutlich:

1 > 3
nnnnnnnmmmnmmnnnnnnmn

Man kann auch Systembriiche in gemischten Stellenwertsystemen be-
trachten. Die Babylonier als Nachfolger der Sumerer nutzten Briiche, in denen
,hach dem Komma® eine Sechserziffer folgte, dann eine Zehnerziffer, dann
wieder eine Sechserziffer usw. Fasst man wieder zwei Ziffern zu einer Sechzi-
gerziffer zusammen, so erhilt man Hexagesimalbriiche. Beschrénkt man sich
aber auf drei Nachkommastellen, so kann man 360ste Teile des Ganzen wie-
dergeben. Das ist offenbar der Grund, warum der Kreis in 360 Grad eingeteilt
wurde.

118



Index

f-Abschluss, 36
n-Tupel, 57
Aquivalenz, 4
Aquivalenzklasse, 80
Aquivalenzrelation, 20

Ubertrag, 70

Abbildung, 13
Abbildung auf, 17
abgerundeter Quotient, 53
abgeschlossen unter f, 36
absoluter Betrag, 101
Addition, 24

Alternative, 6
antisymmetrisch, 36
Antivalenz, 6

assoziativ, 6, 10, 24, 27
Aussage, 1

Aussageform, 7

Axiom, 32

biindeln, 61

bijektiv, 18

Binom, 92
Binomialkoeffizient, 92
binomische Formel, 92
Bisubjunktion, 4
Bruch, 105

Bruchzahl, 110

Cartesisches Produkt, 11
charakteristische Funktion, 92

das Kleinste, 36
Definitionsbereich, 13
Dezimalbruch, 112
Differenz, 51
differenzengleich, 80
Ding, 90

disjunkt, 23
Disjunktion, 2
distributiv, 6, 10, 27
Division, 51

Division mit Rest, 53
Doppelbruch, 110
Durchschnitt, 10, 30

echte Teilmenge, 33
echter Bruch, 110
Eigenschaft, 10
eineindeutig, 16
Element, 8
elementfremd, 23
entgegengesetzte Zahl, 76
entweder .. .oder, 6
erweitern, 106

Fakultat, 54
Folge, 11, 58
Funktion, 13

ganze Zahl, 82
gemeiner Bruch, 115
gemischte Zahl, 110
genau dann, wenn, 4
genau ein, 13
geordnetes Paar, 11
gleichméchtig, 20
gleichnamig, 107
Graph, 14
Grundbegriff, 8
Grundzahl, 62

Halbordnung, 47
Hauptnenner, 107

identische Abbildung, 15
Implikation, 3

119



Index, 57

Induktionsanfang, 45
Induktionsbehauptung, 45
Induktionsschritt, 45
Induktionsvoraussetzung, 45
injektiv, 16

isomorph, 86

kiirzen, 106
Kiirzungsregel, 50
Kardinalzahl, 22
Kehrwert, 99

Klasse, 21

kleiner, 32, 33, 85, 108
kleines Einmaleins, 66
Kombinationen, 94
Kombinatorik, 88
kommutativ, 5, 10, 24, 27
Konjunktion, 2
Kreuzprodukt, 11

Lemma, 37

lexikographische Ordnung, 48
linkes /rechtes Distributivgesetz, 75
logisches Gesetz, 4

Méchtigkeit, 22
Maéchtigkeitsklasse, 21
Menge, 8
Mengenoperationen, 10
Multiplikation, 26

Nachfolger, 44
Negation, 1
Nenner, 105
Null, 62

oder, 2
Ordinalzahl, 49
Ordnung, 47

Pascalsches Dreieck, 92
Periode, 115

periodischer Systembruch, 115
Permutationen, 91
Pochhammer-Symbol, 89
Potenz von Kardinalzahlen, 29
Potenzgesetze, 29, 56

Pradikat, 7

Produkt von Kardinalzahlen, 26
Produktzeichen, 59

quod erat demonstrandum, 9
Quotient, 51
quotientengleich, 102

rationale Zahl, 104
reflexiv, 20, 47

rein periodisch, 116
Rekursionssatz, 55
rekursiv, 56
Relation, 32
Repréasentant, 21
Rest, 53

reziprok, 99

Schnittmenge, 10

schriftliche Rechenverfahren, 69
Stammbruch, 111
Stellenwertsystem, 62
Subjunktion, 3
Substitutionsregel, 59
Subtraktion, 51
Summationsgrenze, 58

Summe von Kardinalzahlen, 24
Summenzeichen, 59

surjektiv, 17

symmetrisch, 20

Systembruch, 112

teilbar, 51
Teiler, 51
Teilmenge, 8
total, 36
transitiv, 20

120



Transposition, 42
Tripel, 27

Umkehrabbildung, 18

umkehrbar eindeutig, 18

und, 2

uneingeschrénkte Ausfiihrbarkeit, 74
unkiirzbar, 107

Variationen, 90
Vereinigung, 10, 30
Vereinigungsmenge, 10
Verkettung, 15
verkniipfen, 2

Vielfaches, 51
vollstéandige Induktion, 44
Vorperiode, 115
Vorzeichen, 76
Vorzeichenregeln, 76

Wabhrheitstafel, 1
Wahrheitswert, 1
wenn ...dann, 3
Wertebereich, 17
Wertetabelle, 14
Wertevorrat, 17
Wiederholung, 90, 94
Wohlordnung, 48

Zahler, 105
Zielbereich, 13
Ziffer, 63
Zuordnung, 13

121



	Grundlagen aus Logik und Mengenlehre
	Aussagen
	Mengen
	Abbildungen

	Kardinalzahlen
	Mächtigkeit von Mengen
	Operationen mit Kardinalzahlen
	Vergleich von Kardinalzahlen

	Natürliche Zahlen
	Endliche Mengen
	Vollständige Induktion
	Ordnungen
	Umkehroperationen
	Rekursive Definition
	Stellenwertsysteme
	Schriftliche Rechenverfahren

	Ganze Zahlen
	Operationen mit ganzen Zahlen
	Vergleich von ganzen Zahlen
	Konstruktion der ganzen Zahlen
	Kombinatorik

	Rationale Zahlen
	Operationen mit rationalen Zahlen
	Konstruktion der rationalen Zahlen
	Systembrüche


